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PREFACIO

Este libro es una revision de la cuarta edicion, publicada en 1984. Esa edicion, al
igual que las precedentes, ha servido como texto de un curso de introduccion a la
teoria y aplicaciones de las funciones de una variable compleja. Esta revision
preserva el estilo y el contenido basico de las anteriores, escritas las dos primeras
por Ruel V. Churchill.

En esta edicion, el segundo autor se ha concentrado en la revision de los
primeros ocho capitulos. Por mencionar algunas de las mejoras mas significati-
vas, ahora el tratamiento de las primitivas precede y motiva la presentacion del
teorema de Cauchy-Goursat, se ilustra el uso de los residuos en el calculo de
transformadas inversas de Laplace, el teorema de Rouché aparece mucho antes
en el texto, y las transformaciones en el capitulo de aplicaciones se han reordena-
do con el fin de hacer que las mas dificiles estén ubicadas al final.

Como ejemplos de otras mejoras, el punto del infinito se introduce ahora de
modo mas natural con la definicion de limite, se han afiadido varios ejemplos de
aplicaciones al hablar por vez primera de funciones de una variable compleja, y
se ha reforzado la motivacion de la funcion logaritmo. Ademas, se ha simplificado
la deduccion de diversas identidades trigonométricas, la demostracion del princi-
pio del modulo maximo es ahora mas autocontenida, y el teorema de Laurent se
presenta de un modo mas conveniente para su utilizacion. Finalmente, se ha
mejorado la exposicion en general y se ha modificado o afiadido un numero
considerable de figuras y ejercicios.

Tal como sucedia con la primera edicion, el primer objetivo de esta cuarta es
desarrollar de forma rigurosa y autocontenida aquellas partes de la teoria que
son esenciales en sus aplicaciones. El segundo objetivo es proporcionar una intro-
duccion a las aplicaciones de los residuos y de las transformaciones conformes. Se
ha puesto especial énfasis en resolver problemas de contorno que aparecen en el
estudio de conduccion del calor, potencial electrostatico y flujo de fluidos. Por
tanto, el libro puede ser considerado como complementario de los volimenes
Fourier Series and Boundary Value Problems, de los autores, y Operational Ma-
thematics, de Ruel V. Churchill, en los que se analizan otros métodos clasicos de
resolucién de ese tipo de problemas. El citado en ultimo lugar contiene también
aplicaciones de los residuos en relacion con la transformacion de Laplace.
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Los primeros nueve capitulos de este libro, con varias sustituciones de los
restantes, han constituido durante afios el contenido de un curso de tres horas
semanales en la Universidad de Michigan. Los alumnos provenian de Matemati-
cas, Ingenieria o Fisica. Antes de seguir este curso, habian pasado al menos por
cursos de Calculo, a veces incluso avanzado, y de introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales. Para acomodarse a la audiencia mas amplia posible, hay notas a pie
de pagina que se refieren a libros en los que pueden consultarse demostraciones y
discusiones de los aspectos mas delicados del Calculo que se van necesitando en
cada momento. Parte del material de este libro es opcional y puede dejarse como
lectura voluntaria para los estudiantes, fuera del curso normal. Si se desean ver en
el curso las aplicaciones por funciones elementales y las transformaciones confor-
mes antes de lo que aqui se presentan, puede pasarse directamente a los capitulos
7, 8 y 9, nada mas terminar el capitulo 3.

La mayor parte de los resultados basicos se enuncian como teoremas, segui-
dos por ejemplos y ejercicios ilustrativos. En el Apéndice 1 se recoge bibliografia
sobre otros libros, en general mas avanzados. El Apéndice 2 contiene una tabla
de transformaciones conformes utiles en la practica.

En la preparacién de esta revision, el segundo autor ha aprovechado sugeren-
cias de diversas personas. Entre los amigos que han utilizado la version anterior y
han hecho aportaciones especificas se encuentran B. S. Elenbogen, M. H. Hoft,
M. Jerison, y M. A. Lachance. Ha habido, asimismo, considerables sugerencias de
quienes han revisado partes de la edicion anterior y el manuscrito de la presente:
S. H. Davis, Rice University; P. M. Fitzpatrick, University of Maryland; R. A.
Fontenot, Whitman College; H. Hochstadt, Polytechnic University; W. L. Perry,
Texas A&M University; F. Rispoli, Dowling College; y C. H. Wilcox, University
of Utah.

He recibido ademas el interés constante y el apoyo de G. H. Brown, Jr,, J. R.
Brown, S. M. Flack, G. E. Hay, S. J. Milles, R. P. Morash, J. A. Moss, F. J. Papp,
y R. L. Patterson, asi como Robert A. Weinstein, Michael Morales, y Scott
Amerman, del departamento editorial de McGraw-Hill.

‘James Ward Brown

CAPITULO

UNO
NUMEROS COMPLEJOS

En este capitulo estudiamos la estructura algebraica y geométrica de los nimeros
complejos. Suponemos conocidas varias propiedades correspondientes en los
nameros reales.

1. DEFINICION

Los numeros complejos z se pueden definir como pares ordenados
z = (x,)) (1]

de nimeros reales x e y, con las operaciones de suma y producto que especificare-
mos mas adelante. Se suelen identificar los pares (x, 0) con los niimeros reales x.
EI conjunto de los nimeros complejos contiene, por tanto, a los niimeros reales
como subconjunto..Los numeros complejos de la forma (0, y) se llaman numeros
imaginarios puros. Los nimeros reales x ¢ y en la expresion [1] se conocen,
respectivamente, como parte real 'y parte imaginaria de z. Escribiremos:

Rez=x, Imz = y. 2]

Dos nimeros complejos (x;, y,) ¥y (x,, y,) se dicen iguales si tienén iguales las
partes real ¢ imaginaria. Es decir:

(1, 1) = (xp,y;) siysolosi x; = x, e y, =y, [3]

La suma z, + z, y el producto z,z, de dos nameros complejos z; = (x;, y;) y
23 = (x,, y,) se definen por las ecuaciones:

(x1, y1) + (o2, ¥3) = (x; + X3, ¥ + 1), [4]
(x1, Y1) (x2 ¥2) = (x1x5 — piyy, yix, + X1y2) [5]



2 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

En particular, (x, 0) + (0, y) = (x, ») y (0, D)(», 0) = (0, y); luego
(x,y) = (x,0) + (0, 1){y, 0). (6]

Notese due las operaciones definidas por las ecuaciones [4] y [5] son las
usuales cuando se restringen a los niameros reales:
(xl, 0) + (x2’ 0) = (xl + X2 0),
(xl’ 0)()62, 0) = (x1x2’ O)

Fl sistema de los niimeros complejos es, en consecuencia, una extension natural

del de los nimeros reales.
Pensando en un nimero real como x o como (x, 0), y denotando por i el
numero imaginario puro (0, 1), podemos reescribir la Ecuacion [6] asi*

(y) =x+ iy (71

Asimismo, con el convenio z? = zz, z> = zz?, etc, hallamos que

i2 =0, 1)0, 1) =(—1,0)

es decir,

A la vista de la expresion [7], las Ecuaciones [6] y [7] se convierten en

(1 + iy + (x2 + ivy) = (x1 + Xx3) + i(yr + ¥2) [8]
(x, + iv)x, + iy)) = (xyx2 — y1y2) + i(yixy + X192). 9]

Obsérvese que los miembros de la derecha en esas ecuaciones se pueden obtener
formalmente manipulando los términos de la izquierda como si sélo contuvieran
nGmeros reales, y sustituyendo i2 por —1 cuando aparezca.

2. PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Varias propiedades de la suma y del producto de niimeros complejos coinciden
con las de los numeros reales. Recogeremos aqui las mas bdsicas y verificamos
algunas de ellas.

Las leyes conmutativas

Zy + Zy, = Z, + Zy, 212, = 2524 [1]

* En electronica se utiliza el simbolo j en lugar de i.

"

.

NUMEROS COMPLEJOS 3

y las asociativas
(21 + 25) + 23 = z; + (z; + z3), (2123)z3 = z,(2,23) (2]

se siguc;n facilmente de las definiciones de la suma y el producto de niimeros
complejos, y del hecho de que los niimeros reales las satisfacen. Por ejemplo, si

2 = (xla yl) Yy z, = (x29 y2),

entonces

Zy+ 2= (0 yy) + (0 ¥2) = (X + X0, ¥ + y2) = (X + X, Y2 + 3y)
= (X3, y2) + (X1, yy) = 2, + z,.

La verificacion de las restantes, asi como de la ley distributiva
2(zy + z4) = zz{ + zz,, [3]
es similar.

De acuerdo con la ley conmutativa del producto, iy = yi; luego esta permiti-
.do escribir

z=Xx+iy 0 z=Xx+ yi.-
Adf:még por las leyes asociativas, una suma z;, + z, + z; o un producto 212524
estan blen definidos sin paréntesis, igual que ocurria con los nimeros reales.
o La identidad aditiva 0 = (0, 0) y la identidad multiplicativa 1 = (1, 0) de los
numeros reales se transfieren al sistema de los niimeros complejos. O sea,
z4+0=zy z:-1=z2 (4]
para todo nimero complejo z. Mas atin, 0 y 1 son los Gnicos nimeros complejos

con t‘ales propiedades. Para establecer la unicidad de 0, supongamos que (4, v) es
una identidad aditiva, y escribamos

(x9 y) + (u’ v) = (x’ y)’
donde (x, y) es cualquier niimero complejo. Se deduce que
X+u=x ¢ y+ov=y;
o0sea, u = 0ywv = 0. El nimero complejo 0 = (0, 0 (ini
identidad aditiva. P . ©) e por tanto, a tnica

Cada numero complejo z = (x, y) tiene asociado un inverso aditivo

—z=(=x —y) [51
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que satisface la ecuacion z + (—z) = 0. Ademas, hay un sélo inverso aditivo para
cada z, pues la ecuacion (x, y) + (4, v) = (0, 0) implica que ¥ = —x yv= —y.
Los inversos aditivos se usan para definir la resta:

2y — 22 = 21 + (—2z,) [6]

Luegosiz; = (x;, y,)y z; = (x,, y,), entonces
Zy = 2y = (X; — X3,y — Y2) = (x; — x3) + iyy — ) (7]
Analogamente, para todo ntimero complejo z = (x, ) no nulo, existe un
numero complejo z~! tal que zz=! = 1. Este inverso multiplicativo es menos

obvio que el aditivo. Para hallarlo, buscamos nameros reales u, v expresados en
terminos de x e y, tales que

(x, Yw, v) = (1, 0).

Seglin la Ecuacion [5] de la Seccién 1, que define el producto de dos numeros
complejos, u y v han de satisfacer el par

xXu —yo =1, yu+ xvo =0

de ecuaciones lineales simultaneas; y un sencillo calculo proporciona la Gnica
solucion

X -J
U= ———— —m—- V= ——— .
x2 + yZ xZ + y2

De modo que el inverso multiplicativo de z = (x, y) es

—~ X -
z 1 _ (X‘Z n yz’ ﬁ) (Z #* 0) [8]

. . . A\
La existencia de inversos multiplicativos nos capacita para demostrar que si
un producto z,z, es cero, entonces al menos uno de los factores, z, o z,, es cero.
Porque supongamos que z,z, = 0 y que z; # 0. El inverso multiplicativo z; !

existe y, segun la definicion de la multiplicacion, todo nimero complejo por cero
da cero. Luego

Zy =12z, =('2)z; = z7Nzy2,) = 271 -0 = 0. 9]

Esto es, si z;z, = 0, 0 bien z; = 002z, = 0, 0 quizd ambos son cero. Otra forma
de enunciar este resultado es decir que si dos nlimeros complejos son distintos de
cero, su producto también es distinto de cero.,

NUMEROS COMPLEJOS 5

La divisiéon por un nimero complejo no nulo se define mediante:

L) [10]
Zz

2

Siz; = (xy, ¥1) ¥ z, = (x3, ¥,), las Ecuaciones [8] y [10] prueban que

71 _ (X¥1X2 + ViY2 yiXa — x1y2> _ <x1x§ + y;)’z) i<ylxi - x;)’z)
z \ x3+3 G+ X3 + 53 X3+ 3

(z, # 0). [11]
El cociente z,/z, no esta definido cuando z, = 0, nétgse que z, = 0 significa que
x2 + y3 = 0, y esto no estd permitido en las expresiones [11].

Finalmente, mencionamos algunas identidades relativas a los cocientes, no
por esperadas menos utiles. Estan basadas en la relacion

1. ' (2, #0), [12]

Z3

que es la Ecuacion [10] para z, = 1, y que nos permite escribir esa ecuacion en la
forma

g zl<;1'> (z, # O). [13]
N

22
Observando que (véase Ejerc. 11)

(@22)zr 23 Y) = (@27 Nzzs ) = 1 (2, # 0,2, # 0),

Y que, por tanto, (z,z,)”' = z{'zy!, uno puede usar la relacion [12] para
comprobar la identidad
- <i><i> (¢ # 0,2, # 0) [14]
Z1Z, 21/ \22

Con la ayuda de las Ecuaciones [13] y [14], es ya facil mostrar que

htan_n n nn <~><Z_> (s £ 0,2, £ 0. [15]

Z3 Z3 Z3  Z3Z4 23/ \24

Ejemplo. Cilculos como el que sigue quedan ahora justificados:

1 1 1 1 5+i~5+i=_5~+Li
2-3/)\1+4i)  s=—i \sZi)l\sxi " 2 26 ' 26
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EJERCICIOS

L

10.

11.

Comprobar que:
g (2-i)—il -2 =-2 b &-H=2D=(LE

11 1+2i 2-—1i 2
o (3, DG —1)<g’ T()) = (2,1 d) 34 t— = 7%
5 i

) T-he-nB<-1 2

foa-it= -4

Demostrar que (1 + 2> = 1 + 2z + 2.

Comprobar que los niimeros complejos z = 1 + i satisfacen la ecuacion z2 — 2z +
+2=0

Resolver la ecuacion z2 + z + 1 = Oparaz = (x, y) escribiendo
o 7Y + () + (1,0 =00

y resolviendo entonces un par de ecuaciones lineales simultaneas en x € y.
Sugerencia: Notese que ningan nimero real x satisface la ecuacion dada para

probar que y # 0.
1 \ﬁ
Sol. =| -2 %)
ol 2 (2_2>

Probar que la multiplicacion es conmutativa, tal como se afirmo6 en la segunda
Ecuacion[1], Seccion 2.

Verificar la ley asociativa de la suma, enunciada en la primera de las Ecuaciones [21,
Seccion 2.

Verificar la ley distributiva [3], Seccion 2.

Usar la ley asociativa de la suma y la ley distributiva para demostrar que
2z, + 2z, + 2z3) = 22y + 22 + ZZ5

Probar que el nimero complejo 1 = (1, 0) es la Gnica identidad multiplicativa.
Sugerencia: Notese que si (&, v) es un inverso multiplicativo, entonces €n particular,

(1, 0)(u, v) = (1, 0).
Probar que:
a) Im(iz) = Rez b) Re(iz) = —Imz;

9 L=z @Oy

17z d (-)z= —z

Mediante las leyes asociativa y conmutativa del producto, probar que

(2122)(z324) = (2123)(2224)-

NUMEROS COMPLEJOS 7

12. Demostrar que si z,z,z; = 0, entonces al menos uno de los factores es nulo.
13. Comprobar la identidad [14], Seccion 2.
14. Establecer la primera de las identidades [15], Seccion 2.

15. Probar la segunda de las identidades [15] de la Seccion 2, y usarla para demostrar
la ley de cancelacion

L5 (3 40,2, # 0).

2z, 2,

16. Establecer por induccion matematica la formula del binomio

G+ 2 =2+ =M+ nn = 1)

1 TR S R

nn—Dn—2--@m—-—k+1
yHe- D=2 ) s+t 2,

donde z, y z, son nimero complejos arbitrarios, y n es un entero positivo (1=1,2,...).

3. INTERPRETACION GEOMETRICA

' Es natural asociar el nimero complejo z = x + iy con un punto del plano cuyas

coordenadas rectangulares son x ¢ y. Cada namero complejo corresponde a un
punto exactamente, y reciprocamente. Fl nimero —2 + i, por ejemplo, viene
representado por el punto (—2, 1) en la Figura 1. El nimero z puede pensarse
como el segmento dirigido, o vector, que va desde el origen hasta el punto (x, ).
De hecho, a menudo nos referiremos al namero complejo como el punto z ©
como el vector z. Cuando se utiliza a efectos de representar geométricamente los
nameros z = x + iy, el plano xy se llama plano complejo o plano z. El eje x se
llama eje real, y el eje y se llama eje imaginario. ’

y
=2,1
(,2,,,-) 1 x,¥)
X +iy
-2 OI x
Figura 1

De acuerdo con la definicion de suma de dos nimeros complejos z; = X; +
Y1Yz; = X, + y,, ¢l nimero z, + z, corresponde al punto (xy + X3, 71 + V2)
Corresponde, asimismo, a un vector con esas coordenadas como componentes.
g_or tan?o, z, + z, se puede obtener vectorialmente como indica la Figura 2. La

1ferenc'1a z, — z, = z, + (—2z,) corresponde a la suma de los vectores dez,y
—z, (Fig. 3). Hagamos notar que, trasladando el radio vector z;, — 2z en la

Figura 3, cabe interpretar z; — z, como el segmento dirigido desde el punto (x,,
¥,) hasta el (x,, y,)-
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Figura 2 ' Figura 3

Aunque el producto de dos nameros complejos z; y z, es el mismo nimero
complejo representado por un vector, €se vector esta en el mismo plano que los
vectores de z, y z,. Es evidente, pues, que €s¢ producto no es ni el producto
escalar ni el producto vectorial que se usan en el analisis vectorial ordinario. La
interpretacion geométrica del producto de z; y z, s€ discutira en la Seccion 5.

El médulo, o valor absoluto, de un numero complejo z = x + 1y s€ define

como el nimero real negativo  /x* + y* y se denota |z|; esto es,

C ozl = R+ [1]
Geométricamente, el namero |z| es la distancia entre el punto (x, y) y el origen, 0
sea, la longitud del vector que representa a z. Se reduce al valor absoluto usual de
los nimeros reales cuando y = 0. Notese que mientras la desigualdad z, < z,
carece de sentido a menos que z, y z, sean ambos reales, es decir, que |z,| < |z,
significa que el punto z, esta mas cerca del origen que z,.

Ejemplo 1. Como |—3 + 2i] = J13y 11 + 4i| = /17, el punto —3 + 2iesta
més proximo del origen que 1 + 4i.

La distancia entre dos puntos z; = X3 + 1Y 22 = X2 + iy, es |z, — zal
Eso es claro a la vista de la Figura 3, porque |z, — z,| es la longitud del vector
que representa a z; — 2. Alternativamente, se deduce de la definicion [1] 'y de la
expresion

Zy — 2 = (x;, — x3) + iy, — »2)

que

Iz, — 25| = J(xg — x) + (1 — y2)?

Los niimeros complejos z correspondientes a los puntos del circulo con centro
en el origen y radio R, satisfacen la ecuacion |z — zo| = R,y reciprocamente. Nos
referiremos a ese conjunto de puntos como el circulo |z — zol = R

Ejemplo 2. La ecuacion |z — 1 + 3i] = 2 representa el circulo centrado en
zo = (1, —3) y de radio R = 2.

NUMEROS COMPLEJOS 9

,De la dgﬁnlclon [1] se sigue que los nameros reales |[z|, Rez = x,e Imz = y
estan relacionados por la ecuacion

|z|? = (Re 2)* + (Im z)% 2]
Asi pues
Rez < |Rez| £z, Imz < [Im z| £ |z|. [3]

El complejo conjugado, o simplemente el conjugado, de un namero complejo
7z = x + iy se define como el nimero complejo x — iy, denotado por Z; esto es

Z=Xx — iy [4]
El namero Z viene representado por el punto (x, —y), reflejado en la recta real
de(l1 punto (x, ) que representaba a z (Fig. 4). Notese que Z = z y |Z| = |z| para
todo z.

Siz, = x, +iy; yz; = x, + iy, entonces

T ¥ 72 = (xp + xp) — iy, +y) = (xp — iyy) + (x3 — iyy)

x.y)

|
|
]
|
|
|
¢ (x.-p)
Figura 4
Asi que el conjugado de la suma es la suma de los conjugado§:
. ¥ =2 + 4, N Y

Del mismo modo, es facil ver que

Iy =z, =4 — Iy (6]
Z1Z; = 212y [7]

a) _ 4

5) T E (z, # 0). [8]

La sum z } j j
s diferenc'a z + z_de un numero gomplejo y su conjugado es el numero real 2x, y
1a z — Z es el nimero imaginario puro 2iy. Por tanto,

z 4+ z z — Z
ReZ: s Imz = z

2 2 ]
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Una identidad importante que relaciona el conjugado de un nimero complejo
con su modulo es

27 = |z, [10]

donde cada lado es igual a x? + y2. Proporciona otro método de determinar el
cociente z,/z, en las expresiones [11], Seccion 2. El procedimiento consiste en
multiplicar numerador y denominador por Z,, de manera que el denominador se
convierte en el numero real |z,|2.

Ejemplo 3. Como ilustracion,

—1+ 3 _ (L 430Q D) _ =S+ Si_ =SS
2-i T -2+ 12— s '

Véase también el ejemplo del final de la Seccion 2.

Con ayuda de la identidad [10], podemos obtener facilmente otras propie-
dades de los modulos a partir de las de los conjugados ya vistos. Mencione-
mos que

1z125] = |zillz21, [11]

CITRAY [12]

Z4
|z, ]

22

Para establecer la propiedad [11], escribimos

|2'1Zz|2 = (2,2,)(2,2;) = (2.2 )(222,) = |2112|22[2 = (|Z1”Zz|)2

y recordemos que un modulo nunca es negativo. La propiedad [12] es verificable
de forma analoga.

4. DESIGUALDAD TRIANGULAR

Las propiedades de los modulos y de los conjugados de la Seccién 3 hacen
posible deducir algebraicamente la desigualdad triangular, que proporciona una
cota superior al modulo de la suma de dos nameros complejos z; y z,:

121 + 23] = lzi] + |22 (1]

Esta importante desigualdad es geométricamente evidente de la Figura 2 de la
Seccion 3. En efecto, es sencillamente la afirmacion de que la longitud de un lado
de un triangulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados.
Vemos en la Figura 2 que [1] es realmente una igualdad cuando los puntos z,, z,
y 0 son colineales.

NUMEROS COMPLEJOS 11

Iniciamos la deduccion algebraica escribiendo A
lz, + zF = (2, + 2z + ) = (21 + ) + 5y)
y efectuando el producto de la derecha. Eso lleva a

|21 + 22|2 = le-l + (2152 + 212-2) + 222-2.

Ahora bien
22y + 217, = 2Re (2,7,) £ 2|z,5,| = 2|z]|z5);
luego
lzy + z2|* S 1z,1* + 2zllz,] + |2,0%
o0 sea,

2y + 21> S (z:] + [22)%

Como los modulos son no negativos, se deduce la desigualdad ['1]. o
La desigualdad triangular se puede generalizar por medio de la induccion
matematica a sumas de cualquier namero finito de términos: »
lzy + 23 + -+ z) Szl +lzal + 0 +lzl 0 =23,.)  [2]
o

Para entrar en los detalles de la demostracion, digamos que cuando n = 2, la”
desigualdad [2] es justamente la desigualdad [1]. Ademas, si se supone que [2] es
valida cuando n = m, ha de serlo también para n = m + 1, puesto que por la
desigualdad triangular,

|(Z1 + 22 + - + zm) + Zm+1| 21 + 22 + .- + Zml + IZ,,,+1|

<
S (Ize] + lza + - + |zpl) + [Zpesl
También se desprende de [1] que

2y + 2o} 2 llzo] =zl (3]

Para deducir la desigualdad [3], escribimos

1ze] =1z, + 23) + (—2) < lzy + 23] + |-z,

de modo que

lzy + 23| 2 Jzy] — |z,]. [4]
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Esta es la desigualdad [3] cuando |z;| = |z,|. Si|z;| < |z,], necesitamos solo
intercambiar z, y z, en [4] para obtener

Iz, + 221 = —(z] — |z20)

que es el resultado deseado. La desigualdad [3] nos dice, naturalmente, que la
longitud de un lado de un triangulo es mayor o igual que la diferencia entre las
longitudes de los otros dos lados. (Véase Fig. 2 de la Sec. 3.)

Se obtienen formas alternativas ttiles de las desigualdades [1] y [3] al

sustituir z, por —z,:

Iz, — z2] £ lz,] + |25l [51
lz; — 22| Z llzs] — [zl L]
Ejemplo. Si un punto z esta en el circulo unidad |z| = 1 centrado en el origen,
entonces
224+ z+ 1 S|z + ]zl +1 =3
y
2 -2 2P -2 = 1.
EJERCICIOS
1. Localizar los nimeros z, + z, y z; — z, vectorialmente, si:

U .

@)z =22 =%-§ b) z = (=3 D2 = (/30
o z,=(=31),z, = (1,4 d) zy = x, + iy, 2, = Xy — ;.
Probar que:

@) zZ+ 3i=z—3i b) iz = —iz 0 @2+ i} =3 - 4

d) 12z + 52 — Dl = /322 + 5.

Verificar las desigualdades [3], Seccion 3, relativas a Re z, Im z y |z|.

Probar que \/2|z| > |Re z| + |Im z|.

Comprobar las propiedades [6] y [7] de Z en la Seccion 3.

Probar que:

a) zesrealsiysolosiz = z;

b) z es real o imaginario puro si y solo si () = 2%

Usar la propiedad 7;7; = 7,7, para verificar que: a) £,2,2; = ;2,23 b) M = @~

Verificar la propiedad [12] de los modulos, Seccion 3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,
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Usar los resultados de la Seccion 3 para demostrar que cuando z, y z, son no nulos:

2 <21>=_Z—‘_; b)
2323 2323 v

Con ayuda de las desigualdades de la Seccion 4, probar que cuando |z3| # |z4,

_ 124}
AR

Zy

2223

zy + 2y |zy| + |z,

= lizal — lzall

zZy + 24
En cada caso, esbozar el conjunto de puntos determinado por la condicion expuesta:
g lz-1+i=1§ b) lz+1i £3 ¢) Re(z —i)=2

d) |2z — il =4

Aplicar las desigualdades de las Secciones 3 y 4 para demostrar que

MIm(t — z + z%)] <3 cuando |z| < L

Factorizando z* — 4z + 3 en dos factores cuadraticos y usando entonces la
desigualdad [6] de la Seccion 4, probar que si z esta en el ciculo |z| = 2, entonces

1 < 1
¢ — 422 + 373
En la Seccion 2 se demuestra que si z,;z, = 0, al menos uno de los factores ha de

ser cero. Dar otra demostracion basada en el resultado analogo para los nimeros
reales, mediante la identidad [11], Seccion 3.

Probar por induccion que cuando n = 2,3, ..,

@) L F L F T F L= e+ Iy b) 72, 2= EyEy

Sean ag, a,, a,, .., a,(n = 1) nimeros reales, y z cualquier nimero complejo. Con la
ayuda de los resultados del Ejercicio 15, probar que

Ay + a1z + @22 + o + @F" = ag + a2 + a2 + - + a7

Demostrar que la ecuacion |z — zy| = R del circulo con centro en z, y radio R, se
puede escribir

122 — 2Re (z7,) + |zo]* = R~

Usando las expresiones [9], Seccion 3, para Re z e Im z, probar que la hipérbola
x* — y? = 1 puede escribirse

22 4 72 =2

Usando el hecho de que |z; — z,| es la distancia entre los puntos z; y z,, dar un
argumento geométrico para ver que

a) laecuacion |z — 4i| + |z + 4i] = 10 representa una elipse con focos en (0, +4);
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b) laecuacion |z — 1| = |z + i| representa la recta de pendiente —1 que pasa por
el origen.

5. FORMA POLAR

Sean r y 6§ coordenadas polares del punto (x, y) que corresponde a un numero
complejo no nulo z = x + iy. Como

x =rcosf e y = rsen 0, (1]

z puede ser expresado en forma polar como

z= r(cos 0 + isen 0). [2]

En analisis complejo, no se admiten r negativos; sin embargo, como en el Calculo,
9 tiene infinitos valores posibles, incluyendo valores negativos.

Ejemplo 1. El nimero complejo 1 — i, que esta en el cuarto cuadrante, pasa

a ser
1—-i= \/i[cos <—§> + isen <—§>] [3]

en forma polar. Obsérvese que cualquiera de los valores
i .
0 = ~7 + 2nn (n=0 1, £2,.)

puede ser usado aqui. Por ejemplo,

7 7
1—i=ﬁ<cos7ﬂ+isen%>~

.

El namero positivo r es la longitud del vector correspondiente a z; es decir,
r = |z|. El namero 0 se llama un argumento de z, y escribimos § = arg z. Asi
pues, geométricamente, arg z denota el angulo, medido en radianes, que forma z
con el eje real positivo, cuando z se interpreta como un radio vector (Fig. 5).
Toma cualquier valor de entre infinitos posibles, que difieren dos a dos en
multiplos de 2. Estos valores se pueden determinar mediante la ecuacion

tan 0 = 2, (4]
x

NUMEROS COMPLEJOS 15

z=x +iy

\0
J X

Figura §

/A

donde el cuadrante que contiene al punto correspondiente a z debe ser especifica-
do. En general, entonces, si

z = r[cos (8 + 2nm) + isen (0 + 2nm)] n=20 %1, £2,.), [5]

donde r es el modulo de z y 0 es cualquier valor particular de arg z.

Siz = 0, 0 es indefinido. De modo que cualquier nimero complejo que vaya
a ser escrito en polares se sobreentiende que es distinto de cero, aunque tal

“requisito no se haga explicito.

El valor principal de arg z, denotado Arg z, se define como el Gnico valor de
arg z tal que —n < arg z < w. El valor principal se ha usado en la expresion [3]
para el nimero 1 — i Notese que arg z = Argz + 2nn(n = 0, +1, +2, ..).
Asimismo, cuando z es un nimero real negativo, Arg z = .

Vamos ahora con una importante identidad sobre los argumentos, a saber,

arg (zyz,) = arg z; + arg z,. [6]
Debe. interpretarse diciendo que si se especifican dos de esos tres argumentos
(m}lltl'valuados), entonces existe un valor del tercer argumento que satisface la
ecuacion.
Para demostrarlo, partimos de z, y z, en forma polar:

z, = ry {cos 8, + isen 6,), z, = rp{cos 8, + isen 6,). (7
Efectuando el producto se ve que
2123 = ryry[(cos 6, cos 6, — sen 8, sen 6,) + i(sen 0, cos 0, + cos 8, sen §,)],
¥ esto se reduce a la forma polar del producto
212, = ryry[cos (8, + 6,) + isen (8, + 6,)] [8]

:)hora bien, 6, y 6, pueden ser valores cualesquiera de arg z, y arg z,, respectiva-
ente, Y queda claro por la Ecuacién (8) que 6, + 6, es un valor de arg (z,z,)
(véase Fig. 6).
Si, por otra parte, se especifican valores de arg (z,z,) y de arg z,, esos valores
corresponden a elecciones particulares de n y n, en las expresiones
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Figura 6

arg (z,z,) = (0, + 6,) + 2n=n C(n=0, +1, +£2,.),
argz, = 0, + 2m=w (ny =0, 1, +£2,..).

Como

6, + 6,) + 2nn = (0; + 2n,m) + [6, + 2(n — n,)n],
la Ecuacion [6] se satisface obviamente cuando se escoge el valor

arg z, = 0, + 2(n — n))m.

El caso en que se especifican valores de arg (z,z,) y arg z, se trata de manera
analoga. Eso completa la demostracion.

La afirmacion [6] no siempre es valida cuando se sustituye arg por Arg, como
ilustra el proximo ejemplo.

Ejemplo 2. Siz, = —1yz, = i

3
Arg (z,z,) = Arg (—i) = —g pero Argz, + Argz, =1 + r_ ;

[\

No obstante, si tomamos los valores usados para z, y arg z, y elegimos el valor
arg (z,z,) = 3n/2, la Ecuacion [6] queda satisfecha.

Cuando se multiplica un nimero complejo no nulo z = r(cos 6 + i sen ) por
i, el radio vector de iz se obtiene girando el de z un angulo recto en el sentido
positivo (contrario a las agujas de un reloj), sin cambiar su longitud. Ello se debe
a que

=1 n+’senn'
i = cosi i 5 )
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y, de acuerdo con la Ecuacién [8],

iz = rl:cos <0 + g) + isen<9 + g):l

La Ecuacion [8] ensefla también que la forma polar del anico inverso multi-
plicativo de un numero complejo no nulo

z = r(cos 8 + isen 6)

es
z7l = i‘ [cos (—0) + isen (—6)], 9]

siendo el producto de estas formas polares igual a la unidad. Como z,/z, =
= z,z; !, tenemos la siguiente expresion para el cociente de los dos niimeros
complejos no nulos [7]:

o= :_1 [cos (8, — 6,) + isen (8; — 6,)]. [10]

Z3 2

' Esto puede utilizarse para comprobar la afirmacion

arg (?) = arg z, — arg z,, [11]

2

que es analoga a la [6].

- 6. FORMA EXPONENCIAL

La ecuacion

e = cos § + isen 6, [1]

Q}le define- el simbolo ¢, o exp (i6). para todo valor real de 6, se conoce como
Jormula de Euler. Si escribimos un namero complejo no nulo en forma polar

z = r(cos 0 + isen 6), [2]

13‘ gormula de Euler permite expresar z mas compactamente en forma exponen-
cial:

z = re®. [3]



18 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

La eleccion del simbolo e quedara justificada en la Seccidon 22. Notemos simple-
mente aqui unas pocas de sus propiedades que al menos sugieren que es una
eleccion natural.

La propiedad aditiva

eiBIeiGZ = ei(91+82) (4)

es otra manera de expresar [8], Seccion S, para el producto de dos nimeros
complejos z; y z, cuando los médulos r, y r, son la unidad:

(cos 0, + isen 0)(cos 8, + isen 6,) = cos (9, + 0,) + isen (6, + 0,).

Escribiendo e™* en lugar de "=, deducimos de la Ecuacién [4] que e%e ™% = I
luego 1/e" = ¢~

Observemos que la forma polar [97, Seccion 5, del inverso multiplicativo de
un nimero complejo no nulo z = re es

1 . 1 _.
Z—l — ; e;(—o) = _; e—;o [5]

en notacion exponencial. Analogamente, cuando zy =riexp (i) yz, = r, exp
(i0,), las expresiones [8] y [10] de la Seccion 5 pueden escribirse

212, = ryry exp [i(6; + 6)], [6]
y
z r .
= = Lexp [i(6, — 0,)], [7]
23 r,

respectivamente. Una importante ventaja de las expresiones [5], [6] y [7] sobre
sus contrapartidas de la Seccion 5 consiste en la facilidad de retenerlas y usarlas
de memoria. Al igual que la propiedad [4], se obtienen formalmente aplicando
las reglas algebraicas usuales para los niimeros reales y para exp x.

En vista de la representacion polar (Sec. 5)

z = r[cos(0 + 2nm) + isen (6 + 2nn)] n=20 %1, £2,.),

la expresion [3] es sélo una de las infinitas maneras posibles de la forma
exponencial de z:

2= (=0 11, 42, ), 8]

Ello se sigue también geométricamente cuando 6 se interpreta como el angulo de
inclinacion del radio vector de longitud r representante del nimero z = re®.
Porque esta en el circulo de radio r centrado en el origen (Fig. 7), y si se aumenta
6, el punto z se mueve a lo largo del circulo en direccién contraria a la de las
agujas del reloj. En particular, cuando 6 crece en 2m, volvemos al punto de
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partida. Lo mismo es cierto, claro esta si 6 decrece en 2n. Resulta por tanto
evidente de la Fig. 7 que dos numeros complejos no nulos z, = r, exp (i0) y z, =
= 72 exp (i0,) son iguales si y sélo sir, = r, y 0, = 0, + 2kmn, donde k es un
entero(k = 0, +1, £2, ..).

La Figura 7, con r = R muestra también que la ecuacion

z = Re' 0=<6 <20 [9]
z = reit r
!

Figura 7

NI

es una representacion paramétrica del circulo |z| = R, centrado en el origen con
radio R. Al crecer el parametro 6 en la Figura 7 a partir de 0 sobre el intervalo
0 < 6 £ 27, el punto z arranca del eje real positivo y recorre el circulo una vez
en el sentido positivo (contrario al de las agujas del reloj). ‘Mas en general, el
circulo {z — z,| = R, cuyo centro s z, y cuyo radio es R, admite la representa-

cion paramétrica

z = zo + Re® 0 =<6 < 2n). [10]

Esto puede verse vectorialmente (Fig. 8) sin mas que observar que un punto z que
recorre en sentido positivo el circulo una vez, corresponde a la suma del vector
fijo z, y un vector de longitud R cuyo angulo de inclinaciéon 0 varia desde # = 0 a
0 = 2n.

Figura 8

7. POTENCIAS Y RAICES

Las potencias enteras de un nimero complejo no nulo z = re' vienen dadas por

= rlein? n=0 41, +2, ... [1]
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Como z"*! = zz" cuando n = 1, 2, ... (Sec. 1), esto se comprueba facilmente para
valores positivos de n por induccion, con ayuda de la expresion [6], Seccion 6,
para el producto de niimeros complejos en forma exponencial. La ecuacion es
valida también para n = 0 con el convenio de que z° = 1. Sin = —1, =2, .,
por otro lado, definimos z" en términos del inverso multiplicativo de z escribien-
do z" = "1y donde m = —n = 1, 2, .. Entonces, como la Ecuacion [1] es
valida para potencias enteras positivas, se sigue de la forma exponencial de z ™!
en la Seccion 6 que

P lei(—‘?) " — 1 " eim(—O) - rneine
r r

Por tanto, la Ecuacion [1] es valida para toda potencia entera.
Notese que si r = 1, la Ecuacion [1] se convierte en

= —1-2 )

€y = (n=0 %1, +2,.). (2]
Cuando se expresa en la forma
(cos 8 + isen 0)" = cos nfl + isen nf n=0,+1, +2,.), [3]

que se conoce como la formula de De Moivre.

La Ecuacion [1] es util para el calculo de raices de nimeros complejos no
nulos.

Ejemplo 1. Resolvamos la ecuacion
7 =1, [4]

donde n tiene uno de los valores n = 2, 3, ..., hallando asi las raices n-€simas de la
unidad. Puesto que z # 0, podemos escribir z = re® y buscar valores de r y ¢
tales que

(reéy = 1,
O sea
rneino — leiO

Ahora bien, de acuerdo con la frase en bastardilla hacia el final de la Sec-

cion 6,

=1y nb =0+ 2kn,
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donde k es cualquier entero (k = 0, +1, +2,..). Por tanto,r = 1y 8 = 2kn/n,
y se deduce que los nameros complejos

k=0 £1, £2,..)

<, 2k7t)
z=expli—~

son raices n-¢simas de la unidad. Tal como aparecen aqui, en forma exponencial,

~ se ve inmediatamente que estan en el circulo unidad centrado en el origen y estan

uniformemente espaciadas sobre ¢l cada 2m/n radianes. Evidentemente, pues,
todas las raices n-ésimas de la unidad distintas entre si se obtienen escribiendo

2k 2k 2k
z=exp<i~n—n>=cos7n+isen—n-7—z— k=012 .,n-—1), [5]

y no se obtienen ya nuevas raices con otros valores de k.

Asi que el nimero de raices n-ésimas de la unidad es n. Cuando n = 2, esas
raices son, claro esta, +1. Cuando n > 3, corresponden a puntos situados en los
vértices de un poligono regular de n lados. Este poligono esta inscrito en el
circulo unidad centrado en el origen y tiene un vértice en el punto correspondien-
te alaraizz = 1 (k = 0). Si escribimos

' 2
®, = exp (i —”) [6]
n
y entonces observamos que, de acuerdo con la propiedad [2],
2k
Wk = exp <i T") k=012 .,n—1),

vemos que las distintas raices n-ésimas de la unidad son simplemente

n—1

2
1, v, w5, .., O,

Notese que ! = 1. Véase Figura 9 para la interpretacion de las tres raices
cubicas de la unidad como vértices de un triangulo equilatero. La Figura 10
ilustra el caso n = 6.

Figura 9 Figura 10
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El método anterior puede usarse para hallar las raices n-ésimas de cualquier
nimero complejo no nulo z, = r, exp (if,). Tales raices, que se obtienen
resolviendo la ecuacion

=2z [7]

en z, son los nimeros

¢ = ry exp l:i(i—o + 2]:1—7[>J k=01,..,n—1), (8]

donde {/r—0 denota la raiz n-ésima positiva de r,. El nimero {'/r_0 es la longitud
de cada radio vector representante de las # raices. Un argumento de la primera
raiz ¢, es 0y/n, y los de las otras raices se obtienen sumando multiplos enteros
de 2 n/n. Por consiguiente, al igual que ocurria con las raices n-ésimas de la
unidad, las raices para n = 2 estan siempre en extremos opuestos de un didmetro
de un circulo, siendo una de ellas la negativa de la otra; y cuando n > 3, estan
en los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en el circulo de radio

\/E centrado en el origen.
Si ¢ es cualquier raiz n-ésima particular de z,, el conjunto de todas las raices
n-ésimas se puede expresar

¢, C,, CE, ..., ca 1L,

donde w, = exp (i2n/n), tal como define la Ecuacién [6]. Esto es asi porque el
producto de cualquier niimero complejo no nulo por w, corresponde a aumentar
su argumento en 27n/n.

Denotaremos por z§/ el conjunto de raices n-ésimas de un namero complejo
no nulo z,. En particular, si z, es un nimero real positivo ro, €l simbolo rd/
denota un conjunto de raices, y el simbolo \"/a en la expresion [8] se reserva
para la raiz positiva. Cuando el valor de 6, que se usa en [8] es el valor principal
de arg zy (—7m < 6, < ), el niimero ¢, se suele llamar la raiz n-ésima principal de
Zo. Asi pues, cuando z, es un numero real positivo, su raiz principal es ('/r;.

Finalmente, una forma conveniente de recordar la expresion [8] consiste en
escribir z, en su forma exponencial mas general (véase Sec. 6),

zo = ro exp [i(6, + 2km)] (k =0, 1, £2,.), [9]

y aplicar formalmente las leyes de los exponentes raciongles por los nimeros
reales, teniendo en cuenta que hay exactamente n raices diferentes:

z(l)/" = (/gexp @)inz_kﬂl (k =01, 2, .,n — 1) [10]
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Ejemplo 2. Hallemos todos los valores de (—8i)!/3, o sea, las tres raices cubicas
de —8i. Basta escribir

—8i = 8 exp l:i(—g + an):l k=0 %1, £2,.)

para ver que las raices buscadas son

2%
¢ = 2 exp [i(—g + T”)] k =0,1,2).

En coordenadas rectangulares, pues,

o = 2 exp [z(—%)] = 2<cosg — isen %) = \/5 - i

y, andlogamente, encontramos que ¢; = 2iy ¢, = —\/3 — i. Estas raices estan
en los vértices de un tridngulo equilatero inscrito en el circulo de radio 2 centrado

en el origen (Fig. 11). La raiz principal es ¢, = \/5 - I

Figura 11
EJERCICIOS
1. Hallar un valor de arg z para
- —2 _ i - _ i
a) zZ = I—Tﬁ, b) zZ = _2 _ 2[, C) z (\/§ ’) .

Sol. a)2n/3; ¢) =

2. Expresando los factores individuales de la izquierda en forma exponencial, efectuar
las operaciones requeridas, y cambiar finalmente a coordenadas rectangulares, para
probar que

a) il — 33+ =21+ 3 b Si2+i)=1+ 2
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8.
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o (=1 + i) = —8(1 + i) d) (1 + /3)71° = 27111 /3,
Hallar en cada caso todas las raices en coordenadas rectangulares, dibujarlas en un

plano, e indicar cual es la principal:
A @)% b (= B3 g (-1
£ (-8 — 8./3i)14,

Sol. @) (1 + i) b) +/3 — )/ d) /20 + i), /21 — iy
) EV2 201+ B2 (=1 + Sir/2 ) +(/5 i) 0+ S3)

d) (=164 ¢ 8YS

Probar que
a) Ieiel = 1’ b) E — e—iﬂ; C) (eiO)Z = €i26;
d) eiﬂleiez eien - ei(G; +82+-+8,) (n = 2’ 3’ ...).

Resolver la ecuacion || = 2 para §(0 < 0 < 2m) y verificar la solucién geométrica-
mente.

Sol. =

Usar la formula de De Moivre (Sec. 7) para deducir las siguientes identidades
trigonométricas:

a) cos 36 = cos® 8 — 3 cos 6 sen? §; b) sen 30 = 3 cos® § sen & — sen? 6.

De acuerdo con la Seccion 3, 1a diferencia z — 2o de dos nameros complejos distintos
admite interpretacion vectorial (véase la Fig. 12, donde 6 denota el angulo de
inclinacion del vector representante de z — 2)- Trasladando el vector de z — z, de

manera que sea un radio vector, probar que los valores de arg(z — z,) son los
mismos que los de —arg(z — Zp). Con el mismo método, demostrar que

Arg (z — zp) = —Arg (z — z;)
si y sélo si z — z; no es un nimero real negativo.

y

Figura 12
Probar que si Re z;, > Oy Re z, > 0, entonces
Arg (z,z,) = Arg z, + Arg z,,

donde Arg(z,z,) denota el valor principal de arg (z,2,), €tc.
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9, Comprobar la afirmacion (Sec. 5)

;ii

arg (?) = arg z, — arg z,.
2

1’, Verificar la expresion [1], Seccion 7, para z" cuando n = 1, 2, ..

11. Obtener la expresion [8], Seccion 7, para las raices n-ésimas de z,,.

12 @) Sea a un namero real fijo cualquiera. Probar que las dos raices cuadradas de

13.

14.

15.

16.

a® + 1ya = Arg(a + i)

o 1 4+ cosua o 1 —cosa
cos? (5) == “"(5) ==

demostrar que las raices cuadradas obtenidas en a) se pueden escribir

i—}(./A +a+iJ4—a)
2

Segiin la Seccién 7, las tres raices cubicas de un nimero complejo no nulo z, son ¢,
CoW3, Cow3, donde ¢ es la raiz cubica principal de z y

27z> -1+ /3

w3 = exp (i-3— )

Probar que si z, = —4,/2 + 4ﬁi, entonces ¢, = ﬁ(l + i) y las otras dos raices
son, en forma rectangular, los nimeros
-3+ D+ (/3 - , BB+
Cows =
/2 NG

i o 4
Hallar las cuatro raices de la ecuacién z* + 4 = 0, y usarlas para factorizar z* + 4
en factores cuadraticos con coeficientes reales.

a + ison +./A4 exp (in/2), donde 4 =

b) Usando las identidades trigonométricas

a

CO(D3 =

Sol. (22 + 2z + 2)(z®> — 2z + 2).

Sabiendo que z,z, # 0, usar la forma exponencial de z, y z, para demostrar que st y
solo si

Re (z42,) = |z;]|z,]

stysolosif, — 0, =2nn(n =0, +1, +2,..), donde 0, = arg z, y 6, = arg z,.

Supuesto que z,z, # 0, y recurriendo al resultado del Ejercicio 15, modificar la
derivacion de la desigualdad triangular [1], Seccion 4, para probar que

@) |z + z3] = |zy| + |z5l B) lzy =zl = llzi] = |zl

siysolosif, — 6, = 2nn(n =0, +1, +2,..), donde 0, = arg z, y 0, = arg z,.
Interpretar estas relaciones geométricamente.
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17. Sea z un niamero complejo no nulo Y n un entero negativo (n = —1, —2, ..
Escribamos ademas z = re® ym = —pn = L2, ..

a) Usando z" = r"e™ y 771 = (1/)ei-®), comprobar que (z")"! = (z™!)men la
Seccion 7, podria haberse escrito alternativamente como = (zm)~L

b) Definiendo z'* mediante z!/" = (;~1)i/m y probando que los m valores de
(2™~ y (z7")'™ son los mismos, verificar que z'/" = (zl/m)-1,

18. Establecer la identidad

1_2n+1
1+z+z2+~--+z"=1% (z # 1),
4

y usarla para deducir la identidad trigonométrica de Lagrange:

L sin [(2n + 19/2] ‘

1
1 0 20 . 0 = =
+ cos 0 + cos 20 + + cos n ) 2 sin (6/2)

0 < 0 < 2n).

Sugerencia: En cuanto a la primera identidad, escribir S = 1 + 2 + 22 4 -
+ 2" y considerar la diferencia S — zS. Para-deducir la segunda, escribir z = ¢* en
la primera.

19.  Probar que si c es cualquier raiz n-ésima de la unidad distinta de la unidad, entonces
L+c+ct+ o ¢t =0
Sugerencia: Utilizar la primera identidad del Ejercicio 18.
20. a) Probar que la formula cuadrética usual resuelve la ecuacion cuadratica
azt + bz + ¢ =0 (a #0)

cuando los coeficientes g, b y ¢ son niimeros complejos. En concreto, completan-
do el cuadrado del lado izquierdo, demostrar que las raices de esa ecuacidon son

—b + (B> — 4dac)'”?
z = >
2a

donde se han considerado las dos raices cuadradas cuando b? — 4dac # 0.

b) Usando a) hallar las raices de la ecuacién

2+ 2241 -i)=0.

Sol. b)<—1 + %) + ﬁ,<—1 -%> _ ﬁ

21. Probar que dos nGmeros complejos z,; y z, tienen igual modulo si y sélo si existen
numeros complejos ¢, y c, tales que z; = ¢;¢, Y 2z, = ¢;C,.
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8. REGIONES EN EL PLANO COMPLEJO

En esta seccion estaremos interesados en conjuntos de niimeros complejos, o sea,
de puntos en el plano, y su proximidad mutua. Nuestro instrumento esencial sera
el concepto de ¢ entorno

lZ - Zol < & [1]

de un punto dado z,. Consta de todos los puntos z que son interiores (sin estar
sobre ¢€l) al circulo centrado en z, con radio prefijado (Fig. 13). Cuapdo el valor
de & queda sobreentendido o es irrelevante en la discusion, el conjunto [1] se
citard como un entorno, simplemente. En ocasiones, conviene hablar de un
entorno punteado

0 <z —z] <og »[2]

que consta de todos los puntos z de un ¢ entorno, excepto el propio z,.

Y
/,—\\\
lz — zgl \
0 7,&‘ e \
.-\_./—-1
\ 2 z /
\\ 0 /
N ///
(0] X
Figura 13

Se dice que un punto z, es un punto interior de un conjunto S siempre que
exista algin entorno de z, cuyos puntos sean todos de S se llamara un punto
exterior de S cuando exista un entorno suyo que no contenga puntos de S. Si z,
no es de Ei_nguio de esos dos tipos, se llama un punto frontera de S. Un punto
frontera es, por tanto, uno cuyos entornos contienen todos tanto puntos de S
como puntos que no estan en S. La totalidad de esos puntos frontera se .llama la
Jrontera de S. El circulo |z| = 1, por ejemplo, en la frontera de los conjuntos

lzl <1 y |zl 2 1 (3]

Un conjunto es abierto si no contiene a ninguno d

Dejamos como ejercicio probar que un conjunto es abierto si y s6lo si todos sus
puntos son interiores. Un_conjunto es cerrado si_contiene a todos sus puntos -
frontera, y el cierre (o clausura) S de un conjunto S es el conjunto cerrado que
consta de S y de todos sus puntos frontera. Notese que el primero de los
conjuntos [3] es abierto y que el segundo es el cierre de ambos.

Claro estd que algunos conjuntos no son ni abiertos ni cerrados. Para que un
conjunto no sea abierto, ha de contener alguno de sus puntos frontera; y para no
Ser cerrado, debe haber algan punto frontera que no esté en él. Observemos que
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el disco punteado 0 < |z| < 1 no es ni abierto ni cerrado. El conjunto de los
niimeros complejos es, por otra parte, abierto y cerrado a la vez, puesto que no
~ tiene puntos frontera.

Un conjunto abierto S es conexo si cada par de puntos z; y z, en €l se puede
unir por una linea poligonal, consistente en_un namera_finito..de_segmentos
sucesivos, que estd por entero contenida en_S. El conjunto abierto |z| < 1 es
Gonexo. El'anillo 1 < |z| < 2 es, claro esta, abierto y también conexo (véase Fi-
gura 14). Un conjunto abierto y conexo se llama un dominio. Notese que todo
entorno s un dominio. Un dominio junto con algunos, ninguno, o todos sus
puntos frontera, se llama una region.

Figura 14

Un conjunto S es acotado si todo punto de S esta dentro de algun circulo
|z] = R; en caso_contrario, €s no acotado. Ambos conjuntos [3] son regiones

acotadas.
_Un punto z, se dice que es un punto de acumulacion de un conjunto S si cada

entorno punteado de z, contiene al menos un punto de S. Se sigue que si S es
cerrado, entonces contiene a todos sus puntos de acumulacion. Porque si un
punto de acumulacion z, no estuviese en S, seria un punto frontera de S, lo cual
contradice el hecho de que un conjunto cerrado contiene todos sus puntos
frontera. Dejamos como ejercicio probar que el reciproco es también cierto. Asi
pues, un conjunto es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de acumula-
cion.

Evidentemente, un punto z, no es punto de acumulaciéon de un conjunto S
siempre que exista un entorno punteado de z, que no contenga puntos de S.
Notese que el origen es el inico punto de acumulacion del conjunto z, = i/n(n =
=1,2,.)

EJERCICIOS

1. Representar los siguientes conjuntos y determinar cuales de ellos son dominios:

-2+ =21 b 12z + 3] >4 ¢) Imz>1 dImz=1
¢ OSargz=<md(z#0; [f) lz—-42z]lz

Sol. b), ¢) son dominios.

10.
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;Qué conjunto del Ejercicio 1 no es ni abierto ni cerrado?
;Cuales de los conjuntos del Ejercicio 1 son acotados?

Determinar en cada caso el cierre del conjunto:

g —-m<argz<mn(z#0) b) |Rez| < |z|; ) Re(1> <
z

d) Re(z}) > 0.

Sea S el abierto que consta de los puntos z tales que |z§ < 10|z — 2| < 1. (Es
abierto?

Probar que un conjunto S es abierto si y solo si todos su puntos son interiores.

Hallar los puntos de acumulacién de los siguientes conjuntos:

a z,="Mn=12.)% b) z,=1nln=12.)%
0 O0<argz<n2(@z#0; d) z,=(=D)(+dn—-Din=12 ).

Sol. a) Ninguno; b)0; d) +(1 + i)

Demostrar que si un conjunto contiene todos sus puntos de acumulacion, es cerrado.

"Probar que cualquier punto de un dominio es punto de acumulacion de ese dominio.

Probar que un conjunto finito de puntos zy, z,, .., z, no puede tener puntos de
acumulacion.



CAPITULO

DOS
FUNCIONES ANALITICAS

Consideraremos ahora funciones de una variable compleja y desarrollaremos
para ellas una teoria de derivaciéon. Fl objetivo fundamental de este capitulo es
introducir las funciones analiticas, que juegan un papel central en el analisis
complejo.

9. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una funcion f definida sobre S es una
regla que asigna a cada z en S un nimero complejo w. El niimero w se llama el
valor de fen z y se denota por f(z); esto es,

w = f(2).

El conjunto S se llama el dominio de definicion de f*.

No siempre es conveniente usar diferente notacién para distinguir entre una
funcion dada y sus valores. Asi, si f esta definida sobre el semiplano Re z > 0
mediante la ecuaciéon w = 1/z, se puede citar como la funcién w = 1/z, o
simplemente como la funcién 1/z, donde Re z > 0.

Hay que hacer constar que para definir una funcién es necesario dar tanto
una regla de asignacién como un dominio de definicién. Si no se menciona el
dominio de definicién, sobreentendemos que se toma el mayor conjunto posible.
Asi pues, si hablamos s6lo de Ia funciéon 1/z, el dominio de definicién ha de
entenderse implicitamente como el conjunto de todos los puntos del plano,
excepto el origen.

Supongamos que w = u + iv es el valor de una funcién fenz = x + iy; es
decir,
u+iv=f(x+ iy.

—_—

* El dominio de definicion no tiene por qué ser necesariamente un dominio en el sentido de la
Seccion 8, aunque suele serlo.
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ada numero real u y v depende de las variables reales x e y, luego f(z) puede ser
presado en términos de un par de funcién con valores reales de las variables

ales x e y:

@) = ulx, y) + ivlx, y). (1

&
4.

jemplo 1. Si f(z) = z2, entonces

i

Sx + i) = (x + iy)? = x* — y* + 2xp.

SN

u(x, y) = x> — y* 'y olx, y) = 2xp.
Si se usan coordenadas polares r y 6, en vez de x ¢ y, entonces
u + iv = f(re'),
donde w = u + ivy z = re. En este caso podemos escribir

@) = ulr, 6) + iv(r, 6). ( [2]
Ejemplo 2. Consideremos la funcién
1
f@) =z +— (z # 0).
Escribiendo

1 .
f(re®y = re® + % = r(cos 6 + isen 6) + ;\(cos 0 — isenf) =

1
<r -+ 1) cos 8 + i(r - —) sen 0,
r r

1 1
,0) = <r+—>cos@ y o, 0) = (r—;>sen0-
r

Si en cualquiera de las Ecuaciones [1] o [2], la funcién v es siempre cero,
¢ntonces el numero f(z) es siempre real. Un ejemplo de tales funciones de una
variable compleja con valores reales es '

vemos que

u(

~

f@) = 1z]> = x2 + »? + 0.
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Si n es cero o un entero positivo, y si ay, a;, @y, - @y SON constantes complejas,
donde a, # 0, la funcidon

P@2) = ay + ayz + a,2% + ... + a,z" (a, # 0)

€s un polinomio de grano n. Néotese que aqui la suma tiene un namero finito de
términos y el dominio de definicion es todo el plano complejo. Los cocientes de
polinomios, P(z)/Q(z), se llaman Junciones racionales, y estan definidas en todo
punto z excepto en los que hacen Q(z) = 0. Los polinomios y las funciones
racionales constituyen clases elementales, pero muy importantes, de funciones de
una variable compleja.

Una generalizacion del concepto de funcion es una regla que asigna mas de
un valor a un punto z de su dominio de definicion. Estas Junciones multivaluadas
aparecen en la teoria de funciones de una variable compleja, igual que en el caso
de variables reales. Cuando se estudian funciones multivaluadas, se suele tomar
solo uno de los valores asignados a cada punto, de modo sistematico, y se
construye asi una funcion (univaluada) a partir de la funcién multivaluada.

Ejemplo 3. Si z es un numero complejo no nulo z = re®, sabemos por la
Seccién 7 que z!/2 tiene los dos valores z/2 — +/r €*? donde 0 es el valor
principal (—n < @ < =) de arg z. Pero si escogemos solo el valor positivo de
i-\/; y hacemos

fiz) = \ﬂe""/z r>0 —-n<6<n),

vemos que esta funcion (univaluada) esta bien definida en el dominio indicado.
Puesto que cero es 1a tnica raiz cuadrada de cero, escribiremos también f(0) = 0.
La funcién f esta, por tanto, bien definida sobre todo el plano complejo salvo en
la semirrecta radial 9 = 7, que es el eje real negativo.

10. APLICACIONES

Las propiedades de una funcion real de una variable real se suelen reflejar en el
grafico de la funcién. Pero para w = f(z), donde z y w son complejos, no
disponemos de tal grafica, pues ambos numeros, 7 Y w, estan sobre un plano en
lugar de sobre una recta. Uno puede, sin embargo, exhibir cierta informacion de
la funcién indicando pares de puntos correspondientes (x, y) y w = (u, v), para lo
cual es, en general, mas sencillo dibujar los planos z y w separadamente.

Al pensar en una funcién S de esta manera, nos referimos a ella como
aplicacion o transformacion. La imagen de un punto z del dominio de definicién S
es el punto w = f (2), y el conjunto de imégenes de los puntos de un conjunto T se

conjunto de puntos z del dominio de definicion de /f que tienen a w por imagen.
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La imagen inversa de un punto puede contener un solo punto, m}lchos puntos o
ningun punto. Esto ultimo sucede cuando w no esta en el recorrido de f. .

Se utilizan términos tales como traslacion, rotacion y reﬂexzon para referirse a
caracteristicas geométricas dominantes de ciertas aplicaciones. I.En.tales casos,
.suele resultar conveniente considerar los planos z y w como coincidentes. Por
‘g‘fgjcmplo, como
b z+1=(x+1)+ iy
%
la aplicacion w = z + 1 puede verse como una traslacion de cada punto z a uga
posicion situada una unidad mas a la derecha. La aplicacion w = iz gira ca a\
punto no nulo z en sentido contrario al de las agujas de un reloj un angulo r_ec(;o
en torno al origen (Sec. 5), y w = Z transforma cada punto z en su reflejado
respecto del eje real (Sec. 3). 3 o . _ .

Se suele obtener mas informacion exhibiendo iméagenes de curvas y reglorlles
que indicando simplemente pares de puntos individuales correspond{entses. En dos
ejemplos que siguen examinaremos algunas propnedadeg ,de las ap_hcacnones da-
das por las funciones de los Ejemplos 1 a 3 de la Secc1or} 9. ,La 1nterpretac1otn
geométrica de una funcion como aplicacion se desarrollara mas detalladamente
en el Capitulo 7.

Ejemplo 1. Segun el Ejemplo 1, Seccion 9, la aplicacion w = z? puede verse
como la transformacion

u=x*—-y, v=2xp [1]
/{{f“g,z. ;fi_:vo '
del plano xy en el plano uv. Vamés a usar las Ecuaciones [1] para probar que la

imagen de la franja vertical 0 < x < 1, y 20, que se muestra en la Figura 15, es
" la region semiparabdlica cerrada que alli se indica. .
Cuando 0 < x; < 1, el punto (x,, y,) se mueve por una recta vertlclal,
denotada por L, en la Figura 15, al crecer y desde y =0. De acuerdo’ con las
Ecuaciones [1], la imagen en el plano uv tiene la representacion paramétrica

u=x} -y, v=2xy 0 <y < o) (2]

Usando la segunda de esas ecuaciones para sustituir y en la primera, vemos que
los puntos imagen (u, v) deben estar en la parabola

v = —4x3(u — x3), [3]

con vértice en (x2, 0) y foco en el origen. Como v crece con ydesdev = 0, seguln
la segunda Ecuacién [2], vemos también que mien.tras el puqto (x’l, y) sube p%r ]a
recta L, a partir del eje x, su imagen sube por la mlta’d superior L] de la para ola
a partir del eje . Ademas, cuando tomar:nos un nimero x, mayor que xy, ]a
correspondiente semirrecta L, tiene una imagen L) que es una parabola da 1a
derecha de L), como indica la Figura 15. Notemos, de hecho, que la imagen de la
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y v
L) \\
Ly \\
c B 15
! x D' lod 1 u
Figura 15. w = 72,
semirrecta BA en esa figura es la mitad superior de la parabola v? = —4u — 1),

denotada B'4'.

La imagen de la semirrecta CD se halla observando de las Ecuaciones [1] que
un punto tipico (0, y), donde y > 0, sobre CD se transforma en €l punto (—y?, 0)
en el plano uv. Luego al subir un punto por CD, su imagen se mueve hacia la
izquierda a partir del origen a lo largo del eje u. Es evidente, pues, que al
desplazar las semirrectas verticales en el plano xy hacia la izquierda, sus arcos
parabdlicos imagen en el plano uv van reclinandose hasta coincidir con la semi-
rrecta C'D’.

Ahora ya es claro que las iméagenes de todas las semirrectas entre CD y BA4
~ (ellas incluidas) llenan la region semiparabolica cerrada limitada por A'B'C'D’.
Asimismo, todo punto de esa region es imagen de un tnico punto de la franja
cerrada limitada por 4BCD. Por tanto, podemos concluir que la region semipa-
rabolica es la imagen de la franja Yy que hay una correspondencia uno a uno entre
los puntos de esas dos regiones cerradas. (Comparar con la Fig. 3 del Apéndice 2,
donde la franja tiene anchura arbitraria.)

Ejemplo 2. Volvamos a considerar la funcion z + (1/z) del Ejemplo 2, Seccién 9,
como transformacion w = z + (1/z). Concretamente, vamos a probar que la
imagen del dominio consistente en todos los puntos del semiplano superior y > 0
que son exteriores al circulo |z| = 1, es el semiplano superior v > 0, y que la
imagen de la frontera del dominio es el eje u.

Empezamos comprobando que la frontera cumple lo que acabamos de decir,
con los puntos correspondientes indicados en la Figura 16. La imagen de un
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punto z = x(x = 1) sobre el eje x es el punto w = x + (1/;). El punto imagen
representa un numero real en el plano w; y como la derivada de la funcién
x + (1/x) es siempre positiva cuando x > 1, el valor de w crece al crecer x desde
x = 1. Luego al desplazarse el punto z = x(x > 1) por el eje x hacia la derecha,
su imagen se mueve hacia la derecha por el eje u, partiendg del punto w = 2.
Analogamente, si z = —x(x 2 1)y z se mueve hacia la izquierda desde el punto
z = —1 por el eje x, el punto imagen w = —[x + (1/x)] se mueve hacia la
izquierda por el eje u, esta vez a partir del punto w = —2.

Para ver que la imagen de la mitad superior del circulo |z| = 1 es el segmento
—2 = u = 2 del eje u, notese que la imagen de un punto tipico z = €#(0 < 9 <
< =) sobre el semicirculo es

w = e +E%= e + e ® = 2cos 6.
Al crecer 6 desde § = 0 a 8 = n, el punto z = €% recorre la mitad del circulo en
sentido contrario al de las agujas de un reloj, y su imagen w = 2 cos 6 se mueve
hacia la izquierda por el eje u desde w = 2 aw = —2.

Ahora mostraremos que los puntos que estan por encima de la frontera en
el plano z corresponden a puntos por encima de la frontera en el plano w; Del
Ejemplo 2 en la Seccion 9 sabemos que la imagen (x, v) de un punto z = r,e®(0 <
< 0 < ) sobre la mitad superior S, (Fig. 16) de un circulo {z]| = r,(r, > 1)
viene dada por las ecuaciones

u = qcos 0, v = bsen 0, [4]

donde a y b son los nimeros positivos

que representa una elipse con focos en los puntos w = +./a? — b2 = +2.
Puesto que los valores de cos 6 decrecen continuamente desde 1 hasta —1 al
crecer § desde 0 hasta 7, y como sen § = 0 para esos valores de 6, se deduce de
[4] que el punto imagen w se mueve hacia la izquierda sobre la mitad superior S|
de la elipse cuando z recorre el semicirculo S, de derecha a izquierda.

Si se toma un radio r, mayor que ry, la mitad superior del circulo |z] = r, y
su imagen S3 son ambas mayores, como indica la Figura 16. En efecto, al crecer
los semicirculos en tamaifio, sus imagenes, que son las mitades superiores de las
elipses con focos en w = =2, llenan todo el semiplano superior v > 0. Si
imaginamos los semicirculos contrayéndose hacia la parte circular de la frontera,
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las semielipses tienden a convertirse en el segmento —2 < u < 2 del eje . Como
cualquier punto dado w por encima del eje u estd sobre una y solo una de las
semielipses, debe ser imagen de ¢xactamente un punto del dominio en el plano z.

Esto completa la verificacion propuesta, que ilustra la Figura 17 del Apéndice 2.

Ejemplo 3. Finalmente, usamos la funcién del Ejemplo 3, Seccion 9, para definir
la aplicacion

w = \/; o2

donde se entiende que w = 0 para z = 0. La transformacidn divide los argumen-
tos por dos, lo que se ilustra mostrando que la imagen del cuadrante de disco
0<r<20<0c< n/2enelplanozeselsector0§ p < \/5.,0 S ¢ < n/den
el plano w (Fig. 17), donde hemos usado coordenadas polares Py .

r>0-n<6<n,

y v
C
B
R, Pod
R, B
2 \/j
D 'A X D' . I 4’ 1

Figura 17. w = \/;e""/2 r>0 -n<0<n)

Para ello, observemos que cuando un punto z = r exp (i6,)0 < 6, < 7/2) se
aleja del origen a lo largo de un radio R, de longitud 2 y con angulo de
inclinacién 6, su imagen w = \/; exp (i0,/2) se aleja del origen en el plano w a lo
largo del radio R; de longitud ﬁ y angulo de inclinacién 0,/2. Véase la Figura
17, donde se muestran también otro radio R, y su imagen R;. Ahora es claro de
la figura que si imaginamos la region del plano z como barrida por un radio que
empieza en DA y termina en DC, entonces la region del plano w es barrida por e]
radio correspondiente, comenzando en D’A4’ y terminando en D’C". Esto estable-
C€ una correspondencia uno a uno entre los puntos de las dos regiones.

EJERCICIOS

1. Para cada una de estas funciones, describir su dominio de definicion:

1

2?2 4

a f(z) =

1
b S = Arg(;); ) S@) =
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. 1 0

d i) = mz—
Sol. a)z # +i; ¢)Rez # 0.

Expresar f(z) = z> + z + 1 en la forma f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
Sea f(z2) = x> — y* — 2y + i(2x — 2xy), donde z = x + iy. Usar que

z+z z — Z
e =
T

para expresar f(z) en términos de z, y simplificar el resultado.

Sol. 72 + 2iz.

Dibujar la region sobre la que se aplica el sector r < L, 0 < 0n/4 bajo la
transformacién a) w = z%4 ) w = 23 ) w = 7%,

Explicar como se sigue de la discusién del Ejemplo 1, Seccion 10, que la.tran.sforma-
cion w = 22 aplica una franja vertical 0 < x £ ¢,y 2 0de anchura arbitraria sobre

una region semiparabdlica cerrada, como muestra la Figura 3 del Apéndice 2.

Modificar la discusion del Ejemplo 1, Seccién 10, para probar que si w = 22 la
imagen de la region triangular cerrada formada porlasrectasy = +xyx = lesla
region parabolica cerrada acotada por la izquierda por el segmento —2 < v s 2 del
eje v y por la derecha por una porcion de la parabola v> = —4(u — 1). Verificar los
puntos correspondientes que se indican en la Fig. 18.

D
r C’
A -}—l -
o
22

12

~

Figura 18. w =

Modificando la discusion del Ejemplo 2, Seccién 10, probar que la transformacic’m
w = z + (1/z) aplica el circulo )z| = 1 sobre el segmento —2 < u < 2 delejew, y
el dominio exterior a ese circulo en el resto del plano w.

Modificar la discusion del Ejemplo 2, Seccion 10, para comprobar que la transforma-
cion w = z + (1/z) aplica

a) el anillo semicircular de la Figura 18, Apéndice 2, tal como alli se indica:
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b) la mitad superior del disco |z| < 1 sobre la mitad inferior del plano w, como
muestra la Figura 16 del Apéndice 2.

9. Considerar imagenes de arcos circulares, en vez de rayos, para dar una demostracion
alternativa de la aplicacion establecida en el Ejemplo 3, Seccion 10.

10. Otra interpretacion de una funcién w = f(2) = u(x, y) + iv(x, y) es como campo de
vectores en el dominio de definicion de f. La funcion asigna un vector w, con

componentes u(x, y) y v(x, y) a cada punto z en el que esta definida. Indicar

graficamente el campo vectorial representado por la ecuaciones @) w = iz; bw=
= z{|z|. '

11. LIMITES

Sea una funcion definida en todos los puntos z de un enforno punteado (Sec. 8)
de z,. La afirmacion de que el limite de f(z), cuando z tiende a z;, es up nimero
We, O sea

lim f(z) = wo, 1]

significa que el punto w = f(z) puede hacerse tan proximo como se quiera al w,
si escogemos €l punt
expresaremos la definicion de limite en forma precisa y practica.

La afirmacion [1] significa que, para cada namero _positivo &, existe un
nimero positivo & tal que

|f(z) — wol < & siempre que 0 < [z — 29_{ < d. [2]

Geométricamente, esta definicion dice que para cada ¢ entorno [w — wo| < ede

we, eXiste un & entorno punteado 0 < [z — zo| < 6 de z, tal que todo punto z en
él tiene una imagen w que esta en el ¢ entorno (Fig. 19). Puesto que la condicion

[2] se aplica a todos los puntos del entorno punteado, el simbolo z — z, en [1]
implica que se permite que z tienda hacia z, de forma arbitraria, no solo por una
direccion particular. Notese, no obstante, que aunque todos los puntos en el
entorno punteado 0 < |z — zo| < & han de tomarse en consideracion, sus
imagenes no tienen por qué llenar todo el entorno |lw — we| < & Si f tiene, por
ejemplo, el valor constante w, la imagen de z es siempre el centro de ese entorno.
Obsérvese también que una vez hallado un 9, se puede ‘sustituir por cualquier
numero positivo mas pequefio, por ejemplo 6/2.

Figura 19

suficientemente cercano al z,, pero distinto de él. Ahora.
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La definicion [2] exige que f esté definida en todos los puntos de un entorno
punteado de z,. Tal entorno punteado, claro esta, existe siempre si z, €s un punto
interior de una region en que f esté definida. Podemos extender esta definicion de
limite al caso en que z, sea un punto frontera de esa region, adoptando el
convenio de que la primera de las desigualdades [2] solo han de satisfacerla los
puntos z que estén a la vez en la region y en el dominio 0 < |z — z,| < 4.

Si bien la definicion [2] proporciona un medio para comprobar si un punto
dado wy es un limite, no pone en nuestras manos un método para determinar ese

limite. Los teoremas sobre limites que presentaremos en la proxima seccion

permitiran calcular muchos limites.

Ejemplo 1. Probemos que f(z) = iz/2 en el disco abierto |z| < 1, entonces

, i
lim f(z) = »
z=1 2
donde el punto z = 1 esta en la frontera del dominio de definicion. Notese que
cuando z estd en la region |z| < 1,

1@ -

iz iz —1]
2 2 2

Por consiguiente, para toda tal z y todo niimero positivo &,
i

f@) = 5

5 < ¢ siempre que 0 < |z — 1] < 2e

Asi que la condicidn [2] es satisfecha por los puntos de la region |z| < 1 cuando
8 es igual a 2¢ (Fig. 20) o cualquier nimero positivo menor. '

y v
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Figura 20

Ejemplo 2. Para ilustrar mejor la definicion [2], demostraremos ahora que

lim 2x + iy?) = 4 (z =x+ iy [3]

z—2i
Para cada nimero positivo ¢, hemos de encontrar un nimero positivo ¢ tal que

2x + iy? —4il <& si 0 < |z — 2 <6 [4]
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Para ello, escribimos
2x + iy? — 4] < 2lx| + [y — 4 = 2x| + |y — 2y + 2|
y concluimos que la primera de las desigualdades [4] se cumplira si

€

2

€

y Iy—2lly+2l<2

2lx| <

La primera de ellas es satisfecha, por supuesto, cuando |x| < &/4. Para ver
qué y satisfacen la segunda, nos restringimos a las y tales que |y — 2] < 1y
entonces observamos que

y+2=1y-2+4=ly—-2+4<5

Por tanto, si |y — 2| < min{e/10, 1}, donde min{e/10, 1} denota el menor de los
numeros ¢/10 y 1, se sigue que

& €
2 S5 = &
y =2y +2 < (10)5 2

Un valor adecuado de 4 se encuentra ahora con facilidad (Fig. 21) a partir de las
condiciones de que |x| sea menor que /4 y que |y — 2| menor que min{e/10, 1}:

g k2
CTTETTTY minf e
L i 10
Lo .;i_-_JT

FNICE ol

Figura 21

Al introducir la nocion de limite en el primer parrafo de esta seccion, supusi-
mos tacitamente que cuando un limite de una funcion f(z) existe en un punto z,,
es unico. En efecto, asi es. Porque supongamos que

lim f(z) = wy y lim f(2) = wy.

z—2Zgo zZ—2o

Entonces, para cualquier & positivo, existen nimeros positivos 3o y 0, tales que

1f(z) — wol <& si 0 < |z — zol < o
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f2) — wy|l <& si 0 <]z — z4] <,

De modo que 0 < |z — z4| < 4, donde & denota el menor de los nameros J, y
d,, entonces

ILf@@ — wol — [f(2) — widl £ 1/(2) — wol + 1f(2) — wyl < 28

o sea, |[w; — wy| < 2¢& Pero w; — w, es una constante, y ¢ puede escogerse
arbitrariamente pequefio. Luego w; — w, = 0, 0 sea, w; = w,,.

12. TEOREMAS SOBRE LIMITES

Podemos acelerar nuestro estudio de los limites estableciendo una conexidn entre

los limites de funciones de una variable compleja y los de funciones reales de dos
variables reales. Como estos ultimos han sido estudiados ya en Calculo, utilizare-
mos su definicién y sus propiedades con entera libertad.

Teorema 1. Supongamos que

f(Z) = u(xs y) + iv(x, y)’ Zo = Xo + iyOs Y Wo = U + iUO'

Entonces
lim f(z) = w, (1]
vz—'zo
si y solo si
lim  wu(x,py) =uy, y lim  v(x, y) = v, [2]
(x, y)—*(x0, yo) (x,¥) = (x0,¥0)

Para demostrar el teorema, suponemos primero que la afirmacion [1] es
cierta y probamos que se siguen las condiciones [2]. De acuerdo con la definicidon

de limite en la Seccién 11, para cada nimero positivo ¢ existe un namero positivo
Jtal que

(¥ — ug) + i(v — vg)] < &

siempre que

0 <l(x = x0) + iy — yo)l < 6.

Como

u = ol S M = ug) + ifo — vo)l
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v — vl S l(u — up) + i{lv — vy,
se sigue que
u—ugl <ey |v—uvy <e

si

0<\/(x—xo)2 +(y — y)* <d.

Ahora partamos de las condiciones [2]. Para cada namero ¢ positivo existen
nameros positivos 8, y d, tales que

& .
|u—uo|<5 si 0 < /(x — x0)* + (b — ¥o)® < &y

€

|v——v(,|<2 si 0 < Jx — x0)? + (¥ — yo)* < 9y

Sea ¢ el menor de los niimeros J, y é,. Dado que
o — uo) + iv — vo)l < lu — uol + v — vol,

concluimos que

(e + i) — (uo + Vo)l < €
siempre que

0 < |(x + iy) — (xo + iyo)l < 0.
Esto no es sino [1], y la demostracion esta completa.
Teorema 2. Supongamos que

lim f(z) = wy y lm F(z) = W, [3]

_“_z—’zo zZ—2z9

Entonces

i

lim [£() + F@] = wo + Wor [4]

woWo, [5]

lim [ f(z)F(z)]

z—zo
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y, Si Wo # 0,
. f@2) Wo
lim 22 = 20,
mFD T W e

Este teorema fundamental se puede probar directamente mediante la defini-
ci6n del limite de una funcion de una variable compleja. Ahora bien, gracias al
Teorema 1 se deduce inmediatamente de los teoremas sobre limites de funciones
reales de dos variables reales.

Para verificar la propiedad [5], por ejemplo, escribamos

f@) = ulx, y) + ivlx, y), Fl2) = Ulx, y) + iV(x, y),
20 = xo + i)’o, wo = Uy + iUo, Wo = Uo + iVo.

Entonces, de acuerdo con las hipotesis [3] y el Teorema 1, los limites, cuando
(x, y) tiende a (xo, yo), de las funciones , v, U, y V existen y tienen valores res-
pectivos ug, vy, Up ¥ V5, Asi que las componentes real e imaginaria del producto

f@F(z) = WU — vV) + iU + uV)

tienen limites uoUy — voVo ¥ voUy + uoVo, respectivamente, cuando (x, y) tiende
a (xo, yo)- Luego, de nuevo por el Teorema 1, f(z)F(z) tiene por limite

(uoUp — voVo) + i(veUy + uo¥o)

cuando z tiende a z,, y eso es igual a w,, W, Queda establecida asi la propie-
dad [5]. Verificaciones analogas llevan a [4] y [6].
De la definicion de limite en la Seccion 11, vemos que

lim z = z,

zZ—2Zo

para todo z,, ya que podemos escribir & = ¢ cuando f(z) = z. Entonces, por la
propiedad [5] y por induccion matematica,

lim 2" = 2 n=12.)

z-z0

Ademas,

lim ¢ =c¢

z=2Zo

cuando ¢ es una constante compleja. Asi pues, a la vista de las propiedades [4] ¥
[5], el limite de un polinomio

P(z) = ao + a,z + a,z*> + - + a2
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cuando z tiende a z, es el valor del polinomio en ese punto:

lim P(z) = P(zy)- [7]

z—20
Otra propiedad util de los limites es

si lim f(z) = wo, entonces lim |f(z) = |wyl. 8]

z—20 z2720

Esta se comprueba facilmente mediante la definicion de limite y el hecho de que
(véase Sec. 4)

I/ @ — Iwoll = |f(z) — wol-

13. LIMITES Y EL PUNTO DEL INFINITO

Es conveniente incluir con el plano complejo el punto del infinito, denotado por
00, y usar limites relacionados con ¢€l. El plano complejo junto con ese punto se
llama plano complejo extendido. Con el fin de visualizar el punto del infinito,
podemos pensar que el plano complejo pasa por el ecuador de una esfera unidad
centrada en el punto z = 0 (Fig. 22). A cada punto z del plano le corresponde
exactamente un punto P en la superficie de la esfera. El punto P se determina por
interseccion de la recta que pasa por el polo norte N y por el punto z con la
superficie de la esfera. De forma analoga, cada P sobre la esfera, excepto el polo
norte N, corresponde exactamente a un punto z del plano. Haciendo correspon-
der el polo norte N al punto del infinito, obtenemos una correspondencia uno a
uno entre los puntos de la esfera y los del plano complejo extendido. La esfera se
llama esfera de Riemann, y la correspondencia se llama proyeccion estereogrifica.

Figura 22

Hagamos notar que el exterior del circulo unidad centrado en el origen del
plano complejo corresponde al | hemlsferlo norte_con el ecuador y el punto N
suprimidos. Ademas, para ¢ cada ¢ positivo pequeiio, aquellos puntos del plano
complejo exteriores al circulo lz] = 1/e corresponden a puntos de la esfera
pr6x1mos al N. Llamaremos al conjunto |z| > 1/¢ un ¢ entorno, o entorno, de co.

Por convenio de lenguaje, al referirnos a un punto z estaremos suponiendo
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que se trata de un punto en el plano complejo finito. De ahora en adelante,
cuando hayamos de considerar el punto del infinito lo mencionaremos explicita-
mente.

Ya se puede asignar un significado a la afirmacién

lim f(z) = wg (1

z=2z0

cuando alguno de los dos, z, 0 w,, 0 ambos quizas, sean sustituidos por el punto
del infinito. En la definicion de limite en la Seccion 11, reemplazamos sencilla-
mente los entornos apropiados de z, y w, por entornos del infinito. La afirma-
cion

lim f(z) =

zZ—2Z0

por ejemplo, significa que para cada namero positivo ¢ existe un namero positivo
o tal que

1
Lf2) > " siempre que 0 < |z — zo] < 0. [2]

Es decir, el punto w = f(2) esta en el ¢ entorno |z| > I/ de co siempre que z esté
en el entorno punteado 0 < |z — zy| < & de z,. Puesto que [2] puede escribirse

<e¢ si 0<|z—2z) <03,

vemos que

lim f(z) = o0 siysolosi lim — = 0. [3]
z-z0 y 220 f(z)

Ejemplo 1. Notese que

1imiz+3 oo yaque M z+ 1 =0
= u im .
-1 2 + 1 yaq z—»-ll.Z+3
Si
lim f(z) = wy,
2
entonces, para cada & positivo existe un § positivo tal que
. 1
|f(z) — wol < & siempre que |z| > - [4]

o
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Luego
. D e 1
lim f(z) = w, siysoélosi lim f(;) = W, [5]
z— 00 z=0
Ejemplo 2. Por [5],
. 2241 ., (2/2) + i , 2+ iz
=2 lim ——— = lim =—= = 2,
Im yaque ) +1 - mo— - =2

El limite cuando ambos, z, y w,, son sustituidos en el limite [2] por oo, se
define analogamente, y se sigue que

lim f(z) = o siysoélosi lim

1
i i = O (el

14. CONTINUIDAD

Una funcidn f es continua en un punto z, si se satisfacen estas tres condiciones:

lim f(z) existe, (1]
S(z,) existe, [2]
jim J@) = f(zo). (3]

Notese que [3] contiene en realidad a los otros dos, pues queda implicitamente
supuesta la existencia de ambos miembros de esa ecuacion. La afirmacién [3]
dice que para cada nliimero positivo ¢ existe un nimero positivo & tal que

@) = flzgl < & si |z — z] < 6. (4]
Una funcién de una variable compleja se dice que es continua en una regiéon

R si lo es en todos sus puntos.

Si dos funciones son continuas en un punto, su suma y su producto también
lo son; su cociente es continua en las mismas circunstancias siempre que el
denominador 1o se anule en ese punto. Estas observaciones son consecuencias
inmediatas del Teorema 2, Seccion 12. Notese ademas que un polinomio es
continuo en todo el plano, debido a la Ecuacién [7], Seccién 12.

Se sigue directamente de la definicion [4] que la composicion de dos funciones
continuas es continua. Para verlo, sea w = f(z) una funcién definida para todo z
de un entorno de z, y sea g(w) una funcién cuyo dominio de definicion contiene a
la imagen (Sec. 10) de ese entorno. Entonces la composicion g[f(2)] esta definida
para todo z de ese entorno de z,. Supongamos ahora que fes continua en z, y
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que g es continua en el punto w, = f(z,). En vista de la continuidad de g en wy,

.sabemos que para cada namero positivo ¢ existe un numero positivo y tal que

1gL/@)] — glf(z0)]l < & si |f(@) — f(zo)l < 7.

Ahora bien, correspondiendo a y, existe un niimero positivo § tal que la segunda
de estas desigualdades se satisface siempre que |z — z,| < J. La continuidad de
la composicion g[ f(z)] queda con ello demostrada.

Es asimismo facil ver a partir de [4] que si una funcion f(z) es continua y no
nula en un punto z,, entonces f(z) # O en algin entorno de ese punto. Porque
cuando f(zo) # 0y se toma & = |f(z,)|/2, como valor del niimero positivo ¢ en la
primera de las desigualdades [4], sabemos que existe un namero positivo & tal
que

1@ — el < L& G 1 -z <a

Asi que si existiese un punto z en el entorno |z — z,| < & tal que f(z) = O,
tendriamos la contradiccion |f(z,)l < |f(zo)l/2.

Del Teorema 1, Seccion 12, se desprende que una funcion f de una variable
compleja es continua en un punto z, = (xq, yo) si y solo si sus funciones
componentes # y v son continuas alli.

Ejemplo 1. La funcion
@) = xy* +i2x — )

es continua en todo el plano complejo porque las funciones componentes son
polinomios en x € y, y por tanto continuas en todo punto (x, y).

Ejemplo 2. Anilogamente, la funcion
f(z2) = & + isen (x* — 2x)%)

es continua en todo z por la continuidad de los polinomios en x ¢ y, asi como la
de las funciones exponencial y seno. .

Varias propiedades de las funciones continuas de una variable compleja se
siguen de las correspondientes en funciones reales de dos variables reales*.
Supongamos, por ejemplo, que una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es continua
en una regidn R que es a la vez cerrada y acotada. La funcion

VIulx, y)? + [v(x, )2

* Para las propiedades aqui citadas, ver, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced
Calculus, 3.* ed., pp. 125-126 y 529-532, 1983,
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es entonces continua en R y por tanto alcanza un valor maximo en algan lugar
de R. Esto es, f es acotada en R y |f(z)] alcanza un maximo en ella. Mas
precisamente, existe un numero real no negativo M tal que

|f(z2)] £ M para todo z en R, [5]

donde la igualdad es valida en al menos un z.

Otro resultado que se sigue del analogo en funciones reales de dos variables
reales es el de que una funcién continua en una region cerrada y acotada R es
uniformemente continua en ella. Esto es, puede escogerse un solo valor de d,
independiente de z,, para el que [4] se satisface en todo punto z, de R.

EJERCICIOS

1. Sean a, b, ¢, y z, constantes complejas. Mediante la definicion [2], Secciéon 11, de
limite, probar que

a) limc¢ = ¢ b) lm (az + b) = az, + b (a # 0);

z—-zp z-zo
¢ lim (2 +c)=224+¢ d) lim Rez = Re Z; € lim z = 3,
zZ—Zzo z—zp z—*zo

|
=4

N Im [x+i2x+ ] =147 (z=2x+ iy g lim (7%/z) =

z—>1-~i

2. Demostrar la afirmacion [4] del Teorema 2, Seccién 124) usando el Teorema 1,
Seccion 12, y propiedades de los limites de funciones reales de dos variables reales;
b) directamente de la definicién [2], Seccion 11, de limite.

3. Sea n un entero positivo, y sean P(z), Q(z) polinomios, con Q(z,) # 0. Usar el
Teorema 2, Seccidn 12, y limites conocidos, para hallar -

1 s _
@) lim = (z5 #0;  b) lim”~ L g iim 2@

=i Z + 220 Q(2)

Sol.a) 1/z5; ) 0; ¢) P(z0)/Q(z,).

4. Escribir Az = z — Zy y probar que

lim f(z) = wo siysélosi lim f(zo + Az) = w,.
Az—Q

z-4zg
S. Demostrar que

lim f(z)g(z) = 0 si lim f(z) = 0

z—zo

y si existe un nimero positivo M tal que |g(z)] < M para todo z en algtin entorno de
Zg.

6. Probar la propiedad [8], Seccién 12, de los limites.
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7. Interpretar la afirmacion [1], Seccion 13, cuandos ambos, zo ¥ We, son el punto del
infinito, y verificar entonces la afirmacién [6] de esa misma seccion.

8. Utilizando las propiedades [3], [5] y [6] de los limites, Seccién 13, probar que

472 1 . 2+ 1
im ——— =4 b) lim ——=5 = oo; ¢) lim =
@ lm oy ) lim e ez — 1

0.

9. Mediante las propiedades [3], [5] y [6], Seccién 13, demostrar que cuando

T(z) = - (ad — bc # 0),

a lim T(z) =0 si ¢c=0

z— a0

b lim T(z)=% y lim Tz =o si c#0.

z= z— —djc

10. Usar las definiciones [2] y [4] de la Seccién 13, relativas a limites en que aparece el
punto del infinito, para demostrar que

1 , 1
lim-— =0 y lim-=0.
z—0 Z 220 2

11. Consideremos la funcion f definida sobre el plano complejo extendido como

cuando z # 0,

1) =

1
z
oo cuando z =0,
0 cuando z = oo.

¥

Permitiendo que los niimeros z, y w, en la definicién de cont.inulzd.ad, [3]1 dt; la
Seccion 14, sean el punto del infinito, y utilizando los limites del Ejercicio 10, explicar
por qué f es continua en todo el plano extendido.

12. Razonar por qué los limites que involucran al punto del infinito son unicos.

13. Probar que un conjunto S es no acotado si y solo si todo entorno del punto del
infinito contiene al menos un punto de S.

15. DERIVADAS

Sea f una funcién cuyo dominio de definicion contiene un entorno de z,. La

derivada de f en z,, escrita f'(z,), se define por la ecuacién
-_— Y - . o B e ———————

oy — tim 1€ = G0, ]

z—zo z — Zo

supuesto que ese limite exista. La funcion f se dice diferenciable en z, cuando
. . 4 P . ..
existe su derivada en zo. .
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Expresando la variable z en la definicion [1] en términos de la nueva variable
compleja

Az = z — z,,

podemos escribir esa definicion como

o) = tim Lo * 82 = fleo) 2
Az—0 Az

Notese que al estar f definida en un entorno de z,, el niimero f(z, + Az) esta
siempre definido para {Az| suficientemente pequefio (Fig. 23).

y
AT
e ™\
/ \
{ Y
[ L
\ /,
\
10 S ’///
b2 -
™
0 x
Figura 23

Al utilizar 1a forma [2] de la definicion de derivada se suele omitir el subindi-
ce de z,, y se introduce el namero

Aw = f(z + Az) — f(2),

que denota el cambio en el valor de f correspondiente a un cambio Az en el punto
en el que evaluamos f. Entonces, si llamamos dw/dz a f(z), 1a Ecuacion [2] se
convierte en

dw i Aw.
dz e Az (3]

Az—~0

Ejemplo 1. Supongamos que f(z) = z> En cualquier punto z,

A Az — 22
im &%~ im EFA) T T o+ A9 = 22,
Az—0 AZ Az—0 AZ Az—0

ya que 2z + Az es un polinomio en Az. Luego dw/dz = 2z, o sea f'(z) = 2z
Ejemplo 2. Examinemos ahora la funcién f(z) = |z|%. Aqui

Aw |z + Azl — 2P _ (z + MG + B — 22 _ _  xp o, , B2
Az Az Az A
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Si el limite de Aw/Az existe, ese limite puede hallarse haciendo que el punto
Az = (Ax, Ay) se aproxime al origen en el plano Az de forma arbitraria. En
particular, cuando Az tiende hacia el origen horizontalmente por los puntos (Ax,
0) del eje real (Fig. 24), podemos escribir Az = Az. Por tanto, si existe el limite
de Aw/Az, su valor ha de ser Z + z. Sin embargo, cuando Az tiende al origen ver-
ticalmente por los puntos (0, Ay) del eje imaginario, de modo que Az = —Az,
hallamos que el limite debe ser Z — z, si existe. Como los limites son Gnicos, se
deduce que Z + z = Z — z, 0sea z = 0, si ha de existir dw/dz.

Ay

0,4y)9¢

(0,0) T (ax.0) Ax

Figura 24

Para ver que, en efecto, dw/dz existe en z = 0, s6lo necesitamos observar que
nuestra expresion para Aw/Az se reduce a Az cuando z = 0. Concluimos, en
consecuencia, que dw/dz existe solo en el punto-z-=-0; y-su-valor_es 0 alli.

El Ejemplo 2 muestra que una funcion puede ser diferenciable en un cierto
punto sin serlo en ningan otro punto de un entorno suyo. Puesto que las partes
real e imaginaria de f(z) = |z|? son

ux,y) = x* + y* y v(x,y) =0, [4]

respectivamente, muestra asimismo que las componentes real e imaginaria de una
funcion de una variable compleja pueden tener derivadas parciales continuas de
todo orden y, no obstante, la funcién no ser diferenciable alli.

La funcién f(z) = |z|? es continua en todo punto del plano complejo, pues sus
componentes [4] lo son. Asi que la continuidad de una funcién en un punto no
implica la existencia de derivada en él. Es cierto, sin embargo, que la existencia de
derivada de una funcién en un_punto_implica la_continuidad de la funcion en ese
punto. Para verlo, supongamos que existe f'(zo) y escribamos

M lim (z — zg) = fizg) -0 = 0,

ZO z*z0

lim [f(z) — f(z0)] = lim

Yy Z—=rzg zZ—20

de donde
lim f(z) = f(zo).

229
Esto asegura la continuidad de f en z, (Sec. 14).
Las interpretaciones geométricas de la derivada de una funcion de una varia-

ble compleja no son tan inmediatas como en el caso real. Nos ocuparemos de
ellas en el Capitulo 8.
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16. FORMULAS DE DERIVACION

La definicion de derivada en la Seccidén 15 es idéntica en su forma a la de la
derivada de una funcién real de una variable real. De hecho las formulas de
derivacion basicas que se recogen mas abajo se pueden deducir de esa definicion,
junto cor. varios teoremas sobre limites, esencialmente por los mismos métodos
que los utilizados en Calculo. En estas formulas, la derivada de una funcion fen
un punto = viene denotada bien sea por f'(z) o por d[ f(z)]/dz, dependiendo de
cual sea 11 notacién mas conveniente.

Sea ¢ uaa constante compleja y sea f una funcién cuya derivada existe en un
punto z. Es facil demostrar que

d d d
5¢=0 22=1 @] =@ (1]

Asimismo, si # €s un entero positivo,

d

o " = n" L [2]

Esta formula sigue siendo valida cuando n es un entero negativo, supuesto que
z # 0. '

Si existen en un punto z las derivadas de dos funciones f'y F, entonces

d
5 U@+ FQl = @) + F@). (3]

d
2 V@F@] = fOF @) + fF @) [4]

y, cuando F(z) # 0,

d [@ _ FOS@ - fOFG), .
& | F&) [FET [3]

Probemos la formula [4]. A tal fin, escribimos la siguiente expresion para el
cambio que sufre el producto f(z)F(z):

fz + A2)F(z + Az) — f(2)F(z) = f@[F(z + Az) — F(2)] +

+ [/ + A7) — fDIF(z + A2).
Si dividimos ambos lados de la ecuacion por Az y entonces hacemos tender Az a
cero, llegamos a la formula deseada para d[ f(z)F(z)]/dz. Aqui hemos utilizado el

hecho de que F es continua en el punto z, ya que existe F'(z); asi que F(z + Az)
tiende a F(z) cuando Az tiende a cero (véase Ej. 4, Sec. 14).
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Se dispone también de una regla de la cadena para derivar funciones com-
puestas. Supongamos que f tiene derivada en z, y que g tiene derivada en el
punto f(zo). En tal caso, la funciéon F(z) = g[f(2)] tiene derivada en zq, y €s

F(zo) = g'lf(20)1f"z0). (6]

Si denotamos w = f(z) y W = g(w), de modo que W = F(z), la regla de la cadena
se convierte en

W _ dW dv.
dz  dw dz

Ejemplo. Para hallar la derivada de (2z° + i), llamamos w = 2z + iy
W = w>. Entonces

-:11(222 + i) = Sw*dz = 2022z + )%
z

Comenzaremos la demostracion de [6] eligiendo un punto especifico z, en el
que exista f'(z,). Escribimos wy = f(z0) y suponemos que también existe g2'(zo)

_ Existe entonces algin ¢ entorno |w — wo| < & de w, tal que para todo punto w

en él podemos definir una funcién ® que tiene por valores ®(wy) = 0y

gw) — gwo)
w — Wy

dw) = g'(wg) cuando w # w,. [7]

Hagamos notar que, a la vista de la definicion de derivada,

lim ®(w) = 0. (8]

w—wWo

Por tanto, @ es continua en wy,.
Ahora la expresion [7] admite la forma

gw) — g(wo) = [g'(wo) + PW)I(w — W) (w — wol < &) [9]

_que es valida incluso cuando w = wy; y como existe f'(zo) y en consecuencia f es
continua en z,, podemos escoger un nimero positivo é tal que el punto f(z) estd
enel ¢ entorno |w — wo| < & de wy, si z esta en el J entorno |z — zo| < 6 de zp.
Asi pues, es legitimo sustituir la variable w en la Ecuacion [9] por f(z) cuando z
es cualquier punto del entorno |z — z,| < 6. Con dicha sustitucion, junto con la
de w, = f(z,), la Ecuacion [9] queda

gL/ - glf 0] _

z— 2z,

gt + oL T =T 0 <1z -z <), 110]
0
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donde debemos estipular que z # z, de manera que no haya divisién por cero.
Como ya se ha hecho notar, fes continua en z, y @ lo es en el punto wy, = f(z,).

Luego la composicion ®[ f(z)] es continua en z,; y como D(wo) = 0,

lim ®[f(z)] = 0.

zZ—2p

Luego la ecuacion (10) pasa a ser

F(z0) = &'[f(zo)]1"(20)

en el limite, cuando z tiende a z,,.

EJERCICIOS

1. Usar los resultados de la Seccién 16 para hallar f(z) si
a f)=32-22+4 b flo) =(1 - 423,
A f@A=C-D2z+Dz#-3 d f=0+ 2)¢z% (z # 0).

2. Mediante los resultados de la Seccion 16 probar que

a) un polinomio
P@2) = ag + a1z + ay2* + - + a,2" (a, # 0)
de grado n(n > 1) es diferenciable en todas partes, con derivada
P(2) = ay + 2a,z + - + naz""1;

b) los coeficientes del polinomio P(z) de la parte (a) se pueden expresar
como

P'(0 P’ P™(0
a, = P0), a, = 1—(!), a, = 2(! ), .y Oy = n!( )-

3. Aplicar la definicion [3], Seccion 15, de la derivada para dar una demostra-
- cion directa de que f'(z) = —1/2% cuando f(z) = 1/z (z # 0).

4. Deducir la definicion [3], Seccién 16, para la derivada de la suma de dos
funciones.

5. Deducir [2], Seccién 16, para la derivada de z" cuando n es un entero
positivo, usando

a) Induccion matematica y la férmula [4], Seccién 16, para la derivada del
producto de dos funciones;
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b) 1a definicion [3], Seccion 15, de derivada y la formula del binomio (Ej. 16,
Sec. 2).

6. Demostrar que la expresion [2], Seccion 16, para la derivada de z", sigue

siendo valida cuando n es negativo (n = —1, —2, ...), supuesto que z # 0.
Sugerencia: Hacer m = —n y usar la formula de derivacién de un
cociente de dos funciones.

f(z)={%2— si z #0,
0 si z=0.

7. Sea

Probar que si z = 0, entonces Aw/Az = 1 en cada punto no nulo sobre los
ejes real e imaginario del plano Az, y que Aw/Az = —1 en todo punto no
nulo Ax, Ax de la recta Ax = Ay en ese plano, donde Az = (Ax, Ay).
Concluir de esas observaciones que f'(0) no existe. (NOtese que, para obtener
este resultado, no es suficiente considerar solo las direcciones horizontal y
vertical a la hora de tender hacia el origen en el plano Az.)

8. Por el método del Ejemplo 2, Seccion 15, demostrar que f'(z) no existe en

ningun punto z si f(z) es

a z b) Re z ¢) Imz

17. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

En _esta seccion obtendremos un par de ecuaciones que deben satisfacer las
primeras derivadas parciales de las funciones componentes u y v de una funcién
f2) = ulx, y) + iv(x, y) (1]

en un punto z, = (xo, yo) para que exista en él la derivada de f. También veremos
como se puede escribir f'(z,) en términos de tales derivadas parciales.
Supongamos que existe la derivada

Foy — tim TG0+ 89 — Sz
) =

- Az—0 Az

(2]

Poniendo z, = x, + iyo y Az = Ax + i Ay, tenemos, por el Teorema 1 de la

Seccion 12, las expresiones

Relfeg] = _lim Re[f U + 8 - f(zo)], -

Ax,Ay)—~(0,0)

Im[f(zy)] =  lim Im[f (2o + Az) — f(zo)]’ 4]

(Ax,Ay)—(0,0) Az
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donde

f(zo + A9 — flzo) _
Az

(5]
©_ulxe + Ax, yo + Ay) — ulxq, yo) + ilv(xo + Ax,y0 + Ay) — uxoY0)] |
- Ax + iAy

Es importante ahora tener en cuenta que las expresiones [3] y [4] son validas
cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0) de todas las maneras posibles.

En particular, hagamos tender (Ax, Ay) hacia (0, 0) horizontalmente por los
puntos (Ax, 0), como se indica en la Figura 24 (Sec. 15). Ello significa que Ay=90
en la Ecuacidn [5], y nos encontramos con que

MWM=PMW+MW‘WMQ

x—=0 Ax

U(xo + Ax9 yO) - v(XOa }’0)
Ax

Im[f'(zo)] = lim
Ax—0
Esto es,

f(zo) = ulxo, o) + v (Xps Yo, (6]

donde u,(X,, o) ¥ x(Xo> ¥o) denotan las primeras derivadas parciales con respecto
a x de las funciones u y v en (xg, Yo)-

También podemos hacer tender (Ax, Ay) a cero verticalmente, a través de los
puntos (0, Ay). En tal caso, Ax = O en la Ecuacion [5], con lo que obtenemos

f'(20) = v,(X0, Yo) — ithy (Xo, Yo) (7]

para f'(z,), esta vez en términos de las primeras derivadas parciales de u y v
respecto a y, evaluadas en (x,, yo). NoOtese que [7] se puede reformular como

f(zo) = —iluxo, Vo) + ivy(xo, o)l

Las ecuaciones [6] y [7] no so6lo dan f(zo) en términos de derivadas parciales
de las funciones componentes u y v, sino que proporcionan condiciones necesa-
rias para la existencia de f(z,). Porque, igualando las partes real e imaginaria de
los miembros de la derecha en ambas ecuaciones, VEmos que la existencia de
f'(z,) exige que

U(x0, Yo) = 0y(X0> Yo) ¥ uy(xo» ¥ 0) = —v(xq, ¥o)- [8]

Las ecuaciones [8] son las ecuaciones de Cauchy-Riemann, llamadas asi en honor
del matematico francés A. L. Cauchy (1789-1857), quien las descubrid y utilizd, y
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del matematico aleman G. F. B. Riemann (1826-1866), quien las convirtié en
fundamentales en su desarrollo de la teoria de funciones de una variable com-
pleja.

Resumimos los resultados precedentes como sigue.

Teorema. Supongamos que

f2) = ulx, y) + ivlx, y)

y que f'(z) existe en un punto zo = Xo + iyo. Entonces las primeras derivadas
parciales de u y v deben existir en ese punto y deben satisfacer en él las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = vy, U, = —Uy [9]
Ademas, f(z,) se puede expresar como
fI(ZO) = Uy + ivx’ [10]

donde las derivadas parciales estan evaluadas en (X, yo)-

Ejemplo 1. En el Ejemplo 1, Seccién 15, probamos que la funcion
flo) = 22 = x* — y* + i2xy

es diferenciable en todas partes, y que f(z) = 2z. Para comprobar que las
ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todas partes, notemos que
ulx, y) = x> — y* y v(x, y) = 2xy. Asi pues,

U =2x = v, U, = —2 = —U.

Ademas, de acuerdo con la Ecuacién [10],
f@) =2x +i2y = 2x + ) = 22

_Como lus ecuaciones de Cauchy-Riemann son condiciones necesarias para la
existencia de la derivada de una funcion f en un punto z,, suelen utilizarse para
localizar los puntos en los que f o admite derivada. .

Ejemplo 2. La funcién f(z) = |z{2 fue discutida en el Ejemplo 2, Seccién 15. En
este caso, u(x, y) = x> + y* y v(x, y) = 0, luego u, = 2x'y v, = 0, mientras que
u, = 2y y v, = 0. Puesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann no se satisfacen
salyo si x = y = 0, la derivada f"(z) no existe si z # 0.

Hagamos constar que el teorema anterior no asegura la existencia de f '(0). El
teorema de la proxima seccion si garantiza su existencia.
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18. CONDICIONES SUFICIENTES

El que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfagan en un punto z, = (xo, ¥o)
no basta para asegurar la existencia de la derivada de una funcion f(z) en ese
punto. (Ver Ej. 6, Sec. 19). Pero con ciertos requisitos de continuidad se tiene el
siguiente resultado.

Teorema. Sea la funcion

f(2) = ulx, y) + iv(x, y)

definida en algin ¢ entorno de un punto zo = Xg + iyo. Supongamos que las
derivadas parciales de primer orden de las funciones u y v con respecto ax ey
exisien en fodos los punios de ese entorno y son continuas en (X, o). Entonces,
si esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Uy, U, = —Uy

en (xo> ¥o)» la derivada f'(z,) existe.

Para comenzar la demostracion, escribamos Az = Ax + iAy, donde
0 < |Az]l < &y

Aw = f(zo + A2) — f(20)

Por tanto,
Aw = Au + iAv,
con
Au = u(xy + Ax, yo + Ay) — u(xo, ¥o), (1]
Av = v(x, + Ax, yo + Ay) — v(xo, Yo)-

Ahora bien, a la vista de la continuidad de las primeras derivadas parcialesde u 'y
de v en el punto (xg, o)

Au = u(xg yo) Ax + w0, yo) Ay + &1/(A%) + (By)*,
Av = vx(x0’ yO) Ax + vy(x()’ yO) Ay + €2/ (Ax)2 + (Ay 2’
donde ¢, y ¢, tiende a O cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0) en el plano Az. Luego

Aw = uxo, yo) Ax + (o, yo) Ay + 813/ (8 + (Ay)
+ i[os(X0, Yo) AX + 0,(xq, yo) By + E2/(A%)* + (8))°]

[2]

3]
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La existencia de expresiones del tipo [2] para funciones de dos variables reales
con derivadas parciales de primer orden se establece en el Calculo en relacioén con
las diferenciales*.

Supuesto que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen en (xo, Yo)
podemos reemplazar uy(x09 yO) por \_vx(an YO) y Uy(xo, yO) por "x(xo, yO) cn [3] y
dividir después por Az para obtener

Aw W. [4]

—A—Z = ux(xO’ yo) + ivx(xo’ yO) + (81 + isZ) Az

Pero \/(Ax)? + (Ay)* = |Az|, y por tanto
‘\/ (Ax)? + (Ay)

= 1.
Az

Asimismo, ¢, + i¢, tiende a 0 cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0). Asi que el dltimo
término de la derecha en la Ecuacion [4] tiende a 0 cuando la variable Az = Ax +
+ iAy tiende a 0. Eso quiere decir que el limite del lado izquierdo de la ecua-
cion [4] existe y que
f(zo) = kX0, Yo) + X0, Vo) : 5]
Ejemplo 1. Supongamos que
f(z) = eX(cos y + iseny),

donde hay que tomar y en radianes a la hora de evaluar cos y y sen y. Entonces

u(x,y) = ecosy y v(x,y) =€ seny.
Como u, = v,y u, = —Uv,e€n todas partes, y las derivadas son continuas en
todas partes, las condiciones requeridas por el teorema se cumplen en todo el
plano complejo. Por tanto, f'(z) existe en todas partes, y

f'z) = u, + iv, = e(cos y + isen »).
Notese que f'(z) = f(2).

Ejemplo 2. Del teorema de esta seccion se deduce también que la funcion

f@ = lz1? = 2 + %) + 00

* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 32 ed., pag. 150-151 y
197-198, 1983. i
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tiene derivada en z = 0. En efecto, f'(0) = 0 + i0 (comparar con el Ej.2dela
Sec. 15). Vimos en el Ejemplo 2 de la Seccion 17 que esta funcion no puede tener
derivada en ningn punto no nulo, porque en ellos no se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

19. COORDENADAS POLARES

Cuando z, # 0, el teorema de la Secciéon 18 se reformula en coordenadas polares
mediante la transformacion de coordenadas (Sec. 5).

x =rcosf, y=rsend. (1]

Segiin escribamos

z=x+iy o z=ré (z # 0)

cuando w = f(z), las partes real e imaginaria de w = u + v se expresan en
términos de las variables x, y o de r, 6. Supongamos que existen en todas partes
las derivadas parciales de primer orden de u 'y de v con respecto a x ¢ y en algin
entorno de un punto no nulo z,, y que son continuas en ese punto. Las derivadas
parciales de primer orden con respecto a ry g tienen también esas propiedades, y
la regla de la cadena para la derivacion de funciones reales de dos variables reales
se puede usar para escribirlas en términos de las antedichas. Mas concretamente,
como

ou_dudx oudy u_oudx  udy
o “axor Tayor 00 oxd0  0yao

podemos escribir

u, = u,cos 9 + u,sen 0, uy = —u,rsen 6 + uyr cos 6. [2]
Analogamente,
v, = v, cos 0 + v,sen O, vy = —v, L sen 6 + v,r cos 6. 3]

Si las derivadas parciales con respecto a x € y satisfacen ademas las ecuacio-
nes de Cauchy-Riemann

U, = vy, U, = —Ux (4]
en z,, las ecuaciones [3] pasan a ser

v, = —u,cos 0 + u, sen ), v, = uyrsen 0 + urcost (5]

r

i
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en ese punto. Es claro entonces, de las ecuaciones [2] y [5], que

T T
r = r”os;uo = -0, [6]

en el punto z,.

Si se sa_be, por otra parte, que las ecuaciones [6] son validas en z,, es sencillo
probar (Ej. 7) que las ecuaciones [4] se cumplen en él. Las ecuaciones [6]
son por consiguiente, una forma alternativa de las ecuaciones de Cauchy-Rie-
mann [4].

Ya podemos reformular el teorema de la Seccion 18 en coordenadas polares.

Teorema. Sea la funcion

f(2) = u(r, ) + iv(r, 6)
definida en algun ¢ efztorno de u:n punto no nulo zy = ry exp (i0,). Supongamos
que las primeras derivadas parciales de las funciones u 'y v con respecto ary 6
existen en todos los puntos de ese entorno y son continuas en (ro, 0,). Entonces,

si esas derivadas parciales satisfacen la forma polar [6] de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en (ro, 0,), la derivada f’(z,) existe.

Aqui la derivada f"(z,) se puede escribir (ver Ej. 8)

f'(zo) = e_io(ur + iU,.), [7]

donde el miembro de la derecha ha sido calculado en (ry, 8,).

Ejemplo. Consideremos la funcion

Como

cos 8 :
> y U(’; e) = - > 0,
r

u(r, ) =

Las condici i i )
iciones del teorema se satisfacen en cualquier punto z = re® no nulo

del i i
si(’)npl[%?. Por tanto, la derivada de f existe en ellos, y de acuerdo con la expre-

f2) = e‘“’(—corsze + i 0) = _(_.}__ - _L

) 2 =
r re'®)? z2
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EJERCICIOS

*1

Usar el teorema de la Seccién 7 para probar que f'(z) no existe en ningiin
punto para

Q fA=% b f@=z-5 o f&=2x+ x4
d) fla) = e

Demostrar, mediante el teorema de la Seccion 18, que f'(z) y su derivada
f"(2) existen en todas partes, y calcular f”(z), para

a flo)=1iz+ 2 b) flz) =e %™V o fl@) = 25
d) f(z) = cos x cosh y — isen x senh y.

Sol. b) f"(2) = fz d)f'(&) = —f2).

De los resultados obtenidos en las Secciones 17 y 18, determinar donde
existe f'(z) y calcular sus valores, para

a) f@) =1z Bfe=x>+p% o)f(e=zImz
Sol. a)f'(®) = —1/22(z # 0 B f(x + ix) = 25 ) f(0) = 0.

Demostrar, con ayuda del teorema de la Seccion 19, que cada una de estas
funciones es diferenciable en el dominio de definicién indicado, y usar
entonces la expresion [7] para hallar f'(z):

@) f) =1 #0; b fl&)=/ré?(r>0 —n<6<mn)
¢) fz) =e cos(Inr) + ie"®sen (Inr)(r > 0,0 < 0 2m).
Sol. b) f'(2) = 1/[2f(@)); f'(@) = (@)=
Probar que cuando f(z) = x> + i(1 — y)? es legitimo escribir
f'2) = u, + iv, = 3x*

solo si z = i

Sean u y v las componentes real e imaginaria de la funcion f definida por las

ecuaciones
2
@)
=~ cuando z # 0,
fe) =< z
0 cuando z = 0.
Verificar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v, y u, = —v, se

satisfacen en el origen z = (0, 0). [Comparar con el Ejercicio 7 de la Secciéon
16, donde se demuestra que, a pesar de todo, f'(0) no existe.]
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Resolver las ecuaciones [2], Seccion 19, para u, y u, con el fin de probar que

sen 0 cos 6
s u, = u,sen 0 + u,

u, = u, cos 0 —

Usar entonces estas ecuaciones y las similares para v, y v, para demos-
trar que, en la Seccion 19, las ecuaciones [4] se cumplen en un punto z, si se
satisfacen en él las ecuaciones [6]. Completar asi la verificacion de que las
ecuaciones [6], Seccion 19, son las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma
polar.

Supongamos que una funcion f(z) = u + iv es diferenciable en un punto
no nulo z, = ro exp (if). Usar las expresiones halladas en el Ejercicio 7
para u, y v,, junto con la forma polar [6], Sec. 19, de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, para demostrar que f(zo) puede escribirse como

f’(zp) = e-iO(u' + iU,),

donde u, y v, se calculan en (r, 8,).

a) Con ayuda de la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
deducir la forma alternativa’

Flzo) = ;—‘ (g + ive)

de las expresiones para f(z,) en el Ejercicio 8.

b) Utilizar la expresion de f'(z,) obtenida en el apartado (@) para probar
que la derivada de la funcion f(z) = 1/z(z # 0) en el ejemplo de la
Seccion 19 es f'(z) = —1/2%

10. a) Recordemos (Sec. 3) que si z = x + iy, entonces

z+z z —Z
2i

Aplicando formalmente la regla de la cadena a una funcion de dos
variables, deducir la formula

0z oxoz  dyoz 2

OF O0Fodox o0Fdy 1 [(0F OF
—_— — —— + l p—— T
ox dy

b) Definamos el operador
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a sugerencia del apartado a), para probar que si las derivadas parcia-
les de primer orden de las partes real e imaginaria de una funcion
f(2) = u(x, y) + iv(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
entonces

7] .
a—é = 3{u, — v, + i(v, + u)] = 0.

Deducir asi la forma compleja df]0z = 0 de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann.

20. FUNCIONES ANALITICAS

Ya estamos preparados para introducir el concepto de funcion analitica. Una
funcion £ de la variable compleja z se dice analitica en un copjunto abierto si tiene
derivada en todo punto de ese abierto*. Cuando hablemos de una funcidén
analitica sobre un conjunto S que no es abierto, quedara sobreentendido que la
funcion es analitica en algun abierto que contiene a S. En particular, f es analitica
en un punto z, si es analitica en un entorno de z,.

Notemos, por ejemplo, que la funcion f(z) = 1/z es analitica en todo punto no
nulo del plano finito, mientras que la funcién f(z) = |z|? no es analitica en ningan
punto, porque s6lo admite derivada en z = 0, pero no en un entorno. (Ver
Ejemplo 2, Seccion 15).

[fjl:la funcion entera es una funcion que es analitica en todos los puntos del

_plano finito. Ya que la derivada inomio existe en todas p»aggg,ﬁ_tqéqi fl_b?

polinomios _son funciones enteras.

Si una funcioén no es analitica en un punto z, pero es analitica en algun punto
de todo entorno de z,, se dice que z,, €s un punto singular, o una singularidad, de f.
El punto z = 0 es obviamente singular para la funcion f(z) = 1/z. La funcion
f(2) = |z|?, por su parte, carece de singularidades, pues no es analitica en ningin
punto. :

Una condicién necesaria, pero en modo alguno suficiente, para que f sea
analitica en un dominio D es claramente la continuidad de f sobre D. El que se

cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann es también necesario, pero tampoco
suficiente. Los teoremas de las Secciones 18 y 19 dan condiciones suficientes de
analiticidad en D.

Otras condiciones suficientes atiles se obtienen de las formulas de derivacion
de la Secciéon 16. Las derivadas de la suma y del producto de dos funciones
existen siempre que ambas funciones tengan derivada. Asi pues, si dos funciones
son analiticas en un dominio D, su suma y su producto son analiticos ambos en D.
Analogamente, su cociente es analitico en D supuesto que la funcion del denomina-

* En la literatura se emplean con frecuencia los términos holomorfas y regulares para referirse a
las funciones analiticas.
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dor no se anule en ningun punto de D. En particular, el cociente P(z)/Q(z) de dos
polinomios, es analitica en cualquier dominio en el que Q) # 0.

Con la regla de la cadena para la derivada de una funcién compuesta encon-
tramos que una funcion compuesta de dos funciones analiticas es analitica. Ilustra-
remos esto mediante un ejemplo que involucra coordenadas polares.

Ejemplo. Si
fle) =z + 1y e = Jr e r>0 -1 <6< m),
z

entonces la composicion g[ f(z)] esta bien definida sobre cualquier dominio cuya

" imagen bajo la transformacion w = f(z) esté contenida en el dominio p > 0,

—n < ¢ < mdel plano w, donde w = pe'.

Consideremos, como ¢jemplo, el dominio D consistente en los puntos del
semiplano superior Im z > 0 del plano z que son exteriores al circulo |z| = 1.
Cuando w = f{(z), la imagen de D es el semiplano superior Im w > 0 del plano w
(véase Ej. 2, Sec. 10). Como la funcién g(w) = \/; 2?2 (p >0, —n< ¢ <m)
cuyos valores son raices cuadradas de w (Ej. 3, Sec. 9), esta bien definida sobre el
semiplano Im w > 0, la funcion compuesta g[ f(z)] esta evidentemente bien de-
finida sobre D. Ademas, como g(w) es analitica, con derivada g'(w) = 1/[2g(w)],
en el dominio Im w > 0 [ver el Ejercicio 4(b), Seccion 19], g[f(z)] es también
analitica en D. ‘

Notese que, de acuerdo con la regla de la cadena,

d U@ = —— (1 = 1)
Z 8@ = U@V @ = 37 (1 )

z

Concluiremos esta seccion con una propiedad esperada y especialmente util
de las funciones analiticas.

Teorema. Sif'(z) = 0 en todos los puntos de un dominio D, entonces f(z) es
constante sobre D.

Para demostrarlo, escribimos f(z) = u(x, ) + iv(x, y). Entonces, supuesto
que f(z) = 0 en D, observamos que u, + iv, = 0, y, a la vista de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, v, — iu, = 0. Por tanto,

€n cada punto de D.

"Ahora bien, u, y u, son las componentes x ¢ y del vector grad «, y la
Componente de grad u en un punto dado en una direccion concreta es la derivada
d'lreccional de u alli en esa direccion. Luego el que u, y u, sean siempre cero
Significa que grad u es siempre el vector cero, y por tanto que cualquier derivada
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direccional de u es cero. En consecuencia, u# es constante a lo largo de todo
segmento recto contenido en D, y como todo par de puntos de D se pueden unir
por un conjunto finito de tales segmentos unidos por los extremos (Sec. 8), los
valores de u en esos puntos han de ser iguales. Podemos concluir, pues, que existe
una constante real a tal que u(x, y) = a sobre D. Analogamente, v(x, y) = b, y se
sigue que f(z) = a + ib en todo punto de D.

21. FUNCIONES ARMONICAS

Una funcién real 4 de dos variables reales x € y se dice arménica en un dominio
dado del plano xy si sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de
primer y segundo orden, y satisfacen la ecuacion

hex(X, ¥) + hyy(x, ) = 0 [1]

La Ecuacién [1] se conoce como ecuacién de Laplace.
El préximo teorema es fuente de funciones arménicas y es fundamental en la
teoria de las funciones analiticas.

Teorema 1. Si una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es analitica en un dominio
D, sus funciones componentes u y v son armonicas en D.

Para demostrarlo necesitamos un resultado que se probara en el Capitulo 4
(Sec. 40), a saber, que si una funcion de una variable compleja es analitica en un
punto, entonces sus partes real € imaginaria tienen derivadas parciales de todo
orden en ese punto.

Supuesta f analitica en D, partimos de la observacion de que las derivadas de
primer orden de sus funciones componentes han de cumplir las ecuaciones de
Cauchy-Riemann sobre D:

» Uy = Uy [2]

Usx = Vyyy Uyy = —Uyxy. [3]
Del mismo modo, derivando en y se llega a
U, =0

Uyy = —Ugy. (4]

Pero por un teorema de Calculo avanzado* la continuidad de las derivadas

y yy?

* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., pp. 199-201, 1983,
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parciales de u y v asegura que u,, = u,, y v,, = Ux,. Luego de [3] y [4] se sigue
que

U + Uy =0 Yy v + 0, =0
Esto es, u y v son armoOnicas en D.
Ejemplo 1. Ya que las funciones

fl@) =22 = (x + iy)? = x* — y* + i2xy

g(z) = e*(cos y + iseny)

son enteras (Ejemplo 1, Seccion 18), también lo es su producto. Por el Teorema 1,
por tanto, la funcion

Re [f(g(d)] = [0 — »?) cos y — 2xy sen y]

\ L,
es armonica en todo el plano. -

Si dos funciones dadas u y v son armoénicas en un dominio D y sus derivadas
parciales de primer orden satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann [2] en D,
se dice que v es armonica conjugada de u. El significado de la palabra conjugada

-~ aqui es, claro esta, diferente del de la Seccion 3, donde se definié Z.

Es evidente que si una funcién f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es analitica en un
dominio D, entonces v es una armonica conjugada de u. Reciprocamente, si v es
una armoénica conjugada de u en un dominio D, la funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
es analitica en D. Esto es consecuencia del teorema de la Seccion 18. Enunciamos
este resultado como teorema.

Teorema 2. Una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es analitica en un dominio D.
Si.y sélo si v es una armonica conjugada de u.

El proximo ejemplo muestra que si v es armonica conjugada de u en algin
dominio, no es cierto, en general, que u sea arménica conjugada de v en él.

Ejemplo 2. Sean

u(x, y) = x> — y* 'y v(x, y) = 2xy.

Como son las partes real e imaginaria, respectivamente, de la funcion entera
f(z) = 22, sabemos que v es armonica conjugada de u en todo el plano. Pero u no
Puede ser armonica conjugada de v porque, segin el teorema de la Seccion 17,
la funcién 2xy + i(x> — »?) no es analitica en ningin punto. Dejamos como
ejercicio probar que si dos funciones u y v han de ser arménica conjugada una
de otra, ambas han de ser constantes.
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Es, no obstante, cierto que si v es arménica conjugada de u en el dominio D,
entonces —u es armonica conjugada de v en D, y reciprocamente. Eso se ve
escribiendo

@) = ulx, y) + iv(x, 3), —if(x) = v(x, y) — iu(x, y)
y observando que f(z) es analitica en D si y sélo si —if(z) es analitica alli.
En el Capitulo 8 (Sec. 75) demostraremos que una funcién u que es armoOnica
en un dominio de cierto tipo siempre tiene una arménica conjugada. Asi pues, en
tales dominios, toda funcién armoénica es la parte real de una funcién analitica,

Es también cierto que una arménica conjugada, cuando existe, es Gnica salvo
constantes aditivas.

Ejemplo 3. Tlustraremos ahora otro método para la obtencion de una arménica
conjugada de una funcién armoénica dada. La funcién

u(x, y) = y* — 3x%y ‘ [5]

se ve facilmente que es armonica en todo el plano xy. Para calcular una arménica
conjugada v(x, y) hagamos notar que

ux(x’ y) = —6xy
De manera que, en vista de la condicién u, = v,, podemos escribir
v,(x, y) = —6xy.

Manteniendo x fija e integrando los dos lados de esa ecuacion en ¥, encontramos
que

o(x, y) = —3xp* + $(x), ‘ (6]

donde ¢ es, por el momento, una funcién arbitraria de x. Como ha de cumplirse
u, = —v,, se sigue de [5] y [6] que

3y — 3x%2 = 32 — ¢/(x).

Luego ¢'(x) = 3x%, 0 sea ¢(x) = x> + ¢ donde ¢ es un namero real arbitrario.
Por tanto, la funcidén

v(x,y) = x> — 3xp®> + ¢

es una armonica conjugada de u(x, y).
La funcion analitica correspondiente es

J@ = (»* — 3x%) + i(x* — 3xp? + o). (7]
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Se comprueba sin dificultad que
f@@) =i + o).

Esta forma viene sugerida observando que cuando y = 0, la Ecuacién [7] se
convierte en

Sx) = i(x® + o).

Las funciones arménicas juegan un papel importante en Matematica Aplica-
da. Por ejemplo, las temperaturas en laminas delgadas, sin fuentes o sumideros de
calor, y cuyas propiedades térmicas no varien punto a punto en el plano xy son
arménicas. Una funcién V(x, y) es también armonica si representa un potencial
electrostatico que varia con x € y solo en una regién del espacio tridimensional
que esta libre de cargas. El uso de la teoria de funciones de una variable compleja
para hallar tales funciones armonicas se tratara en detalle en el Capitulo 9 y en
parte de los capitulos subsiguientes.

EJERCICIOS

"1. Aplicar el teorema de la Seccién 18 para comprobar que cada una de estas funciones
es entera:
a4 J2) =3x + y + i3y — x;

) fl&) =€ d) f(z) = (22 — 2e %™

b) f(z) = sen x cosh y + icos x senh y;

*2. Con ayuda del teorema de la Seccién 17, demostrar que estas funciones no son
analiticas en ninglin punto:

a fi&)=xy +iy, b) fl2) = €™
3. Explicar por qué la composicion de dos funciones enteras es entera. Idem para una

combinacion lineal ¢, fi(z) + c,f(z) de dos funciones enteras, donde ¢, y ¢, son
constantes complejas.

4. En cada caso, determinar los puntos singulares de la funcidn y explicar por qué la
funcién es analitica en todas partes excepto en esos ppptos:

4 2z +1 b 2?2 +i ) 22 +1 )
2 + 1) Z7-3%+2 9 CrE+ 2+

Sol. @)z =0,+ic)z= -2, —1

H

3. De acuerdo con el Ejercicio 4b), Seccion 19, la funcién

g(z) = \/; ei®2

r>0 —n<6<n)
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es analitica en su dominio de definicion, con derivada g'(z) = 1/[2¢(2)]. Probar que la
funcién compuesta g(2z —2+i) es analitica en el semiplano x > 1, con derivada
1/g(2z — 2 + i)

Sugerencia: Notese que Re 2z — 2 + i) > 0 cuando x > 1.

Usar los resultados de la Seccion 19 para verificar que la funcion

gz)=Inr + i0 r>00<86 < 2n)

es analitica en el dominio de definicion que se indica, con derivada g'(z) = 1/z.
Probar entonces que la funcion compuesta g(z* + 1) es una funcion analitica de z en
el cuadrante x > 0, y > 0, con derivada 2z/(z*> + 1).

Sugerencia: Obsérvese que Im (z2 + 1) > O cuando x > 0,y > 0.

Sea f(z) una funcién analitica en un dominio D. Demostrar que f(z) debe ser
constante en D si

a) f(2) es real para todo z en D;

b) ﬂ es analitica en D;
¢) |f(2)| es constante sobre D.
Sugerencia: Usar las ecuaciones de Cauchy-Riemann para probar a) y b). Para

probar c¢), ndtese que f—(z—) = ¢/f(z) si |f(@)| = ¢, donde ¢ # 0. A continuacitn,
usar (b).

Demostrar que u(x, y) es armonica en algin dominio y hallar una armonica conjuga-
da v(x, y), cuando

a) ulx, y) = 2x(1 — y);

¢) u(x, y) = senh x sen y;

B) ulx,y) = 2x — x* + 3xy%
d) u(x,y) = yl* + y?).

Sol. a)v(x,y) = x* — y* + 2y, ¢)v(x,y) = —cosh x cos y.

Probar que

a) sivy ¥V sonarménica conjugada de 4 en un dominio D, entonces v(x, »)y V(x, y)
difieren a lo sumo en una constante aditiva arbitraria;

b) si v(x, y) es armonica conjugada de u en un dominio D y ademas u es armonica
conjugada de v, entonces u(x, y) y v(x, y) deben ser constantes en D.

Sea f(z) = u(r, 0) + iv(r, 6) una funcién analitica en un dominio D que no incluye al
origen. Mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares (Sec. 19) y supuestas
continuas las derivadas parciales, demostrar que la funcion u(r, 6) satisface en D la
ecuaciéon diferencial

r2u, (r, 8) + rur, 0) + ug(r, 0) = 0,

que es la forma polar de la ecuacion de Laplace. Probar que lo mismo es cierto para la
funcién u(r, 6).

Verificar que la funcién u(r, 6) = In r es armonica en el dominio r > 0,0 <8 <2n
probando que cumple la forma polar de la ecuacion de Laplace, obtenida en el
Ejercicio 10. A continuacion, usar la técnica del Ejemplo 3, Seccion 21, pero con las

12.

13.

i

15

6
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ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares (Sec. 19), para deducir la armoénica conju-
gada v(r, 6) = 0. (Comparar con el Ej. 6).

Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funcién analitica en un dominio D, y consideremos
la familia de curvas de nivel u(x, y) = ¢, y v(x, y) = c,, donde ¢, y ¢, son constantes
reales arbitrarias. Probar que esas familias son ortogonales. Mas precisamente, de-
mostrar que si z, = (X, yo) €5 un punto en D que es comiin a dos curvas particulares
u(x, y) = ¢, y v(x, y) = ¢, ysi f'(zo) # 0, entonces las rectas tangentes a esas curvas
en (xo, yo) son perpendiculares.

Sugerencia: De las ecuaciones u(x, y) = ¢, y v(x, y) = ¢, se sigue que

ou 6ud_y ~0 ov

ou  Ou ov dy
6x+6ydx— Y o ax =0

de_

Probar que para f(z) = z2, las curvas de nivel u(x, y) = ¢, y v(x, y) = ¢, de las
funciones componentes son las hipérbolas indicadas en la Figura 25. Notese que son
ortogonales, como se describe en el Ejercicio 12. Obsérvese que las curvas u(x, y) = 0
y v(x, ¥) = O se cortan en el origen pero no son, sin embargo, ortogonales entre si.
{Por qué esta de acuerdo este hecho con el resultado del Ejercicio 12?7

/
]
!
|
|

Figura 25

Dibujar la familia de curvas de nivel de la funciones componentes u y v para
J(2) = 1/z, y comprobar la ortogonalidad descrita en el Ejercicio 12.

Rehacer el Ejercicio 14 en coordenadas polares.
Dibujar las familias de curvas de nivel de las funciones componentes de

z —1

f(z)=z+l

>

y observar como ilustra este caso el resultado del Ejercicio 12.



CAPITULO

TRES
FUNCIONES ELEMENTALES

Consideramos aqui varias funciones elementales estudiadas en el Calculo y defi-
nimos funciones correspondientes de una variable compleja. Mas concretamente,
definimos funciones analiticas de una variable compleja z que se reducen a las
funciones elementales del Céalculo real cuando z = x + 0. Comenzamos defi-
niendo la funcién exponencial compleja y la utilizaremos después para desarro-
llar otras.

22. LA FUNCION EXPONENCIAL

Si una funcion f de una variable compleja z = x + iy se ha de reducir a la
funcion exponencial usual cuando z es real, debemos exigir que

Six + 0) = ¢ [1]

para todo niimero real x. Ya que d(e*)/dx = e* para todo x real, es natural
imponer las siguientes condiciones:

fesentera y f(z) = f(z) para todo z. [2]
Como ya se apunt6 en el Ejemplo 1 de la Seccion 18, la funcion
f(2) = e*(cos y + isen y), [3]

con y en radianes, es diferenciable en todos los puntos del plano complejo y
S(2) = f(2). Luego esa funcion cumple las condiciones [1] y [2]. Puede probarse
ademas que es la unica funcion que las satisface (véase Ej. 17, Sec. 23); y escribi-
mos f(z) = €°. A veces, por conveniencia, usamos la notacién exp z en vez de e-.

Asi que la funcion exponencial del analisis complejo se define para todo z
como

e® = e*(cos y + isen y). [4]
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Como ya hemos visto, se reduce a la funcién exponencial usual del Calculo
cuando y = 0, es entera, y verifica la formula diferencial

d Z v
~ E e = e [5]
en todo el plano.

Notese que como se suele asignar el valor /e, o sea la raiz n-ésima positiva
dee,ae* cuando x = 1/n(n = 2,3,..)), el valor de la funcion exponencial compleja

e? es también {/; cuando z = 1/n(n = 2, 3, ...). Esta es una excepcion al convenio
(Sec. 7) que nos llevaria normalmente a interpretar e/ como el conjunto de todas
las raices n-ésimas de e.

Hagamos constar ademas que cuando z es imaginario puro, la Ecuacién [4]
se convierte en

€® = cos 6 + isen 6.
Esta es la formula de E_uler, introducida en la Seccién 6. Por tanto, la definicion
dada alli del simbolo ¢* coincide con la definicion [4].
La forma mas compacta
e = e*e? [6]
de la Ecuacion [4] hace muy facil comprobar la propiedad aditiva
(exp z,) (exp z,) = explz; + z,). (7]

A tal fin, escribimos z; = x; + iy, yz, = x, + iy,. Entonces, a la vista de la
expresion [6],

(exp 21)(exp 25) = (e¥'e™)(e™e™) = (e*ie™)(e™e™),
Pero x, y x, son ambos reales, y sabemos que (Sec. 6)
evig2 — i1ty
Luego
(exp zy)(exp z,) = o1 +*Deilv2+y2).

Y, puesto que (x; + x,) + i(y, + y,) = z, + z,, €l lado derecho de esa ultima

CCuacién pasa a ser exp (z, + z,), de acuerdo con [6]. La propiedad [7] queda
asi demostrada.

.(’)b.servese que, como e** 2™ = %2 y 2™ — 1 g funcién exponencial es
Periddica con periodo imaginario puro de 2ni:

exp (z + 2mi) = exp z para todo z. (8]
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Se deja como ejercicio demostrar que

exp z;

m = exp (z; — z). 9]

De esto y del hecho de que €® = 1, se sigue 1/e* = e % Otra identidad util es

(exp z)" = exp (nz) (n=20, %1, £2,..). [10]

23. OTRAS PROPIEDADES DE exp z
Escribamos la expresion e = e*e” en la Secciéon 22 como
€ =pe? dondep=¢ y ¢ =y [1]

El nimero p = e* es, naturalmente, positivo para cada valor de x, y de acuerdo
con [1] el médulo de e* es ¢ y un argumento de e es y. Es decir,

le*] = e* y arg(e) =y + 2nn n=20 +1, +2,..). [2]
Notese que al ser |e°| siempre positivo,
e’ # 0 para todo nimero complejo z. [3]

Supongamos ahora que w es cualquier punto no nulo del plano w. Es facil
probar que hay un nimero infinito de puntos en el plano z que satisfacen la
ecuacion

e =w [4]

Para ello, observemos que cuando z y w se escriben z = x + iy y w = pe’®(—n <
< ® < 7), la Ecuacion [4] se puede poner en la forma

e = pe'® [5]

Entonces, en vista de la afirmaciéon en cursiva de la Seccidn 6 relativa a la
igualdad de dos niimeros complejos en forma exponencial, * = pey = ® +
+ 2nm, donde n es cualquier entero. Como la ecuacion e* = p es la misma que
x = In p, se sigue que cuando w = pe’® (—n < ® < =), la Ecuacién [4] se
cumple si y solo si z toma uno de los valores

z=1Inp 4 i(® + 2nn) (n=0, %1, £2, ). (6]
Tales valores se indican a la izquierda en la Figura 26, ilustrando el hecho de que

la transformacion w = exp z es muchos a uno. Esa propiedad se debe, evidente-
mente, a la periodicidad de la funciéon exponencial (Sec. 22).
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¥ v
zt4ni @
w = pei®
z+2mi @ . P
i
1 v $
z=lnp+ide
0 x o [ u
Llddiiaiisiiii
—mi
z—2ni®
Figura 26. w = exp z.
Ejemplo. Deben existir, por ejemplo, valores de z tales que ¢ = —1. Para

hallarlos, escribimos —1 = 1¢'*, de modo que p = 1y ® = = en la expresion [6].
Asi pues, ¢ = —1 cuando

z=0Qn+ Vi (n=0+1, +2,.).

La afirmacion [3] nos dice que ningin valor de z satisface [4] para w = 0; asi
que es claro del parrafo precedente al ejemplo que el recorrido de la funcion
exponencial w = € es todo el plano w excepto el origen w = 0.

La expresion [6] nos dice ademds que la funcion

gw) = Inp + i® w # 0), [7]

donde w = pe'®(—n < ® £ n), satisface la condicion exp [g(w)] = w. Mas aln,
siun punto z = x + iy estd en la banda horizontal —n < y < = (Fig. 26), €* se
puede escribir &* = pe'®, donde p = ¢* y ® = y. Por tanto

g =lnEe®+iy=x+iy=z
cuando z esta en dicha banda. Las funciones g(w) y

fi@) = ¢ (—r < Imz £ m) [8]
son, por tanio, funciones inversas. Esto es, g[f(z)] = z y f[g(w)] = w. Esto
sugiere usar la Ecuacion [7] para definir el logaritmo de una variable compleja,
un concepto que desarrollaremos en las Secciones 26 y 27.

EJERCICIOS

L. Probar que

’ )
@ exp(2 + 3mi) = —e?;, b) exp o \/g(l + i)

4
¢) exp(z + mi) = —exp z.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.
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Explicar por qué la funcién 222 — 3 — z¢* + e~ % es entera.

Hallar todos los valores de z tales que
@ &=-2 b &f=1+3 o expRz—1) =1

Sol. @) z=I2+Q2n+ Hni (n=0, +1, +2, )
Qz=@ +ni (n=0 %1, +2,..).

Expresar |exp (2z + i) + exp (iz%)| en términos de x e y. Probar entonces que
lexp(2z + i) + exp(iz?)] < e¥* + e~ 2%,

Demostrar que [exp (z2)] < exp (|z]2).
Demostrar que |exp (—2z)| < 1siy sélo si Re z > 0.
Sea z cualquier namero complejo no nulo. Demostrar que si z = re', entonces

exp (Inr + i) =

Describir el comportamiento de exp (x + iy) cuando a) x tiende a — oo; b) y tiende
a oo.

Probar que
a) exp Z = EXp zpara todo z;
1,

0,
a) Probar que si ¢* es real, entonces Im z = nn(n = 0, +1,
b) Si e* es imaginario puro, jqué restriccion significa sobre 27

b) exp (iZ) = exp (iz) si y s6lo si z = nn, donde n =

l+
l+

2, ..
2,.).

H—
H—

Demostrar que la funcion e* no es analitica en ningan punto.

Probar de dos maneras que la funcidn exp (z2) es entera. ;Cual es su derivada?
Sol. 2z exp (z%).

Expresar Re (¢'/?) en términos de x e y. ;Por qué es armoOnica esta funcion en todo
dominio que no contenga al origen?

Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una funcidn analitica en el dominio D. Explicar por qué
las funciones

Ulx, y) = €7 cos v(x, y) Vx ) = 5 sen v(x, y)

son armoénicas en D y por qué V(x, y) es, de hecho, una armonica conjugada de
Ulx, y).

Verificar que

exp z,
T = exp(z; — z)),
exp z,

como se afirmo en la Seccion 22.
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16. Establecer la identidad (Sec. 22).
(exp 2" = exp (nz) (n =0, £1, +2,..)

del modo siguiente:

a) Probar, por induccion, que es valida paran = 0, 1, 2, ...

b) Verificarla para los enteros negativos recordando en primer lugar de la Seccion 7
quez’ = (z"Y)"(n = —1, —2,..)siz # 0y escribiendo (exp z)" = (1/exp z)™, donde
m = —n = 1, 2, ... Usar entonces el resultado de la parte a), junto con la propiedad
1/e* = e~ * (Sec. 22) de la funcién exponencial.

17. Supongamos que la funcién f(z) = u(x, y) + iv(x, y) satisface las condiciones [1] y
[2] de la Seccion 22. Seguir los pasos indicados para probar que f(z) debe ser la
funcion

f(z) = eX(cos y + isen y).

a) Obtener las ecuaciones u, = u, v, = vy usarlas a continuacion para mostrar que
existen funciones reales ¢ y ¢ de la variable real y tales que

ulx, y) = €¢(y) y olx,y) = eY(y)

b) Usar la armonicidad de u (Sec. 21) para obtener la ecuacion diferencial ¢'(y) +
+ ¢(y) = 0 y mostrar asi que ¢(y) = 4 cos y + Bsen y, donde 4 y B son na-
meros reales.

¢) Tras notar que y(y) = Aseny — Bcos y y que

u(x, 0) + iv(x, 0) = ¢*,
hallar 4 y B. Concluir que

u(x,y) = e*cosy y v(x,y) = e*seny.

24. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
La formula de Euler (Sec. 6) nos dice que

e* = cosx +isenx, e * = cosx — isenx
para todo niimero real x, y de esas ecuaciones se deduce que

e* — e ™ = 2isenx, € + e ™ = 2cos x.

Es natural, por tanto, definir las funciones seno y coseno de una variable comple-
ja z como sigue:

senz = ——— COS$z = —— — - [1]
1
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Notese que
sen (—z) = —senz y cos(—z) = cos z. [2]

Asimismo, cuando y es cualquier numero real, podemos usar las funciones hiper-
bolicas

u cosh —-éi._f.-_y
2 7 Y=

senh y =
aprendidas en el Calculo, para escribir
sen (iy) = isenh y y cos (iy) = cosh y. [3]
Las funciones seno y coseno son enteras por ser combinaciones lineales (Ej. 3

Sec. 21) de las funciones enteras e* y e~ 2, Conociendo las derivadas de estas
funciones exponenciales, hallamos de las ecuaciones [1] que

d d
e sen z = cos z, e COs z = —sen z. [4]
Ejemplo. Para probar que

2sen z; cos z, = sen (z; + z,) + sen (z; — z,), [5]

usando las definiciones [1] y las propiedades de la funcién exponencial, expresa-
mos en primer lugar

2 el'z1 _e—i21 eizz + e—izz
sen z, COS z, = 2 .
s =2 (S5 (55

El producto reduce el miembro de la derecha a

ei(21+zz) — e iz1tz2) etz _ e~ iz1—22)

2i + 2i ’

0 sea
sen (z; + z,) + sen (z, — z,);

y la identidad [5] queda establecida.

’

A partir de la [5] se deducen las siguientes, cuya verificacion dejamos como
ejercicio:

sen (z, + z,) = sen z, cos z, + COS z, $en z,, [6]
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cos (zy + z3) = cos z, cos z, — sen z, sen z,, [7]
sen? z + cos?2z = 1, ‘ 8]

sen 2z = 2 sen z cos z, cos 2z = cos® z — sen® z, [9]
sen (z + 12t'> = COS z. [10]

Las partes real e imaginaria de sen z y cos z se exhiben escribiendo z, = x y
z, = iy en las identidades [6] y [7], y consultando entonces las relaciones [3]:

sen z = sen x cosh y + i cos x senh y [11]
cos z = cos x cosh y — isen x senh y, [12]
donde z = x + iy. Unas cuantas propiedades importantes de sen z y de cos z se
siguen inmediatamente de esas dos ultimas expresiones. Notemos, por ejemplo,

que sen z bar y cos z bar son los conjugados de sen Z y cos z, respectivamente. El
caracter periodico de sen z y de cos z es también evidente:

sen (z + 27m) = sen z, sen (z + m) —sen z, [13]

cos (z + 2m) = cos z, cos(z + m) = —cos z [14]
Con ayuda de las expresiones [11] y [12], el lector puede probar que

|sen z|*> = sen? x + senh? y, [15]

|cos z|* = cos? x + senh? y. [16]

Es claro de esas dos ecuaciones que sen z y cos z no estan acotadas en valor
absoluto, mientras que los valores absolutos de sen x y de cos x son menores 0

iiguales que la unidad para todo namero real x.

Un valor de z para el cual f(z) = 0 se llama un cero de la funcién f. Los ceros
de las funciones seno y coseno son todos reales. En efecto,

senz=0 siysolosi z = nn n=0 +1, +2, ..) [17]
cosz=0 siysolosi z=(n+ 3)n (n=0 %1, £2,.) [18]
Comprobemos primero [17]. Esta claro que sen z = 0si z = nn, porque sen z

$¢ convierte en el seno usual del Calculo para z real. Para probar que no hay mas
©ros de sen z, supongamos que sen z = 0 y observemos como de la Ecuacién

[15] se desprende que

sen? x + senh? y = 0.
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Asi pues,
senx =0 vy senhy=0.

Evidentemente, pues, x = nn ¢ y = 0; es decir, z = nm. En cuanto al [18],
referimos ahora a la identidad [10] para concluir que cos z = 0 si y solo si
z = (-n/2) + nm (n = 0, £1, £2, ..). Este conjunto de valores de z es,
obviamente, ¢l mismo que el de la afirmacion [18].

Las otras cuatro funciones trigonométricas se definen en términos del seno y
del coseno por las relaciones usuales:

sen z Cos z
tan z = » ctgz = s
cos z sen z
[19]
1 1
sec z = » COSeC z = :
cos z sen z

Hagamos notar que tan z y sec z son analiticas en todas partes excepto en las
singularidades (Sec. 20) z = (n + ¥)n(n = 0, £1, £2, ..), que son los ceros de
cos z. Un argumento similar puede hacerse sobre ctg z y cosec z. Derivando el
lado derecho de [19], obtenemos las formulas de derivacion '

— tan z = sec? z 4 ctg z = —cosec? z
dz C dz ’
[20]
d
Z secz = sec z tan z, —-— COSeC z = —COSeC z Ctg z.
dz dz

La periodicidad de cada una de las funciones trigonométricas definidas por las
ecuaciones [19] se sigue facilmente de [13] y [14]. Por ejemplo,

tan (z + ®) = tan z. [21]

Las propiedades de la transformacién w = sen z son especialmente importantes
en las aplicaciones posteriores. El lector que desee en este momento aprender
algunas de ellas est4 suficientemente preparado para leer la Seccion 69 (Cap. 7,
donde se discuten.

EJERCICIOS

1. a) Verificar en detalle las expresiones [4] de la Seccion 24 para las derivadas de
sen z y cos z.
b) Sea f(2) una funcién analitica en el dominio D. Explicar por qué las funciones sen
f(z} y cos f(z) son analiticas alli. Escribiendo w = f(z), argumentar por qué

w dw
—senw = COSW——> —COSW = —sen w —-
dz dz dz dz

10.

11.
12.

13.

14,

18,
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Probar que e'* = cos z + i sen z para todo namero complejo z.

a) En la Seccion 24, intercambiar z, y z, en [5] y sumar entonces los miembros
correspondientes de la ecuacion resultante y de la Ecuacion [5], para deducir la
expresion [6] para sen (z; + z,).

b) Derivando cada miembro de la Ecuacion [6] en la Seccion 24, con respecto a z,,
verificar la expresion [7] de esa seccion para cos (z; + z,).

Mostrar como se deduce cada identidad trigonomeétrica [8], [9] y [10] de la Seccién
24 de una de las identidades [6] y [7] de esa misma seccion.

Usar la identidad [8] de la Seccién 24 para probar que
a) 1+ tan?z =sec?z; b)) 1 + ctg?z = cosec? z.
Establecer las formulas de derivacién [20], Seccion 24.

Deducir [15], Seccién 24, para |sen z|? y usarla entonces para probar que |sen z| >
|sen x|.

Deducir la expresion [16], Seccion 24, para |cos z|? y usarla entonces para demostrar
que |cos z| = |cos x|

Con ayuda de [15] y [16], Seccién 24, para |sen z|? y |cos z|?, probar que
a) |senh y| < [sen z| < cosh y; b) |senh y| < |cos z| < cosh y.

a) Usar las definiciones [1], Seccion 24, de sen z y cos z para probar que

2sen(z; + z,)sen (z; — z,) = cos 2z, — cos 2z,.

"b) Mediante la identidad obtenida en el apartado a), probar que si cos z, = cos z,,

entonces al menos uno de los nameros z, + z, y z; — z, es un multiplo entero
de 27.

Probar que sen Z y cos 7 no son funciones analiticas en ningin punto z.
Probar que

a) cos (iz) = cos (iz) para todo z;
b) sen (iz) = sen (iz) siysoOlosi z = nni

(n=0, £1, £2,.).

Demostrar de dos maneras que cada una de estas funciones es armonica en todo el
plano:

a) sen x senh y; b) cos 2x senh 2y.
Hallar todas las raices de la ecuacion sen z = cosh 4, igualando sus partes reales €
Imaginarias.

Sol. 2n+Hn +4i (n =0, £1, £2,..).

Hallar todas las raices de la ecuacion cos z = 2.

Sol. 2nm + icosh™! 2;estoes, 2nm + iln (2 + \/5) (n=0, %1, £2,.).
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25. FUNCIONES HIPERBOLICAS -

El seno y el coseno hiperbolicos de una variable compleja se definen como en una
variable real, es decir,
& —e’* P
senhz = ——— coshz = ———— [1]
2 2
Como ¢ y e”* son enteras, se sigue de [1] que senh z y cosh z son enteras.
Ademas,

i senh z = cosh z, j— cosh z = senh z. [2]
dz dz

-

Debido a la manera en que la funcién exponencial aparece en las definiciones
[1]y en las definiciones (Sec. 24)
eiz _ e—iz eiz + e—iz
senz = ———— COSZ = ———
2i 2
de sen z y cos z, las funciones seno y coseno hiperbolicas estan estrechamente
relacionadas a las funciones trigonomeétricas:

—i senh (iz) = sen z, cosh (iz) = cos z (31

—isen (iz) = senh z, cos (iz) = cosh z [4]

Diversas identidades en las funciones seno y coseno hiperbolicas, que se
siguen directamente de las definiciones [1], s deducen mas facilmente de propie-

dades ya conocidas de sen z y cos z, con ayuda de las relaciones [3] y [4].
Algunas de las identidades mas utiles son

senh (—z) = —senh z, cosh (—z) = cosh z, £5]
cosh? z — senh? z = 1, [6]
senh (z, + z,) = senh z; cosh z, + cosh z, senh z,, | 7
cosh (z; + z;) = cosh z, cosh z, + senh z, senh z, 81
y
senh z = senh x cos y + i cosh x sen y [9]
cosh z = cosh x cos y + i senh x sen y, [10]
|senh z|> = senh? x + sen’ y [11]
|cosh z|? = senh? x + cos? y, [12]

donde z = x + iy.
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Ejemplo. Para ilus,trar el n_létodo de demostracion sugerido, vamos a verificar la
identidad [11]. Seguin la primera de las relaciones [4], |senh z|{*> = |sen (iz)|>. Es
decir,

|senh z|?> = Isen (—y + ix)|?, [13]
donde z = x + iy. Pero por [15], Seccion 24, sabemos que
|sen (x + iy)|*> = sen? x + senh? y;
y €s0 NOs capacita para escﬁbif la Ecuacion [13] en la forma deseada [11].

En vista de la periodicidad de sen z y de cos z, se desprende inmediatamente
de las relaciones [4] que senh z y cosh z son periddicas con periodo 2ni. Ademas,
los ceros de senh z son z = nni (n = 0, £1, +2, ..); y los de cosh z son
z=@m+ Pri(n =0, £1, £2, ).

La tangente hiperbolica de z se define por la ecuacion

senh z
tgh z =
gLz cosh z (14]

y es analitica en todo dominio en que cosh z # 0. Las funciones ctgh z, sech z y
cosech z son las reciprocas de tgh z, cosh z, y senh z, respectivamente. Se
comprueba de forma rutinaria la validez de las siguientes formulas de derivacion,

que son las mismas que las vistas en Calculo para las correspondientes funciones
de una variable real:

d d

pA tgh z = sech? z, P ctgh z = —cosh? z, [15]
—sech z = —sech z tgh z i cosech z = h
e gh z, pE z = —cosech zctghz [16]

EJERCICIOS
1 (;?mproba,r las derivadas de sen z y cosh z anunciadas en las ecuaciones [2], Sec-
¢ion 25.
2. Demostrar que senh 2z = 2 senh z cosh z partiendo de

a) Las definiciones [1], Seccion 25, de senh z y cosh z.

b) La ifientidad sen 2z = 2 sen z cos z (Sec. 24) y usando las relaciones [3] de la
Seccion 25.

3. Mostrar coémo se siguen las identidades [6] y [8] de la Seccion 25 de las identidades
[8] y [7], respectivamente, de la Seccién 24.
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4. Escribir senh z = senh (x + iy) y cosh z = cosh (x + iy), y mostrar como se siguen
[9] y [10], Seccion 25, de las identidades [7] y [8], respectivamente, de esa seccidn.

5. Comprobar que senh(z + ni) = —senh z y cosh (z + mi) = —cosh z. A continua-
cion, probar que —

tgh (z + ni) = tgh z.

Verificar la expresion [12], Seccidn 25, para |cosh z|2
Probar que |senh x| < |cosh z| < cosh x usando a) la identidad [12], Seccion 25;
b) las desigualdades obtenidas en el Ejercicio 9b), Seccion 24.

&

8. Comprobar que los ceros de senh z y de cosh z son los indicados en la Seccion 25.

9. Utilizando los resultados probados en el Ejercicio 8, localizar todos los ceros y las
singularidades de la funcién tangente hiperbdlica.

10. Deducir las férmulas de derivacion [15], Seccién 25.
11. Hallar todas las raices de las ecuaciones

a coshz=14%  b) senhz=1; ¢) coshz = —2.

Sol. a)(2n + Hni (n =0, +1, +2,.); b) @n+ Pri (n =0, +1, +2, ).

12. ;Por qué es entera la funcién senh (¢*)? Escribir su parte real como funcidn de x e »,y
explicar por qué esa funcion debe ser arménica en todas partes.

26. LA FUNCION LOGARITMO Y SUS RAMAS

Sabemos por la Seccion 23 que para cualquier nimero no nulo dado w =
= pe'®(—n < ® =< 7), la ecuacidon e = w tiene raices

z=Inp + i(® + 2nn) (n=0,+1, +£2, ..
Luego, si escribimos
logw = 1Inp + i(® + 2nm) (n=0,+1, £2, .). [1
vemos que exp (log w) = w; esto motiva la siguiente definicion de la funcion
logaritmo (multivaluada) de una variable compleja.

La funcién logaritmo se define en los puntos no nulos z = r¢® (-m<@®=<n
del plano z como

logz=1nr + i(® + 2nn) (n=0, %1, +2,.). [2]

El valor principal de log z es el valor obtenido en la Ecuacién [2] cuandon =0,y
se denota por Log z. Asi pues,

Logz = Inr + i®, [3]
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O s€a

Logz = In|z| + iArgz (z # 0) [4]

Dr2nm )
Notese que ¢

log z = Log z + 2nmni (n=0, %1, £2,..).

La funcion Log z esta evidentemente bien definida y es univaluada cuando z # 0.
Se reduce al logaritmo natural usual del Calculo cuando z es un nﬁ{r}ero real
positivo z = r. Para verlo, basta escribir z = re', en cuyo caso la Ecuacion [3] se
convierte en Log z = In r; esto es, Log r = In r.

Ejemplo. Partiendo de [2] encontramos que

log 1 = 2nni n=20 +1, £2,.)

log (—1) = 2n + Dmi n=0+1, +2,.).
En particular, Log 1 = 0y Log (—1) = =i

Si z es un nimero complejo no nulo, con forma exponencial z = re®, entonces
0 toma uno de los valores 8 = ® + 2nn(n = 0, +1, +2,..);donde ® = Arg z.
Por tanto, la Ecuacion [2] es expresable en la forma

logz =1nr + i6. [5]
Esto es,
logz=1In|z| + iargz (z # 0). [6]

Si & denota cualquier ntimero real, y restringimos los valores de 8 en la expresion
[5] al intervalo a < 8 < o + 2z, la funcién

logz=1nr + i0 r>00a<86<a+ 2n), [7]

con funciones componentes

u(r,0) =Inr y o(r, 0 =6, \ 8]
es univaluada y continua en el dominio antedicho (Fig. 27). Notese que si la
funcion [7] hubiera de definirse sobre el rayo # = a, no seria continua en él.
Porque si z es un punto del rayo, hay puntos arbitrariamente cercanos al z en los
que los valores de v estan préximos a o y también otros en los que los valores de
v estan proximos a o + 27

T

i S A
1A\Z[+}&A1'§;}Z - lop 2 - InlZ21 t4 1
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La funcién [7] no s6lo es continua sino analitica en el dominio r > 0,
@ < 6 < o + 2nr, pues las primeras derivadas de u y de v son continuas alli y
satisfacen la forma polar (Sec. 19)

1 1
U™= — UV —Uy = —V
r r

de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Ademas, de acuerdo con la Seccidn 19,
d . (1 1
—_— 1 = —i 1 = —iof _ = —
PR ogz=1¢e¢"Uu, +iv,) =e (r + zO) 3
es decir,

d 1
1 == .
7, 108 2 . (z| > 0,0 < argz < o + 2m) [9]

En particular,

|

d
7 Log z = (z] >0, —# < Arg z < m). [10]

Figura 27

Una rama (o determinacién) de una funcion multivaluada f es cualquier
funcion univaluada F que sea analitica en algiin dominio en cada punto z del cual
el valor F(z) es uno de los valores f{(z). El requisito de analiticidad evita que se
tomen al azar valores de f para definir la F. Notese que para cada « fijo, la
funcion univaluada [7] es una rama de la funcién multivaluada [5]. La funcién

Logz=Inr + i® r>0—n <O < n) [11]

se llama la rama principal.

Un corte (de ramificacion) es una porcion de recta o de curva que se escoge
con objeto de definir una rama F de una funcién multivaluada £, Los puntos
sobre el corte de F son puntos singulares (Sec. 20) de F, y cualquier punto que es
comun a todos los cortes de f se llama un punto de ramificacién. El origen y el
rayo § = « constituyen el corte para la rama [7] de la funcidn logaritmo. El corte
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para la rama principal [11] consta del origen y del rayo ® = =. El origen es
evidentemente un punto de ramificacion de la funcién logaritmo.

27. OTRAS PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Varias identidades relativas a los logaritmos naturales de los numeros reales
positivos son validas, con ciertas modificaciones, para los nimeros complejos.
En primer lugar, sabemos desde el comienzo de la Seccion 26 que

exp (log 2) = z (z =0), (1]

sea cual sea el valor de log z que escojamos tras especificar z. No es cierto, sin
embargo, que log (¢”) sea siempre igual a z. Esto es evidente del hecho de que

log () tiene infinitos valores para cada z dado. Concretamente, como (Sec. 23)

e’ = e y arg(e®) =y + 2nn n=20 %1, £2, ).
siz = x + iy, vemos que

log (¢°) = In |e*] + iarg(e®) = x + i(y + 2nm),

log (¢%) = z + 2nmi (n=0,+1, +2, .). [2]

Ahora bien, si el niimero z = x + iy se restringe a la franja horizontal —n < y
< my se toman valores principales de la funcion logaritmo, vemos que

Log (¢*) = In |e?| + i Arg (¢) = x + iy.
Asi pues,
Log (¢*) = z (—n < Imz £ n). [3]
[Comparar con el ultimo parrafo de la Seccién 23, donde la funcién g(w) es, de
hecho, Log w.]
Sean ahora z, y z, dos nimeros complejos no nulos. Es sencillo ver que
log (z,z,) = log z, + log z,. [4]

Esta afirmacion, en la que aparece una funcion multivaluada, ha de ser inter-
pretada del mismo modo que la igualdad

arg (z,z,) = arg z, + arg z, [5]

fie la Seccion 5. Esto es, si se especifican valores de dos de los tres logaritmos
mvolucrados, existe un valor del tercero que satisface la igualdad [4].
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La demostracion de [4] se puede basar en [5] de la siguiente manera. Como
|z125] = |z4]lz,] y estos modulos son todos niimeros reales positivos, sabemos
por nuestra experiencia con logaritmos en el Calculo que

—

In|z,z,| = In|zy| + In |z,]|.
De esto y de la Ecuacién [5] se sigue que
In|zyz,| + iarg(z,z,) = (In [z,| + i arg zy) + (In |z,| + iarg z,). [6]
Finalmente, debido a la forma en que han de interpretarse [4] y [5], la Ecuacién

[6] es lo mismo que la Ecuacién [4].
Anélogamente, se puede demostrar que

log <§—1> = log z; — log z,. [7]

2
Ejemplo. Para ilustrar la igualdad [4], escribamos zy = z; = —1, con lo que
2,2, = 1. 81 se especifican los valores log z, = 7i y log z, = —mi, la Ecuacion

[4] se satisface obviamente cuando se elige el valor log (z,z,) = 0.
Notese que, para los mismos niimeros Z1 Y Z,,

Log(zyz) = 0 y Logz, + Logz, = 2

Asi que la igualdad [4] no es valida, en general, cuando log se sustituye en todas
partes por Log. Una observacion similar se aplica a [7].

Incluiremos aqui otras dos propiedades de log z que seran de especial interés
en la Seccion 28. Si z es un nimero complejo no nulo, entonces .
Z" = exp (n log 2) (n=20 %1, £2,..). [8]
para cualquier valor de log z que se escoja. Esto es, claro esta, una generaliza-
cion de la identidad (1) y se deduce de ella recordando (Sec. 22) 1a propiedad

(exp 2)" = exp (nz) de la funcién exponencial.
Es también cierto que cuando z # 0,

1
z'" = exp <; log z)

Es decir, el término de la derecha toma » valores distintos, y esos valores son las
raices n-ésimas de z. Para probarlo, escribamos z = r exp (i®), donde @O es el
valor principal de arg z. Entonces, a la vista de [2], Sec. 26, para log z,

1 .
exp <n log Z) =3 exp I:l ]n r + w],
n

n

=12 .). [9]

FUNCIONES ELEMENTALES 89

como k = 0, £1, +2, ... Asi pues,

oxp (% log Z> _ 2/ exp H% " 2"7“)] (k =0, £1, 2, ) [10)

Como exp (i2kn/n) tiene valores distintos s6lo cuando k = 0, 1, ., n — 1, el
miembro de la derecha de la Ecuacion [ 10] toma so6lo n valores. Ese lfldo derecho
es, en efecto, una expresion de las raices n-ésimas de z (Sec. 7),'a.s1 que ppede
escribirse como z'*. Esto establece la propiedad [9], que es valida asimismo
cuando n es un entero negativo (véase Ej. 17). .

Las transformaciones por medio de la funcion logaritmo juegan un papel
relevante en aplicaciones posteriores. El lector interesado.en conocer ’algunas
propiedades de tales transformaciones, realizadas tanto medlantc? la funf:lon loga-
ritmo como mediante la funcidon exponencial, posee ya el bagaje suficiente para
leer toda la Seccion 68 (Cap. 7), excepto el Gitimo ejemplo.

EJERCICIOS

1. Probar que

1 T,
b) Log(l —i)==-In2 — —i

T,
a) Log(—ei) =1 — 55 2 4

2. Comprobar quesin =0, +1, +2, ..,
a) loge =1+ 2nmi; b) logi = (2n + i,
o log(—1+/3i)=In2+ 20+ Hm.
3. Probar que
Log(l + i)* = 2 Log (1 + i)
pero que
Log (—1 + i)> # 2 Log (—1) + i).

4. Probar que

a) silogz =1Inr + i(r > 0, /4 < 6 < 9n/4), entonces log (izg = 2 log i;A
b) silogz =Inr + iB(r > 03n/4 < 6 < 11n/4, entonces log (i*) # 2 log i.

S. Probar que )
a) el conjunto de valores de log (¥} es(n + Hni(n = 0, +1, +2,..) y lo mismo es
cierto para 4 log i; . )
b) el conjunto de valores de log (i) no es el mismo que el de 2 log i.

6. Sabiendo que laramalogz =Inr + if(r > 0,0 < 0 < a + 2n) dela fupmon
logaritmo es analitica en todo punto z del dominio indicado, hallar su derivada
mediante derivacién de ambos lados de la identidad exp (log z) = z (Sec. 27) y
usando la regla de la cadena.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.
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Hallar todas las raices de la ecuacion log z = (n/2)i.

Supongamos que el punto z = x + iyestaenla banda)orizomal a<y<a+2n
Probar que cuando se usa laramalogz = Inr + i0(r > 0,0 < 0 < a + 2n) de
la funcioén logaritmo, log (¢?) = z.

Demostrar que si Re z; >0y Re z, > 0, entonces
Log (z,z,) = Log z; + Log z,.
Probar que para todo par de niimeros complejos no nulos z; y z,,
Log (z,z,) = Log z, + Log z, + 2Nmi

donde N tiene alguno de los valores 0, +1.
Verificar la expresion [7], Seccion 27, para log (z,/z,).

a) usando el hecho de que arg(z,/z,) = arg z; — arg z, (Sec. 5);

b) mostrando primero que log (1/z) = —log z(z # 0), en el sentido de que log (1/z)
y —log z tienen el mismo conjunto de valores, y usando entonces la expresion
[4], Seccion 27, para log (z,z,).

Eligiendo valores concretos no nulos de z, y z,, probar que la expresion [7], Seccion
27, para log (z,/z,) no es valida siempre si log se sustituye por Log.

Verificar la identidad [8], Seccion 27, escribiendo z = re’ en el lado derecho.
Probar que

a) la funcion Log(z — i) es analitica en todas partes, excepto en la semirrecta
y=1(x =0}
b) la funcidn

Log (z + 4)

22+ i

es analitica en todas partes salvo en los puntos +(1 — i)/\/f y en la porcion
x < —4 del eje real.

Demostrar de dos maneras distintas que la funcién In (x* + y?) es armonica en todo

dominio que no contenga al origen.

Probar que

Reflog(z — 1)] = 41n {(x — 1)® + ¥*] (z #1).

(Por qué debe cumplir esta funcion la ecuacion de Laplace cuando z # 1?

Demostrar que la propiedad [9], Seccion 27, sigue siendo valida para enteros n
negativos. Escribir, a tal fin, z/* = (z!/")~! (m = —n), donde n tiene cualquiera de
los valores negativos n = —1, —2, ... [véase Ej. 17b), Sec. 7], y usar que la propiedad
ya es conocida para los enteros positivos.
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18. Sea z un niimero complejo no nulo, escrito z = ré®(—n < ® = 7, y sea nun entero
positivo fijo (n = 1, 2, ...). Probar que todos los valores de log (z!/") vienen dados por
1a ecuacion

O + 2(pn + k)n

1
log (z!™) = - Inr + e

dondep =0, +1, £2, ..y k=0,1,2, .,n — 1 Entonces, tras escribir

1logz = 1lnr + iw,

n n n

donde ¢ = 0, +1, 2, .., demostrar que el conjunto de valores de log (z'/") es el
mismo que el de los valores de (1/n) log z. Asi pues, probar que log (z") = (}/n) log z,
donde, correspondiendo a un valor de log (z'™ en la izquierda, ha de se}ecqqnarse el
valor apropiado de log z en la derecha, y viceversa. [El resultado del Ejercicio 5a) es
caso especial de éste.]

Sugerencia: Usar el hecho de que el resto de la division de un entero por un
entero positivo n es siempre un entero entre 0y n — 1, inclusive; esto es, cuando se
especifica un entero n, cualquier entero g puede escribirse ¢ = pn + k, donde p es un
entero y k toma uno de los valores k=012 .,n— 1

28. EXPONENTES COMPLEJOS

Cuando z # 0y el exponente c es cualquier nimero complejo, la funcion z° se
define mediante la ecuacion

2 = exp (c log 2), (1]

donde log z denota la funcion logaritmo multivaluada. La Ecuacion [1] propor-
ciona una definicion consistente de z° en el sentido de que la ecuacion ya se sabe
que‘es valida (Sec. 27) parac = n(n = 0, £1, £2,.)yc = l/n(n= 1, £2,..)
La definicion de 2 viene, de hecho, sugerida por esas elecciones particulares de c.

Ejemplo 1. Las potencias de z son, por lo general, multivaluadas, como se ve al
escribir
i~% = exp (—2ilog i) = exp[—2i2n + ni] = exp[(4n + Dn],

donden = 0, +1, +2, ... Notese que, como la exponencial cumple 1/¢* = .e", los
dos conjuntos de niimeros 1/z° y z~ coinciden. Asi que podemos escribir

1

’Z—c = Z—c; [2]

y en particular,

L explén + Dm] (=0 1, £2,.)

121



92 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Si z = re” y a es cualquier niimero real, la rama

logz=Inr + if r>0a<6<a+ 2n

de la funcion logaritmo es univaluada y analitica en el‘ominio indicado (Sec. 26).
Cuando se usa esa determinacion, se sigue que la funcion z° = exp (c log z) es
univaluada y analitica en ese mismo dominio. La derivada de una tal rama de z*
se calcula poniendo

Lrot /(lo ) = log 2)] = =
& ® =g oplclonn) = lexplclog ] 7 =

exp (c log z)

= Cm—= cexp [(c — 1) log z]

y observando que el término final aqui es la funcion univaluada cz*~!, que esta
definida también en el dominio r > 0, ¢ < 8 < & + 2z Es decir,

dz‘—cz‘_1

— = (z| > 0,a < argz < o + 27) (3]

El valor principal de z° ocurre cuando log z se sustituye por Log z en la
definicién [17:

z* = exp (c Log z). [4]

La Ecuacion [4] sirve también para definir la rama (o determinacion) principal de
la funcién z° sobre el dominio |z| > 0, —n < Argz < =.

Ejemplo 2.  El valor principal de (— i) es

exp [ Log (—#)] = exp [i(—g 1)] = exp g

Ejemplo 3. La rama principal de z%/* se puede expresar

2 2 .
exp (g Log Z> = eXp <§ Inr + % l@) = i/r—2 exp (1232>

Es analitica en el dominior > 0, -7 < ® < 7, como puede verse directamente
del teorema de la Seccién 19.

De acuerdo con la definicion [1], la funcién exponencial con base ¢, donde ¢ es
cualquier nimero complejo no nulo, se escribe

¢ = exp (z log o). [5]

ﬁ i
B

’
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Notese que aunque € es en general multivaluada, segun la.de.ﬁnicién [5], }a
interpretacion usual de e* coincide con la eleccion del va}or principal dpl logarit-
mo. Porque exp (z Log ) = ¢, siendo el valor principal de log e igual a la

unidad. . 5 .
Cuando se especifica un valor de log ¢, ¢ es una funcion entera de z. En

efecto,

g— 2 = iz exp (z log ¢) = [exp (z log ¢)] log ¢;
yA

y esto demuestra que

4 & = *log c. [6]
dz

29. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
E HIPERBOLICAS INVERSAS

Las inversas de las funciones trigonométricas ¢ hiperbolicas pueden describirse en
términos de logaritmos. o .

Para definir sen~?! z, la funcion inversa del seno, escribimos w = sen” ~ z,
donde z = sen w. Es decir, w = sen”! z cuando

eiw — e~ iw
2i

zZ =

" Pongamos esta ecuacion en la forma

@P — 2iz(e™) — 1 = 0,
que es cuadratica en ¢™*. Despejando ™ [véase Ej. 20a), Sec. 7], encontramos que
e =iz + (1 — 232 (1]

donde (I — z?)Y? es, naturalmente, una funcion bivaluada de z. Tomarlldo

logaritmos en cada lado de la Ecuacion [1] y recordando que w = sen” "~ z,
llegamos a la expresion

sen~!z = —ilog [iz + (1 — z3)Y?]. 21

El proximo ejemplo ilustra el hecho de que w = sen~! z es multivaluada, con
infinitos valores en cada punto z.

Ejemplo. La expresion [2] nos dice que

sen" =) = —ilog(1 £ ﬁ).
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Ahora bien
log(1 + /2) =In(1 + /2) + 2nni (=0 %1, £2,.).
Y . |
log(1 —/2)=In(/2 -1+ @+ Vi (n =01, £2,..).
Ya que 4

1
I§ 2—1D)=h—=-In(1 2
n(/2 -1 %+¢§ n(l + /2,

entonces, los numeros
\

(-1 + /2) + nni (n=0,+1, +2 .).
" ‘constituye €l conjunto de valores de log (1 + ﬁ). Luego

sen~! (—i) = nn + i(—1y* ' In (1 + /2) (m=0,+1, +2, .).

Puede aplicarse la técnica utilizada al deducir la expresion [2] para w =
= sen"! z, para demostrar que

cos™'z = —ilog [z + i(1 — zH)'?] )
y que
_ i i+ z
tg’z=§10gi_z' [4]

Las funciones cos™! z y tg~! z también son multivaluadas. Si se usan ramas
especificas de las funciones raiz cuadrada y logaritmo, las tres funciones inversas
pasan a ser univaluadas y analiticas, puesto que son entonces composiciones de
funciones analiticas.

Las derivadas de esas tres funciones se hallan con facilidad de las expresiones
anteriores. Las derivadas de las dos primeras dependen de los valores elegidos
para las raices cuadradas:

1
P -1 Ry}
s = )" (5]
d -1
el -1, _ .
R 2
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La derivada de la tercera,

d -1
:z'?tg PETy 2 , 7]

no depende, sin embargo, de la forma en que se haga univaluada a la funcion.
Resulta ser

senh™! z = log [z + (22 + 1], (8]
cosh™! z = log [z + (2> — D'?], 9]
y
1 1+ z
o 1 ) 1
tgh™ z 2log1_z [10]

Finalmente, hagamos notar que otra notacion frecuente para las funciones
inversas es arcsen z, etc.

EJERCICIOS

1. Probar que cuando n = p, =1, £2, ..,

.a (1 + i) = exp [(—n/4) + 2nn] exp [(i/2) In 2];
b (—1Y® = exp [2n + 1)i].

2. Hallar el valor principal de
Q) & b [e2X—1—S3P% o (-
Sol. a)exp (—n/2); b) —exp (2n?); ¢) e"[cos (21In2) + isen(21In 2)].
3. Usar la definicion [1], Seccion 28, de z° para verificar que (—1 + \/51’)3’2 = + 2\/5.

4. Demostrar que el resultado del Ejercicio 3 se puede obtener escribiendo

a (-1+ ﬁ P2 =[(-1+ \/3 i)'21? y hallando primero las raices cuadradas

de —1 + /3i;

b (-1 + \/51')3/2 = [(—1 + ﬁi)3]‘/2 y elevando primero al cubo —1 + \/51

S. Probar que la raiz n-ésima principal de un nimero complejo no nulo z,, definida en la
Seccion 7, coincide con el valor principal de z}/", definido en la Seccion 28.

6. Probar que si z # 0 y a es un namero real, entonces |2°| = exp (a In |z]) = |z[%
donde se toma el valor principal de |z|*



9%

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Sea ¢ = a + bi un namero complejo fijo, con ¢ # 0, +1, +2, ..., y notese que i es
multivaluada. ;Qué restricciones hay que imponer sobre la constante ¢ para que los
valores de || sean todos iguales?

Sol. ¢ ha de ser real.

Sean ¢, d y z nimeros complejos, con z # 0. Demostrar que si todas las potencias
implicadas son valores principales, entonces

@ Vzf=z% b) (=" n=1,2.)5 ¢ 7= 2 d) =l
Usando la rama principal de Z/, hallar las funciones u(r, ) y o(r, ) cuando
2= u(r, 6) + iv(r, f).

Supuesto que existe f'(z), establecer la férmula de derivaciéon para d[c¢/ 9)/dz.

Hallar todos los valores de

a) tg7'Q2i); b tan”'(l + i)y o cosh™'(—1); d) tgh~10.

1 i
Sol. a) (n + 5)1: + Eln 3 (n

I
&~
H
I+
»

dynni (n =

L
I+
J—l
I+
N
S

Resolver la ecuaciéon sen z = 2

a) igualando las partes' real e imaginaria de cada lado.
b) usando la expresion [2], Seccion 29, para sen”! z

Sol. 2n+Hhn+iln@2+ /3) (n=0, +1, +2,.).

Resolver la ecuacion cos z = \/5

Deducir la formula [5], Seccion 29, para la derivada de sen~! z.
Deducir la expresion [4], Seccion 29, para tg”! 2

Deducir la formula [7], Seccion 29, para la derivada de tg™! z.

Deducir la expresion [9], Seccion 29, para cosh™! z.

CAPITULO

CUATRO

INTEGRALES

Las integrales son muy importantes en el estudio de funciones de una variable
compleja. La teoria de integracion que desarrollaremos en este caplgulo es nota-
ble por su elegancia matematica. Los teoremas son, en general, concisos y poten-

_ tes, y sus demostraciones muy sencillas casi siempre. La teoria tiene, ademas,

alti licaciones en Matematicas Aplicadas. .
mulgglf:ct?r podria pasar en este momento directamente al (_Dapitulf) 7, que trata
la forma en que diversas curvas y regiones se transfqm}an, bajo funcwpes elemqn-
tales, del plano z al plano w. Ello conduciria mas rapldarpente a un tipo espe.c1a1
de informacion (Cap. 8) que es 1til en la resolucion de’ ciertos proble}'nas fisicos
(Cap. 9). Debemos advertir, no obstante, que en el Capitulo 8 hay varias referen-
cias a este capitulo.

30. FUNCIONES COMPLEJAS w(f)

Con objeto de introducir las integrales de f(z) de un modo sencillo, copsidererrllos
primero derivadas e integrales de funciones complejas w(f) de una variable real .
Escribimos

w() = u(®) + iv(t), 1]

donde las funciones u y v son funciones reales de t.
La derivada w'(z), o d[w(#)]/dt, de la funcién [1] en un punto ¢ se define como

wi(t) = () + (), [2]

’ . - ] 7
supuesto que existe cada una de las derivadas «' y v’ en ¢.

97
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De la definicion [2] se sigue que, para cada constante compleja z, = xo + iy,
d d . .
=7 Lzow(0] = = [(%o + iyo)lu + )] =
d .
= = Lo — yot) + i(you + xg0)] =

d . d
=4 (xou — yov) + ’E(}’ou + xov) =

= (xotf — yov') + iyt + xo0) =
= (xo + o) + ). -
Esto es,

4 Lzl = 2w 0 [3)

Otras varias reglas aprendidas en el Calculo, tales como las de derivacion de
sumas y productos, se aplican igual que para funciones reales de ¢. Como sucede
con la propiedad [3], las verificaciones se basan en las correspondientes reglas
para las funciones reales. Una férmula de derivacion esperada, que se deducira
en los ejercicios, es

%em‘ = zye*%. 4]

Hay que decir, sin embargo, que no toda regla de derivaciéon del Calculo es
valida para funciones del tipo [1]. Supongamos, por ejemplo, que w(f) es con-
tinua en el intervalo a < ¢t < b; esto es, ambas, u y v son continuas alli. Aunque
w(?) exista cuando a < ¢ < b, el teorema del valor medio para la derivada ya

no es aplicable. Para ser exactos, no es necesariamente cierto que exista un
nimero c en el intervalo a < ¢ < b tal que

w)b — a) = wb) — w(a)

Porque, en tal caso, w'(#) nunca es cero, mientras que w(2r) — w(0)

Las integrales definidas de funciones del tipo [1] sobre intervalos
se definen como

Para verlo, basta considerar la funcion w(f) = e sobre el intervalo 0 < ¢ < 2=
a

0.
ft=s)b

J ’ w(t)dt = fbu(t) dr + iJ‘b v(?) dt [5]1

cuando las integrales individuales de la derecha existen. Asi pues,

b
Re f w(t)dt = r Re[w()]ldt y Im J ’ w(t)dt = f ' Im [w(f)]de. [6]

a a a a
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Ejemplo 1. Como ilustracion,

1 1 1
f (1+it)2dt=f (l—tz)dt+i‘[ 2tdt = % + i
1] 0 1]

De forma similar se deﬁne’nylgs’integrg!es impropias de w(¢) sobre intervalos
tados. ® ) L)

" f: existencia de las integrales de « y de v en la definicion [5] queda garan?i-
zada si esas funciones son continuas a trozos en el intervaloa < ¢ < b 'Es decir,
si son continuas en todos los puntos de ese interyalo, exceptg'qulzas en un
ntmero finito de puntos en los que, si bien discontlpua, la func1on' en cuestion
posee limites laterales. Naturalmente, solo se requiere en a el limite por la
derecha, y en b solo por la izquierda. Cuando tanto ¥ como v son continuas a
trozos, diremos que la funcidn w tiene esa propiedad. 5

Las reglas esperadas para integrar el producto de una fur}cu')n w(t).por un
ntimero complejo, o sumas de funciones, y para intercambiar limites de integra-
cion, son todas validas. Estas reglas, asi como la propiedad

r w(t)dt = fc w(t)dt + J. bw(t) dt,

son faciles de verificar sin mas que recordar las correspondientes del Calculo.
El teorema fundamental del Calculo sobre primitivas puede e{xtenderse a las
integrales del tipo [5]. Concretamente, supongamos que las funciones

wt) = u(t) + iv(t) 'y W = U@ + V(@)

son continuas en el intervalo a < t < b. Si W/({) = w(t) paraa < t £ b,

entonces U'(t) = u(t) y V'(t) = v(?). Por tanto, en vista de la definicion [5],

b b b
j w(?) dt U(t)] + iV(t)] =

a ja a

[U®) + iV(h)] — [U(a) + iV(a)]
Esto es,

a a

rw(t) dt = W(t):r = W(b) — W) 7

Ejemplo 2. Como d(e)/dt = ie",

/4 /4 .
f etdt = —ie“] = —ig"* 4+ i =
0 0

=—i(\/L§+—ﬁ>+i=—%+i(l——k>~
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Para establecer una propiedad basica de los valores absolutos de las integra-
les, tomaremos a < & y supondremos que el valor de la integral definida en la
Ecuacion [5] es un niimero complejo no nulo. Si r, es el moédulo ¥ 6, un argu-

mento de ese valor, entonces

* *b
( wdt = joet™,
v e

Despejando r,, se tiene

b
ro = f e~ oy dr” [8]

Como el lado izquierdo de esa igualdad es un nimero real, el derecho ha de ser
también real. Luego, usando el hecho de que la parte real de un numero real es
el propio namero y recordando la primera de las propiedades [6], vemos que el
miembro de la derecha en la Ecuacién [8] puede reescribirse asi:

b b . b
J. e Poydr = ReJv e ®owdr = J Re (e~ *°w) dtr.

a a a

Con ello, 1a Ecuacion [8] toma Ia forma

ro = f ' Re (e~ #ow) gr. 91
Ahora bien,
Re(e™w) < lew| = |e~| |w| = |w];
¥, en consecuencia, por la Ecuacién [9],
b
ro < f |w| dt.

Por tanto,

b
f' w(?) dt

Esta propiedad es claramente valida incluso cuando el valor de la integral es
cero, en particular cuando a@ = 5.

< fblw(z)ldt @a<b [10]
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Con ligeras modificaciones, la discusion precedente conduce a desigualdades

como
J w(t) dt

supuesto que existan ambas integrales impropias.

< r w(o)| e [11]

31. CONTORNOS

Se definen integrales de funciones complejas de una variable compleja sobre
curvas del plano complejo, en lugar de sobre intervalos de la recta real. En.esta
seccion introduciremos clases de curvas adecuadas para el estudio de tales inte-
grales. . . .

Un conjunto de puntos z = (x, y) en el plano complejo se dice que constitu-
yen un arco si

x=x(t), y=y@ (@a <t =0b), 1]

donde x(7) ¢ y(¢) son funciones continuas del parametro ¢. Esta definicion estable-
ce una aplicacion continua del intervalo a £ t < b en el plano xy, 0 plano z; y
los puntos imagen se ordenan por valores crecientes de t. Es conveniente descri-
bir los puntos de C por medio de la ecuacion

z = z(t) (@ =t <b), [2]
donde

z(t) = x(8) + iy(). [3]

El arco C es un arco simple, o arco de Jordan, si no se corta a si mismo; esto
es, C es simple si z(r;) # z(t,) cuando t; # t,. Cuando el arco C es simple
excepto por el hecho de que z(b) = z(a), decimos que C es una curva cerrada
simple, o curva de Jordan. ‘

La naturaleza geométrica de un arco particular sugiere a menudo notaciones
diferentes para el parametro ¢ en la Ecuacién [2]. Tal es el caso en los ejemplos
que siguen.

Ejemplo 1. La linea poligonal

[4]

{x+ix si O
Z=

x+i s 1

A TIA
A IIA

que consta de un segmento recto desde 0 hasta 1 + i, seguido de otro que va
desde 1 + j hasta 2 + i, es un arco simple.
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Ejemplo 2. El circulo unidad
z = ¢ ©0 <0< 29 [5]

en torno al origen es, por su parte, una curva cerrada simple, orientada en
sentido positivo (contrario al de las agujas de un reloj). También lo es el circulo

z =125+ Ré” (0= 6 £ 2m), [6]
centrado en el punto z, y de radio R (véase Sec. 6).
Un mismo conjunto de puntos puede constituirarcos diferentes.
Ejemplo 3. El arco
z=¢% 0< 0 < 2n) 71

no es el mismo que el descrito por la Ecuacion [5]. El conjunto de puntos es el
mismo, pero ahora el circulo se recorre en el sentido de las agujas de un reloj.

Ejemplo 4. Los puntos del arco
z = ¢ 0 <6< 2n [8]

son los mismos que los de los arcos [5] y [7]. El arco aqui definido difiere, no
obstante, de esos dos en que es recorrido dos veces en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Supongamos que las derivadas x'(¢) e y(¢) de las componentes de la fun-
cién [3], usada para describir el arco C, existan y sean continuas sobre todo el
intervalo a < ¢ < b. Bajo esas condiciones, C se llama un arco diferenciable. Se
sigue que, al ser la derivada de z() (Sec. 30)

Z(1) = X0 + 1y, 9]

la funcion real

12| = JI¥(OF + [y ()]
es integrable sobre el intervalo @ £ t < b, siendo la longitud del arco
b
' L = f |Z'(8)] dt. [10]

La expresion [10] sale de la definicion de longitud de arco en el Calculo.
Ni que decir tiene que la representacidon paramétrica usada para.C no es
Unica; y que el nimero L dado por la expresion [10] es invariante bajo ciertos
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cambios de dicha representacion, como cabia esperar. Mas precisamente, supon-
gamos que

t = ¢(7) @zt P [11]

donde ¢ es una funcion real que aplica el intervalo « < © < f sobre el interva-
loa <t £ b. Suponemos ¢ continua y con derivada continua. Supondremos
ademas que ¢'(r) > O para cada 7, lo que asegura que ¢ crece con 7. Con el
cambio de variable indicado en la Ecuacion [11], la expresion [10] para la
longitud de C toma la forma

B
L= j |Z[$(x)]|¢'(x) dr.

Luego, si C tiene la representacion
z = Z(1) = z[¢(7)] (@=s7=P) [12]
¢l hecho de que (Ejercicio 9)
Z'(7) = Z[¢()]1¢'(7) [13]

hace posible escribir [10] como

L= J"le’(r)ldr.

Asi pues, se obtendria la misma longitud para C si se usara la representa-
cion [12]. ' . '

Si la ecuacion z = z(f) (@ < ¢t £ b) representa un arco diferenciable y z(t)' #0
en todo punto del intervalo a < ¢t < b, entonces el vector tangente unitario

20
IRE(]

esta bien definido para todo ¢ de ese intervalo abierto, con angulo de inclinacién
arg z(1). Ademas, al girar T, lo hace de forma continua mientras el parametro ¢
varia sobre el intervalo a < t < b. Esta expresion de T es la que se aprende en
Calculo cuando se interpreta z(f) como un radio vector. Tales arcos se llaman
suaves. Al referirnos a un arco suave z = z(f) (@ < t < b), convenimos que la
derivada z'(r) es continua en el intervalo cerrado a £ ¢t < b y no nula en el
intervalo abierto a < t < b.

Un contorno, o arco suave a trozos, €s un arco que consiste en un numero
finito de arcos suaves unidos por sus extremos. Por tanto, si la Ecuacion [2]
representa un contorno, z(f) es continua y su derivada z'(f) es continua a trozos.
El arco poligonal [4], por ejemplo, es un contorno. Cuando sélo coinciden los
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valores inicial y final de z(#), un contorno C se llama un contorno cerrado simple.
Sirven de ejemplos los circulos [S] y [6], asi como el borde de un triangulo o de
un rectangulo, tomados con una cierta orientaciéon. La longitud de un contorno
0 de un contorno cerrado simple es la suma de las longitudes de los arcos suaves
de que consta.

Los puntos de cualquier curva cerrada simple o contorno cerrado simple C
son frontera de dos dominios distintos, uno de los cuales es el interior de Cyes
acotado. El otro, que es el exterior de C, es no acotado. Es conveniente aceptar
esta afirmacion, conocida como el teorema de la curva de Jordan, como geomé-
tricamente evidente; su demostracion no es sencilla*.

7
EJERCICIOS

1. Calcular las integrales siguientes:

.2 1 2 n/6 . oo
a) ——ijd; b eérdr;, ¢ e~ dr.
t
1 o 0
1 .

Sol. a) 3= i21n2; b) +

=%

1
i; ¢c) —(Rez > 0)
4 z

2. Probar que si m y n son enteros,
2 .
neinwe—inﬂdo = 0 si m#n,
0 2n si m = n.

3. De acuerdo con la definicién [5] de la Seccién 30,

x x ®
f PERD L N f e cosxdx + iJ €* sen x dx.
0 0 0

Evaluar las integrales de la derecha calculando las de la izquierda e igualando las
partes real e imaginaria de ambos miembros,
Sol. —(1 + €9/2,(1 + &")2.

4. Verificar las siguientes reglas de derivacién del modo propuesto.
a) Usando la regla correspondiente del calculo real, mostrar que

< 0T = 2w

cuando w(f) = u(f) + iv(z) es una funciéon compleja de una variable real 7 y w(t)
existe.

+

* Véanse pags. 115-116 del libro de Newman o la Seccidn 13 del de Thron, citados ambos en el

A.péndice 1. El caso especial en que C es un poligono cerrado simple se demuestra en las pa-
ginas 281-285 del Vol. 1 de la obra de Hille, citada en ese mismo apéndice.
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b) Usar la expresion e = ™' cos yot + ie* sen yyt, donde zy = xo + iy, €s un
numero fijo, para demostrar que

d
— & = 7,
dt °

5. Aplicar la desigualdad [10], Seccion 30, para probar que en todo valor x del interva-
lo —1 £ x £ 1, las funciones*

P(x) = %L (x + i /1 — x? cos 0y db n=012.)

satisfacen la desigualdad [P(x)| < 1.

6. Probar que si una funcion w(f) = u(f) + iv{f) es continua en un intervaloa < t < b,

entonces B \
a) J w(—tdt = f w(t) dr;
-b a
b 8
b) J w()dr = f wlo(1)1¢'(z) dr,

donde la funcidn ¢(r) es como se describe en la Seccion 31. )
Sugerencia: Estas identidades se pueden obtener observando previamente que
son validas para funciones reales de t.

7. Sea w(f) = u(t) + iv(f) una funcion compleja continua definida sobre un interva-
lo—azgt=2a )
a) Supongamos que w(f) es par; esto es, w(—¢) = w(f) en cada punto de ese inter-
valo. Probar que

Ja w(t)dt = 2 Ja w(r) dt.
0

~-a

b) Demostrar que si w(f) es una funcion impar, es decir, w(—1) = —w(f) en cada
punto ¢ del intervalo, entonces

'r w(t)dt = 0.

—-a

Sugerencia: En las dos partes de este ejercicio, usar la propiedad analoga para
integrales de funciones reales de ¢, que es graficamente evidente.

8. Sea w(r) una funcién compleja continua de ¢ definida en el intervalo a < ¢ < b.
Considerando el caso especial w(f) = & sobre ¢l intervalo 0 < ¢ < 2m, probar que
no siempre es cierto que exista un numero c en el intervalo a < t < b tal que w(c)

* Estas funciones son realmente polinomios en x. Se conocen como polinqmios de Legendre y
son importantes en Matematica Aplicada. Véase, por ejemplo, el Capitulo 4 del libro de Lebedev que
se cita en el Apéndice 1.
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veces b — a sea igual al valor de la integral definida de w(f) desde a hasta b.
En otras palabras, probar que el teorema del valor medio para integrales definidas
no es aplicable a tales funciones.

9. Comprobar la expresién [13], Seccion 31, para la derivada de Z(t) = z[¢(7)].

Sugerencia: Escribir Z(r) = x[¢(t)] + iy[¢()] y aplicar la regla de la cadena
para funciones reales de una variable real.

10. Supongamos que una funcién f(z) es analitica en un punto z, = z.(f) de un arco
diferenciable z = z(f) (a £ t £ b). Probar que si w(f) = f[z(#)], entonces

w(t) = f'[2()]2(0)
Ve

cuando ¢ = ¢,
Sugerencia: Escribir f(z) = u(x, y) + iv(x, y) y z(f) = x(t) + iy(#), de modo que
w(t) = ulx(1), y(] + iw[x(n), y(1)]).
Aplicar entonces la regla de la cadena para funciones de dos variables para escribir
wo=ux + uy + ivx + vy

y utilizar las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

32. INTEGRALES DE CONTORNO

Vamos ahora con las integrales de funciones complejas f de la variable compleja
z. Tales integrales se definen en términos de los valores f(z) a lo largo de un
contorno dado C, que va desde un punto z = z, a un punto z = z, del plano
complejo. Son, por tanto, integrales de linea, y sus valores dependen, en general,
del contorno C asi como de la funcion f. Se escribe

ff(z) & o f ” ) da,
C zy

siendo utilizada con frecuencia la ltima notacion cuando el valor de la integral
es independiente de la eleccion del contorno que une los dos puntos extremos.
Aungque la integral puede ser definida directamente como limite de sumas, preferi-
mos definirla en términos de una integral definida del tipo introducido en la
Seccion 30.

Supongamos que la ecuacion

z = z(f) (@<t b [1]

representa un contorno C, que se extiende desde z; = z(a) hasta z; = z(b). Sea
f(z) continua a trozos sobre C, es decir, f[z(f)] es continua a trozos €n el interva-
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lo a £ t £ b. Definimos la integral de linea, o integral de contorno, de f a lo
largo de C como sigue:

Lf (2)dz = J Sflz0]Z(9) . 21

Notese que al ser C un contorno z/(7) es también continua a trozos sobre el
intervalo a < t £ b; de modo que la existencia de la integral [2] queda garan-
tizada.

El valor de una integral de contorno es invariante bajo cambio de representa-
cién de su contorno, si el cambio es del tipo [12], Seccion 31. Esto puede verse
por el mismo procedimiento usado en la Seccion 31 para poner de manifiesto la
invariancia de la longitud de arco.

Asociado con el contorno C usado en la integral [2] esta el contorno —C,
con el mismo conjunto de puntos, pero recorrido en sentido contrario al de C,
de manera que el nuevo contorno se extiende desde el punto z, al z,. El contorno
— C admite la representaciéon paramétrica z = z(—1)(—b < t £ —a). Asi que

[ sere = [ econ--ma

donde z'(—1) denota la derivada de z(f) con respecto a ¢, evaluada en —¢. Tras
un cambio de variable en esta ultima integral [véase Ej. 6a), Sec. 31], encontra-
mos que

f f@)dz = —Jf(z)dz. (3]
=-C C

Supongamos que C consta de un contorno C,; desde z, hasta z;, seguido de
un contorno C, desde z; hasta z,, siendo el punto inicial de C, el punto final
de C,. Entonces exista un numero real ¢, con z; = z(c), tal que C, viene repre-
sentado por z = z() (@ £ t £ )y C, por z = z(#) (c £ t £ b). Como

c b
Lf(Z) dz = f flz01z () dt + f fLz(912(1) dt,
es evidente que

~[f(z)dz =J‘ f(2)dz + J f(2) d=. [4]
c ol C:

A veces, el contorno C se llama la suma de C; denotada por C, + C,. La suma
de dos contornos C, y —C, esta bien definida cuando C, y C, tienen el mismo
punto final, y se denota C, — C,.

Otras dos propiedades de las integrales de contorno se desprenden inmediata-
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mente de la definicion [2] y de propiedades de las integrales de funciones com-
plejas w(¢) mencionadas en la Seccion 30. A saber,

J; 20 f(2)dz = z, jcf(z) dz, [5]

para toda constante compleja zq, y
J [f(@) + g(2)] dz = f fl2) dz + f 8(2) dz. [6]
Finalmente, segun la definicion [2] precede{te y la propiedad [10], Sec. 30,

J f(2)dz
C

Asi, para cualquier constante no negativa M tal que los valores de f sobre C
satisfagan | f(z)] £ M,

b
< J |f[z(]2(@)] dt.

J f(z)dz
C

=M Ibli(t)ldt.

Dado que la integral de la derecha representa la longitud L del contorno (véase
Sec. 31), se deduce que el modulo del valor de la integral de f a lo largo de C
no supera a ML:

< ML. (7]

f f(2)dz

Es desigual estricta, claro esta, cuando los valores de f sobre C son tales que
/()| < M.

Notese que como todos los caminos de integracion considerados aqui son
contornos, y los integrandos funciones continuas a trozos definidas sobre esos
contornos, siempre existe un numero M como el que aparece en la desigualdad
[7]. Esto es debido a que la funcion real | f[z(#)]] es continua en el intervalo
cerrado acotado @ < ¢ < b cuando f es continua sobre C; y una tal funcion
siempre alcanza un valor maximo sobre ese intervalo*. Por tanto, | f(z)| tiene un
valor maximo sobre C cuando f es continua sobre él. Se deduce inmediatamente
que lo mismo es cierto si f'es continua a trozos sobre C.

En el Cilculo, las integrales definidas son interpretables como areas, aparte
de otras interpretaciones posibles. Excepto en casos especiales, no se dispone de
una interpretacion correspondiente, fisica o geométrica, de las integrales en el
plano complejo. Sin embargo, como se ha hecho constar ya, la teoria de integra-

* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3* ed., pp. 86-90, 1983,

INTEGRALES 109

cion en el plano complejo es extraordinariamente util tanto en las matematicas
puras como en las aplicadas.

33. EJEMPLOS

El propésito de esta seccion es ofrecer ejemp]qs de la definicion en la Sec. 32 fle
integrales de contorno, e ilustrar diversas propiedades antes mencionadas. Deja-
mos para la Sec. 34 el desarrollo del concepto de primitivas de los integrandos
f(2) en integrales de contorno.

Ejemplo 1. Hallemos el valor de la integral

1=J5¢ (1
C

T4
B L L

cuando C es la mitad derecha

) _r <T
z = 2¢ <2=6=2>

del circulo |z| = 2, desde z = —2i a z = 2i (Fig. 28). Ya que

A

6 —if 0 _ 0
e’ =e — v = ie",
Y @

v
2i
c
4] X
~2i ¢
Figura 28

la definicion [2], Sec. 32, nos dice que
/2 . . n/2
I= J 2e"2ie df = 4iJ df = 4mi.
—r/2 -xn/2

Notese que cuando un punto z esta sobre el circulo |z| = 2, se sigue que
zZ = 4, 0 sea, 7 = 4/z. Luego el resultado I = 4ni se puede reformular

Iﬁ=m [2]
C

Zz
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Ejemplo 2. En este ejemplo, denotemos en primer lugar por C, el contor-
no OAB que muestra la Figura 29, y calculemos la integral

f f@)dz = f f@)dz + J f(2) dz, (3]
Ci 0A AB
donde

f@@) =y — x — i3x? (z =x + i)

El tramo OA admite la representaciéon paramétrica z = 0 + yO0O=sy<1y
y como x = 0 en sus puntos, los valores de f alli varian con el parametro y de
acuerdo con la ecuacion f(z) =y (0 < y < 1). En consecuencia,

1 1 .
f f(z)dz=f yidy iJ ydy=i.
0OA ) 0o 0 2

Sobre el lado 4B,z = x + i (0 < x < 1); luego

1
f fe)dz = f 1—-—x~-i3x)dx =
AB 0

1 1 1
=f(l—x)dx—3i x2dx = = — |,
0 0 2

A la vista de [3], resulta

1 —
f f@ydz = 5 [4]
Ciy
y
A B
i [
Cl
C
0 x
Figura 29

~ Si C, denota el segmento OB de la linea y = x, con represehtacién paramé-
tricaz =x+ ix(0 < x < 1),
i

1
f @) dz = f —i3x*(1 + i)dx = 3(1 — i) flxzdx =1—i [5]
C2 0 0
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Evidentemente, pues, las integrales de f(z) a lo largo de los caminos C, y C,
toman valores distintos, pese a que ambos caminos tienen el mismo punto inicial
y el mismo punto final. '

Obsérvese que, en consecuencia, el valor de la integral f(z) sobre el contorno
cerrado simple OABO, o sea, C; — C,, es

J f2)dz — J f@)dz = ’12+ L
Cy C2

Ejemplo 3. Ahora empezamos denotando por C un arco suave arbitrario z = z(f)
(@ £ t £ b) desde un punto fijo z, a un punto fijo z,. Con el fin de calcular la

- integral

I= J zdz = J‘b z(t)z'(¢) at,
c

hagamos notar que, segin el Ejercicio 4a), Seccion 31,

d [z(0)]?
dr 2

= z()Z'(¢).
Asi pues,

I

O _ =07 - @)

T2 | 2 '

Ahora bien, z(b) = z, y z(a) = z,; luego I = (z3 — z?)/2. Habida cuenta de que
el valor de I depende solo de los puntos extremos de C, y es por lo demas
independiente del arco escogido, escribimos

z2 2 _ L2
J‘ zdz =2 2 Zl. [6]

1

(Comparar con el Ejemplo 2, donde el valor de una integral desde un punto a
otro dependia del camino elegido.)

La expresion [6] sigue siendo valida cuando C es un contorno no necesaria-
mente suave, ya que un contorno consta de un nimero finito de arcos suaves
Cotk = 1,2, .,n — 1), unidos por sus extremos. De forma mas precisa,
supongamos que cada C, va desde z, hasta z,, ;. Entonces

-1 52 2 22 2

n—1 —_ _—
fzdz:Z zdz=zz"“2 z"="2 , [7
C

=1 Jo k=1

siendo z, el punto inicial de Cy z, su punto final.
De [7] se concluye que la integral de f(z) = z a lo largo de cualquier contor-
no cerrado en el plano tiene valor cero. (De nuevo, a comparar con el Ejemplo 2,
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donde el valor de la integral de una funcién dada sobre un cierto camino cerrado
no era cero.) El problema de predecir si una integral sobre un contorno cerrado
sera cero se discutird en las proximas secciones. Esta cuestion es crucial en la
teoria de funciones de una variable compleja.

Ejemplo 4. Sea C el arco semicircular

z = 3e® 0=<6<n0
desde el punto z = 3 hasta el z = —3 (Fig. 30). Aunque la rama (Sec. 26)
flo) = Jre®? r>00<6<2n

Figura 30

de Ia funcién multivaluada z'/? no esta definida en el punto inicial z = 3 del
contorno C, la integral

= f 22 s
c

de la rama existe, sin embargo, porque el integrando es continuo a trozos sobre C.
Para verlo, observemos que cuando

2(0) = 3",

los limites de la derecha de las componentes real e imaginaria de la funcién

flz(0] = /3% = /3 cosg + i3 seng 0 <6 <n

en § = 0 son ﬁ y O, respectivamente. Por tanto, f[z(6)] es continua en el

intervalo cerrado 0 < 0 < = si se define su valor en & = 0 como \/3 Como
consecuencia,

I = f \/geio/23iei0 do = 3\/§lJ £139/2 do;
(1] o

. 2
f e'392 49 — %8139/2] = _5(1 + ).

0 z o
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Finalmente, entonces,
1= —2./30 + i

Ejemplo 5. Sea C el mismo contorno yz!/2 la misma rama de la funcion raiz
cuadrada que en el Ejemplo 4. Sin conocer exactamente el valor de la integral,
se puede probar ficilmente que

12
z
e dz
cz® +

Porque cuando z es un punto de C, |z| = 3;y se sigue que

212] = /3692 = /3

<3 3n
8

Il

22 + 1 z 2> — 1] = 8

en los puntos de C en los que el integrando esté definido. Por consiguiente, en
€so0s puntos,

donde M = \ﬁ/& Como la longitud del contorno es L = .37:, la cota apunciada
paré el modulo del valor de la integral es ahora consecuencia de la propiedad [7],
Seccion 32.

EJERCICIOS

Dados los contornos C y las funciones f de los Ejercicios 1 a 6, usar representa-
ciones paramétricas para C, o para los fragmentos de C, con el fin de calcular

f(2)dz.

(o]

L i) =(+2)zyCes

a) el semicirculo z = 2e‘:° 0<0=n);
b) el semicirculo z = 2¢ (n < 6 £ 2n);
¢) elcirculo z = 26 (0 < 0 < 2n).

Sol.

—~

a) —4 + 2ni; by 4 + 2mi; ¢) 4ni.
2. f(z) = z — 1y Cesel arco desde z = 0 hasta z = 2 dado por

a) el semicirculo z = 1 + €% (n < 6 < 2m);
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10.
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b) el segmento 0 £ x = 2 del eje real.

Sol. a) O b 0.

f(z) = mexp(@n2)y C es el contorno del cuadrado con vértices en los puntos 0, 1,
1 + ie i, orientado en sentido positivo.

Sol. 4(e™ — 1).
Ceselarcodesde z = —1 — ihastaz =1 + ialolargodelacurvay = x3% y
o=y 3530

Sol. 2 + 3i

f(z2) = 1y C es un contorno arbitrario desde el punto fijo z; hasta el punto
fijo z, en el plano, ambos arbitrarios.

Sol. z, — z,.

C es el circulo unidad |z| = 1, en sentido contrario al de las agujas de un reloj,

y f(z) es la rama
271 = exp[(—=1 + i) logZ] (zl > 0,0 < argz < 27)
de la indicada funcién potencia.
Sol.

Con ayuda del resultado del Ejercicio 2, Sec. 31, calcular la integral

J z"z" dz,
c

donde m y n son enteros, y C es el circulo |z]| = 1 en sentido positivo (contrario al
de las agujas de un reloj).

i1 — e %),

Evaluar la integral del Ejemplo 1, Seccion 33, usando para C la representacion:

z=,/4—y2+iy

Sea C el arco del circulo |z| = 2 que vade z = 2 a z = 2i en el primer cuadrante.
Sin calcular la integral, probar que

dz
czt -1
Sea C el segmento recto que vade z = i a z = 1. Teniendo en cuenta que el punto
mas proximo al origen, de entre los de ese segmento, es su punto medio, demos-

trar que
dz
cz*

n
< -
-3

<42

sin calcular la integral.

1L

12.

13.

14.

15.

16.
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Probar que si C es el contorno del triangulo con vértices en los puntos 0, 3i y —4,
con orientacion positiva, entonces

< 60.

J (e — 2)dz
C

Sean C, y C, los circulos z = Re (0 £ 6 = 2m)yz = zo + Re? (0 < 6 < 2m),
respectivamente. Usar estas representaciones paramétricas para probar que

J‘f(z)dz = J flz — zp)dz
c Co

cuando [ es continua a trozos sobre C.

Sea C, ¢l circulo |z — z5| = R, en sentido contrario al de las agujas de un rt?loj.
Usar la representacion paramétrica z = zo + Re? (—n < 0 < m) para C, con objeto
de deducir las siguientes formulas de integracion:

dz
?) cZ — %

2R
0 (z — zo)* tdz = i

= 2ni; b) j —z) tdz=0 (n=
Co

a

sen (an), donde a es cualquier nimero real distinto

c . -
de cero'J y donde se toman la rama principal del integrando y el valor principal de R"

Sea Cp ¢l circulo |z} = R(R > 1), recorrido en sentido positivo. Probar que

+ In R
J Logz | < 2(————)
e R

y que por tanto, ¢l valor de esa integral tiende a cero cuando R tiende a infinito.

Sea C, el circulo |z2| = p(0 < p < 1), orientado en sentido positivo, y sea, f(2) anali-
tica en el disco |z| £ 1. Probar que si 2712 representa una rama cualquiera de esa
potencia de z, entonces existe una constante no negativa M, independiente de p, tal
que

< 2xM./p.

Demostrar asi que el valor de la integral tiende a cero cuando p tiende. a cero.
Sugerencia: Puesto que f es analitica, y por tanto continua, en el disco |z| = 1,
es acotada alli (Sec. 14).

j z7Y2f(2) dz
C’

Sea C, el contorno del cuadrado formado por las rectas

1 1
i(N + E)n e y= i(N + E)n,

donde N es un entero positivo, con orientacion en sentido contrario al de las agujas
de un reloj (positiva).

x =
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@) Mediante las desigualdades
[senz| Z [senx| y |senz| = |senh y]|,

obtenidas en los Ejercicios 7 y 9 de la Seccién 24, mostrar que [sen z| = 1 sobre
los lados verticales del cuadrado, y que [sen z| > senh (n/2) sobre los horizon-
tales. Demostrar asi que existe una constante positiva 4, independiente de N, tal
que |senz| = 4 para todos los puntos z del contorno Cy.

b) Usando el resultado final de ), probar que

dz
2 sen
¢, ? z

y por tanto que el valor de esta integral tiende a cero cuando N tiende a infinito,

16
<
= @2N + D4

17. a) Supongamos que f(z) es continua sobre un arco suave C, con represen tacion
paramétrica z = z(f) (@ £ t < b); esto es, fLz(1)] es continua sobre el intervalo
a = t £ b. Demostrar que si ¢(z) (# £ 7 < B) es la funcién descrita en la
Seccion 31, entonces

) 8
J flz0)Z(n)dr = j S22 (1) dr,

donde Z(z) = z[¢(7)].

b) Argumentar como se sigue que la identidad obtenida en la parte a) permanece
valida cuando C es cualquier contorno, no ya necesaria mente suave, y f(z)
continua a trozos sobre C. Concluir de ello que el valor de la integral de f(2) a
lo largo de C es el mismo si se usa la representacion z = Z(r) (@ £ © £ f), en
lugar de la original z = z(f) (¢ £ ¢ < b) para calcularla.

Sugerencia: En a), usar el Ejercicio 6b), Seccion 31, y consultar entonces la
expresion [13] de esa seccion.

34. PRIMITIVAS

Aunque el valor de una integral de contorno de una funcién f(z) desde un punto
fijo z, hasta un punto fijo z, depende, por lo general, del camino elegido, hay
ciertas funciones cuyas integrales son independientes del camino. (Recordar los
Ejemplos 2 y 3 de la Sec. 33). Los ejemplos citados sirven para ilustrar también
que los valores de las integrales sobre caminos cerrados son a Veces, pero no
siempre, cero. El teorema que sigue es til a la hora de saber si la integracion es
independiente del camino y cuando una integral a lo largo de un camino cerrado
€s cero.

Al demostrar el teorema descubriremos una extension del teorema fundamen-
tal del Calculo que simplifica la evaluacién de muchas integrales de contorno.
Esa extension involucra la nocién de primitiva de una funcién continua en un
dominio D, o sea, una funcién F tal que F'(z) = f(z) para todo z en D. Notese
que una primitiva es, necesariamente, una funcién analitica, Y, asimismo, que
una primitiva de una funcién dada f es Gnica salvo una constante compleja
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aditiva arbitraria. Esto se debe a que la derivada de la diferencia F(z) — G(z)
entre dos primitivas cualesquiera es cero, y segin el teorema de la Seccidn 20,
una funcién analitica es constante en un dominio D si tiene derivada nula en él.

Teorema. Sea f(z) una funcion continua en un dominio D. Si cualquiera de
estas afirmaciones es verdadera, lo son también las demas:

a) f tiene una primitiva F en D;

b) las integrales de f a lo largo de contornos contenidos en D que unen dos
puntos fijos z, y z, tienen todas el mismo valor;

c) las integrales de f a lo largo de cualquier contorno cerrado contenido en D
tienen todas el mismo valor.

Notese que el teorema no afirma que alguna de esas propiedades sea valida
para una f dada en un cierto dominio D. Lo que afirma es que las tres son

.simultineamente validas o falsas. Para demostrar el teorema es suficiente probar

que a) implica b), que b) implica c), y que, finalmente, c) implica a). ‘

Supongamos que a) se cumple. Si un contorno C desde z, hasta z,, contenido
en D, es un arco suave, con representacion paramétrica z = z(¢) (@ £ ¢t < b),
sabemos por el Ejercicio 10, Seccion 31, que

A

%F (0] = F'lz2)]Z'() = fLz(]Z(2) (@=1t2h)

Por el teorema fundamental del calculo, extendido para funciones complejas de
una variable real (Sec. 30), deducimos que
b b
Jf(Z) dz = J flz1Z()dt = F [2(t)]:| = F[z(b)] — F[z(a)].
C a a
Como z(b) = z, y z(a) = z,, el valor de esta integral de contorno es F (z,) — F(z,);

y ese valor es ciertamente independiente del contorno C, en tanto en cuanto esté
contenido en D y una z, con z,. Es decir,

f " Sz = F(z)]“ = F@zy) - F(z) 1]

Z1

Este resultado es valido también, claro esta, cuando C es un contorno arbitrario,
o necesariamente suave, contenido en D. El argumento para esto es esencial-
mente idéntico al del Ejemplo 3, Seccién 33. Concretamente, si C consta de un
numero finito de arcos suaves C, (k=12 .,n— 1),cada C, yendo de z, a
Zk+1, €ntonces
n—1 n—1
If(z)dz = Z j f@dz = Y [Flzs1) — F(z)] = F(z,) — F(zy).
c k=1 Jc,

k=1

Queda asi visto que a) implica b).
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Para ver que b) implica c), sean z, y z, dos puntos cualesquiera de un con-
torno cerrado C contenido en D, y tomemos dos caminos, ambos con punto
inicial z, y punto final z,, tales que C = C, — C, (Fig. 31). Supuesto que la
afirmacion b} sea satisfecha, podemos escribir

J fl2)dz = f f2)dz, (2]
Ci C2

0 sea
f f2)dz + J f@)dz = 0. [3]
C -C2

Esto es, la integral de f(z) a lo largo del contorno cerrado C = C; — C, tiene
valor cero.

Figura 31

Falta probar que ¢) implica a). Para ello, suponiendo que ¢) es cierto, demos-
traremos la validez de b), y después concluiremos a). Para ver que b) es cierto,
sean C, y C, dos contornos cualesquiera contenidos en D, de un punto z, a otro
z,, y observemos que, en vista de c), la Ecuacion [3] se satisface (véase Fig. 3).
Luego la Ecuacion [2] se cumple. La integracion es, por tanto, independiente del
camino en D; y podemos definir la funcion

Fo) = f " f(s) ds

sobre D. La demostracion del teorema quedara completa una vez que mostremos
que F'(z) = f(z) en todo punto de D. Hacemos esto tomando un punto z + Az,
distinto de z, en un entorno de z suficientemente pequeiio para que esté contenido
en D. Entonces

Fiz + A2) — F@@) = rmf(s) ds — f " fs)ds = f e as

donde se puede escoger como camino de integracion desde z hasta z + Az el
segmento recto (Fig. 32). Como
z+Az
J ds = Az

z
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(véase Ej. 5, Sec. 33), podemos escribir

z+Az

10 =4 [ reds

z

y se sigue que

_ z+Az
Fe+ 89 - F0) o L J L/ - f@1ds.

z

Ahora bien, f'es continua en el punto z, de modo que para cada ¢ positivo, existe
un numero 6 positivo tal que

|f(s) — f(z)] < & siempre que |s — z| < 6.

En consecuencia, si el punto z + Az se toma suficientemente proximo al z como
para que |Az| < 4, entonces

F(z + Az) = F(2) - fo)| < Lemzl = g

Az |Az|

es decir,
lim TE A9 = F@ _ fp
Az—0 Az

0 sea, F'(z) = f(2).
s siguientes ejemplos ilustran el teorema y, en particular, el uso de la
férmula [1].

Ejemplo 1. La funcion continua f(z) = z? tiene una primitiva F(z) = z3/3 en
todo el plano. Luego

1+ 371 +i 2
f 22d2=z—] =§(1+i)3=§(—1+i)

0 3 0

Para todo contorno desde z = O hastaz = 1 + i
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Ejemplo 2. La funcion 1/z2, que es continua en todo plano complejo, salvo en
el origen, admite primitiva —1/z en el dominio |z} > 0. Por tanto,

2d; 111
zlzz_ Zzl_zl 22

para cualquier contorno de z; a z, que no pase por el origen. En particular,

dz
L?‘"

cuando C es el circulo z = 2¢” (—n £ 8 < =) en torno del origen.

Notese que la integral de la funcion f(z) = 1/z a lo largo del mismo circulo
no se puede calcular por el mismo método. Aunque la derivada de cualquier rama
F(z) de log z es 1/z (Sec. 26), F(z) no es diferenciable, ni siquiera esta definida, a
lo largo de su corte de ramificacion. En particular, si se usa como corte un rayo
6 = o partiendo del origen, F'(z) no existe en el punto en que ese rayo intersecta
al circulo C. Asi que C no estd contenido en un dominio sobre el cual F'(z) =
= 1/z, y no podemos hacer uso directo de una primitiva.

(z; # 0,2, # 0)

Ejemplo 3. Sea D el dominio |z| > 0, —n < Argz < =, que consta del plano
complejo excluyendo el origen y el eje real negativo. La rama principal Log z de
la funcién logaritmo sirve como primitiva de la funcién continua 1/z sobre D.
Por tanto, podemos escribir

2i dZ 2i
J — = Log z—J = Log(2i) — Log(—2i) = =i
—2i -2i

cuando el camino de integracion desde —2i hasta 2i es, por ejemplo, el arco

z = 26" (—g§6§;>

del circulo del Ejemplo 2. (Comparar con el Ej. 1, Sec. 33, donde esta integral
se calculd usando la anterior parametrizacion para el arco.)

¥

Ejemplo 4. Usaremos una primitiva para calcular la integral

J z12 dz [4]
C
sobre un contorno C dado, donde

12 = \/;ew/z

(r>00<86 < 2n [5]
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y
Cl

Figura 33

@\

y donde, excepto los puntos extremos z = +3, C,, estd por encima del eje real
(Fig. 33). Aunque el integrando es continuo a trozos sobre C;, y por tanto la
integral existe, la rama de z'/2 no esta definida sobre el rayo 6 = 0, en particular

en el punto z = 3. Pero otra rama,
n 3n
>0 —= =)
(r 5 <8< 2>

si esta definida y es continua en todo C;. Los valores de f,(z) en todos los puntos
de C,, excepto en z = 3, coinciden con los de nuestra integral [5], de modo que
el integrando puede sustituirse por f(z). Puesto que f(z) admite como primitiva
la funcion

fi(2) = Jr €

2 2 .
F(z) = 523/2 =3 re'3o2 (r > 0, —g <0< %’E),

podemos escribir

3 3
L e = f he)dz = Fl(z>] = 2,/3(° — &) = 2/3(1 + 9.
1 -3 -3

(Comparar con el Ejemplo 4, Sec. 33.)

) La integral [4] a lo largo de cualquier contorno C, por debajo del eje real
tiene otro valor. Alli podemos reemplazar el integrando por la rama

n St
0. = it
(r>,2<0<2>,

cuy9§ valores coinciden con los de la rama [5] en el semiplano inferior. La
funcién analitica

£(2) = \/;eiO/Z

N

2
F, = 232 _ % i36/2 n 5n
2(2) 3 2 37Vre <r>0,§<0<—2)
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es una primitiva de f;(z). Asi que

J A2 gy = J‘3 £ dz = Fz(z):r _ 2\/§(e‘3" — 372 = 2\/5(_1 + i),
C2 -3 -3

Se sigue que Ia integral de la funcién (5) a lo largo del contorno cerrado
C, — C; toma el valor

2/3(=1 + i) — 2./3(1 + i) = —4,./3.

35. EL TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

En la Seccidén 34 hemos visto que si una funcion continua admite primitiva en un
dominio D, la integral de f(z) a lo largo de cualquier contorno cerrado C
contenido por completo en D tiene valor cero. En esta seccién presentamos un
teorema que da otras condiciones sobre f que garantizan que el valor de la
integral de f{(z) a lo largo de un contorno cerrado simple (Sec. 31) es cero. Este
teorema es crucial en la teoria de funciones de una variable compleja, y veremos
algunas extensiones, en ciertas clases especiales de dominios, en la Sec. 38.

Sea C un contorno cerrado simple z = z(¢?) (a £ t < b), descrito en sentido
positivo (contrario al de las agujas del reloj), y supongamos que f es analitica en
todo punto interior a C y sobre los puntos de C. De acuerdo con la Seccién 32,

b
Lf (2)dz = J Sflz()]Z'(9) dr; (1]

y si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) y z(f) = x(?) + iy(2), el integrando de la derecha
en la expresion [1] es el producto de las funciones

ulx(®), y(0] + iwlx(d), 1, X + iy ()
de la variable real ¢. Asi pues,

ff(z) dz = fb(ux’ — vy)dt + in(vx + wy')dt. [2]
(o} a a

En términos de integrales de linea de funciones reales de dos variables reales, se
tiene que

Jf(z)dz=J‘udx—vdy+iJ‘vdx+udy. [3]
c c c

Notese que [3] puede obtenerse formalmente sustituyendo f(z) por u + vy dz
por dx + idy en la izquierda y desarrollando el producto. La expresion [3] es
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véalida también, claro esta, cuando C es cualquier contorno, no necesariamente
simple y cerrado, y f{z(?)] es solo continua a trozos sobre él.

Recordamos a continuacion un resultado de Calculo avanzado que nos per-
mite expresar las integrales de linea en la derecha de la Ecuacién [3] como
integrales dobles. Concretamente, si dos funciones reales P(x, y) y Q(x, y), junto
con sus derivadas parciales de primer orden, son continuas en la regién cerrada
R que forman los puntos interiores a C'y los puntos de C, el teorema de Green

asegura que*
J Pdx + Qdy = JJ;(Q,C — P)dxdy.
(o)

Pues bien, como f es continua en R, por ser analitica, las funciones u# y v son
también continuas en R. Analogamente, si la derivada f’ de f es continua sobre
R, lo son, asimismo, las primeras derivadas parciales de u y v. El teorema de
Green nos capacita para reescribir la Ecuacion [3] como

Jf(z)dz = J‘J‘ (—vy — u)dxdy + lJf (u, — vy)dxay. [4]
c R R

Pero, a la vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
Uy = Uy Uy = —0y,

los integrandos de estas dos integrales dobles son cero en R. Asi pues, cuando f
es analitica en R y ' es continua alli,

Jf(z)dz = 0. [5]
c

Este resultado fue obtenido por Cauchy en la primera mitad del siglo xix.

Notese que una vez establecido que el valor de esa integral es cero, la
orientacion de C es irrelevante. Esto es, [5] es valida también si C se toma en
sentido negativo (el de giro de las agujas del reloj), ya que

j‘f(z)dz = —J f(eydz = 0.
c -c

Goursat** fue el primero en demostrar que la condicion de continuidad sobre
S’ se puede omitir. Tal omisién es importante y nos permitira probar, por ejem-
plo, que la derivada f’ de una funcién analitica f es analitica, sin tener que
suponer la continuidad de f, que se sigue como consecuencia. Ahora enunciamos

* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., p. 457, 1983.
** E. Goursat (1858-1936).
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la version modificada del teorema de Cauchy, conocida como teorema de Cauchy-
Goursat.

Teorema. Si una funcion f es analitica en todos los puntos interiores a un
contorno cerrado simple y sobre los puntos de C, entonces

Jf(z)dz = 0.
c

La demostracion se presenta en las dos proximas secciones donde, para fijar
ideas, supondremos que C estd orientado positivamente. El lector que quiera
aceptar este teorema sin demostracion puede pasar directamente a la Seccion 38.

36. UN LEMA PRELIMINAR

Comenzaremos formando subconjuntos de la region R que constan de los puntos
de un contorno cerrado simple C positivamente orientado, junto con los puntos
interiores a C. Para ello, trazamos rectas uniformemente espaciadas paralelas a
los ejes real e imaginario, tales que la distancia entre rectas verticales sea igual
que entre horizontales. Asi formamos un nimero finito de subregiones cuadradas
cerradas de modo que cada punto de R esté en al menos una subregion de ésas y
cada subregion contiene puntos de R.

Nos referiremos a esas subregiones cuadradas sencillamente como cuadrados,
teniendo siempre en cuenta que por un cuadrado queremos decir un contorno
junto a los puntos interiores a éL. Si un cuadrado particular contiene puntos que
no estan en R, suprimimos esos puntos y llamamos a lo que queda un cuadrado
parcial. De este modo, recubrimos la regiéon R con un niimero finito de cuadrados

y cuadrados parciales (Fig. 34), y nuestra demostracién del proximo lema se
inicia con este recubrimiento.

Lema. Sea f analitica en una region cerrada R constituida por los puntos
interiores a un contorno cerrado simple positivamente orientado C Jjunto con los
puntos del propio C. Para todo nimero positivo ¢, la region R puede ser
recubierta con un nimero finito de cuadrados y cuadrados parciales, indicados

por j = 1,2, ., n, tales que en cada uno de ellos hay un punto fijo z; para el
cual la desigualdad

@) — fz)

Z_Zj

— [z <e (z # z) (1]

se satisface para todos los demas puntos de ese cuadrado o cuadrado parcial.

Para empezar la demostracion, consideremos la posibilidad de que en ]
recubrimiento construido justo antes del lema exista algin cuadrado o cuadrado
parcial en el que no exista un tal punto z;. Si esa subregion es un cuadrado, copg-
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i i dos
truimos cuatro cuadrados mas pequefios uniendo los pupt;»shm:ec:::)ssciz srlrllisﬁo ;
i i i¢ drado parcial, ha
estos (Fig. 34). Si la subregion es un cua ! y
Zzs‘i:artarxfosglas porciones que queden fuera de R.’ Sx en algupa diede:lta[sl ]sub:a
ijones menores no existe un punto z; que haga valida }a desigual ?1 . d;:wia
tgcl)dos los demas puntos de ella distintos del z, construimos cuadrados to

mas pequeiios, etc.

y %
=)
__ C
X
Figura 34

Haciendo esto con ce’),da una <.1e l(';ls subr:gig:c;:ogzlfli:::; l?l;lgrll(; ;z(gll}l'oiirié
Zg;oﬁ::rzgigzc;gls g: 2:::;::15: l;ocuzgﬁzgosq parciales en los que el lema es
ciertS(1,1.pongamos, por' otro lado, que los deseados ?ﬁx'lttosd ezjV ;c;se)éi:;ezot;::

ividi i numero finito .
:3:(:;;211:, lslin:s (11;1 lca\faill:':;?,l;llzz iit?sc::drf(}l? com;t))lsit‘?i :11;;1 guea{or;r::ogal:;%
en caso de que se trate de un cuadrado Parcia . Tras su " ;,,ner onos une
de los cuatro cuadrados nuevos, denotemoslvo‘p‘or a,, debe contener p tios o
iado z,. Entonces subdividimos o, ¥ contmuamo_f
i e e e s & s
i ir ma s su ) I
::;I;ﬁ:)zlzgﬁilr;:l:ls :ﬁeugs(lé fn:s abajo, y si hay varios en pie de igualdad, el

ue esté mas a la izquierda. _ N
4 Dada la forma en que se ha construido la sucesion infinita

(2]
Gos 015 T3y ey P ESTRY

de cuadrados encajados, es facil probar (Ej. 11, Sec. 38) que hay ltlirelngun\tl(r)lt(z)g

comin a todos los o,; ademas, cada uno d~e estos cuadra:ldo(si co‘rile one fcesién

de R aparte del z,. Recuérdese que los tamanos de los cuadra o; e ent

eran decrecientes y notese que cualquier & ?ntorno lz — zol 6< Tod 06 ntorno

tales cuadrados cuando sus diagonalest mlgeeandeixslt(;i tg:ede .Zo y(;so Sigmifica
— iene, por tanto, puntos > !

|Cfue zoz oe‘s En(spﬁcr)xrtl:eé ’af:)umulacic'm de R. Como R es cerrada, se sigue que Zo

es un punto de R. (Véase Sec. 8.) ‘ st
Lapfunci()n f es analitica en R y en particular en zo. En consecuencia,
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J'(zo). De acuerdo con la definicion de derivada (Sec. 15), para cada ¢ positivo
existe un é entorno |z — zy| < 6 tal que la desigualdad

0 =1 _ | <

z — zg
se satisface para todos los puntos de ese entorno distintos de z,. Pero el entorno
|z — zo| < & contiene un cuadrado oy cuando el entero K es lo bastante grande
como para que la diagonal de ese cuadrado mida menos que é (Fig. 35). Asi pues,
Z, sirve como punto z; en [1] para la subregion constituida por el cuadrado oy
o una parte de ox. En contra de la manera en que se elabor6 la sucesion [2],
por tanto, no es necesario subdividir 0. Llegamos asi a una contradiccion, y la

" demostracion del lema queda terminada.

y

Figura 35

37. DEMOSTRACION DEL TEOREMA
DE CAUCHY-GOURSAT

Sigamos con una funcién f analitica en una region R constituida por un contorno
cerrado simple C positivamente orientado y los puntos interiores a él. Ahora
estamos en condiciones de demostrar que

Jf(z)dz = 0. [1]
c

Dado un ntmero ¢ positivo arbitrario, consideremos el recubrimiento de R
del lema de la Seccién 36. Definamos sobre el j-ésimo cuadrado o cuadrado

parcial la siguiente funcion, donde z; es el punto de esa subregion que aparecia en
el enunciado del lema:

@ - fez) ) .
3,(z) = {—Z—T fliz) si z # z; o

Y si z = z;
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Por la desigualdad [1] del lema,
16,2)} < & 3]

en todos los puntos z de la subregion sobre la que d(z) esta definida. Asimismo,
la funcién d,z) es continua en la sgbregi(')n, yaque f(z)loesy

lim 842) = f'(z) — f'(z) = 0.

z-4z;

A continuacién, sean C; (j = 1, 2, .., n) los contornos orientados positiva-
mente de los cuadrados (o cuadrados parciales) anteriores que rt?cubren R: A la
vista de la definicion [2], el valor de f'en un punto z sobre cualquier C; particular
se puede escribir

@) = fe) — 2 @)z + & — 2)5,2)

y eso significa que

J f@)dz = [f(z) — z;1'(z))] ‘[ dz +f'(zj)J zdz + J (z — z)0)2)dz. [4]
< c; C; c;

sz=0 y J.zdz=0
C; C;

ya que las funciones 1 y z admiten primitivas en todo el plano complejo. De
modo que la Ecuacion [4] se reduce a

Pero

J fl2ydz = J (z — z))04(z)dz G=12 .,n). [5]
Cj Cj

La suma de las n integrales de la izquierda en las ecuaciones [5] se puede
escribir

) J fo)dz = j f(2) dz
c c

=1

ya que las dos integrales a lo largo del contorno comun a cualquier par de
subregiones adyacentes se cancelan entre si, porque estan oqentadas en sentidos
opuestos en cada una de ellas (Fig. 36). Sélo sobreviven las mtqgrales a lo largo
de los arcos que forman parte de C. Luego, debido a las ecuaciones [5],

Lf (2)dz = ,Z L (z — z)042)dz;
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¥, por tanto,

n
=2
i=1

f f@)dz J (z — z)0/(2) dz
c Cc;

Usemos ahora la propiedad (7], Seccién 32, para hallar una cota superior a
cada valor absoluto de la derecha en la desigualdad [6]. A tal efecto, recordemos
primero que cada C; coincide entera o parcialmente con el contorno de un
cuadrado. En cualquiera de los dos casos, sea s; la longitud de un lado del

cuadrado. Como en la j-ésima integral, tanto la variable z como el punto z; estan
en ese cuadrado,

. (6]

lz — z;| < \/is}-.

Entonces, por la desigualdad [3] sabemos que cada integrando de la derecha
en [6] cumple la condicion

Iz — z)d2)| < \/isjs. [7]

En cuanto a la longitud del camino Cj, es 4s;si C; es el contorno de un cuadrado.
En ese caso, sea 4 j €l area del cuadrado, y observemos que

< 2spds; = 4. /24,. [8]

f (z — z)d,(2) dz
Cj

Si C; es el contorno de un cuadrado parcial, su longitud no excede de 4s; + L,
donde L; es la longitud de aquella parte de C; que es al mismo tiempo parte de C.

De nuevo, denotando por 4 ; €l area del cuadrado completo, encontramos que

j (z — z)d(z) dz
Cy

< V2splas; + L) < 4./2A. + V2SLg,  [9]

donde S es la longitud de un lado de algin cuadrado que encierra todo el con-
torno C asi como a todos los cuadrados del recubrimiento original R (Fig. 36).
Notese que la suma de todos los 4 ; no supera a S2.

Figura 36
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Si L denota la longitud de C, se desprende ahora de las desigualdades [6],
[81y [9] que

ff(Z)dz < (4/28* + \/2SL)e.
C .

itrari demos escogerlo de manera que el lado

o el valor de ¢ es arbitrario, po e
.;Cl:(::lcho de esta ultima desigualdad sea tan pequefio como queramos. El lado
i uierdo, que es independiente de ¢, ha de ser, por cons1gulel.1’te, igual a cero, y
;:qaﬁrmac’:ién [1] queda probada. Esto completa la demostracion del teorema de

Cauchy-Goursat.

.- DOMINIOS SIMPLEMENTE CONEXOS
. Y MULTIPLEMENTE CONEXOS

Un dominio simplemente conexo D es un dominio tal que todo contorno cerfado

simple dentro de ¢l encierra solo puntos de D. El conjunto de puntos mte’:rloi a

un contorno cerrado simple es un ejemplo. El dominio anular entre .dos circulos

concéntricos no es, por el contrario, simplemente conexo. Un dominio que no es
i A multiplemente conexo.

simplemente conexo se llamara mu ‘ con . . y
) [I:JI teorema de Cauchy-Goursat admite la siguiente extension relativa a domi

nios simplemente conexos. :

Teorema 1. Si una funcion f es analitica en un dominio simplemente conexo
D, entonces

# ff(z) dz =0 [
. C

para todo contorno cerrado C contenido en D.

. . .  es un
La demostracion es sencilla si C es un contorno cerrado simple o si es

i i mi i ] . En
contorno cerrado que se intersecta a si mismo un nimero ﬁmtol'dp vec:st()d0
" efecto, si C es simple y esta contenido en D, la funcion f es analitica e

punto interior a C y en todo punto de C; y el teorema de Cauchy-Gogsrrs:(:
asegura la validez de [1]. Ademas, si C es cerrado pero intersecta consigo mi o
un nimero finito de veces, consta de un numero finito de contornos cerrado
simples, como ilustra la Figura 37. Aplicando el teorema de Cauchy-G(;ursatd 2
cada uno de esos contornos cerrados simples, obte.nem'os e_l resulta(_io eseal >
para C. Las sutilezas aparecen cuando el contorno tiene infinitas automtefsecc;)a
nes. El Ejercicio 13 ilustra un método que resulta eficaz con frecuencia p
probar que el teorema es todavia aplicable*.

* Una demostracion del teorema sobre caminos mas generales de lopgitufi finita puede \:er;‘e,ep?r
ejemplo, en las Secciones 63-65 del Volumen I del libro de Markushevich, citado en el Apéndice 1.
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Figura 37

Corolario 1. Una funcion f que es analitica sobre un dominio simplemente
conexo D tiene primitiva en D.

Este corolario es consecuencia inmediata del Teorema 1, a causa del teorema
de la Seccion 34, que asegura que una funcién f siempre admite primitiva en un
dominio dado cuando la Ecuacion [1] se satisface para todo contorno cerrado C
en ese dominio. Notese que, al ser el plano complejo simplemente conexo, el
Corolario 1 nos dice que las funciones enteras siempre admiten primitiva.

El teorema de Cauchy-Goursat se puede, asimismo, extender de modo que
admita integrales a lo largo del contorno de un dominio multiplemente conexo.

Teorema 2. Supongamos que

a) C es un contorno cerrado simple, con orientacion positiva;

b) C,(k = 1,2, .., n) denota un nimero Jfinito de contornos cerrados simples,
orientados positivamente, interiores a C y cuyos interiores no tienen puntos
en comun (Fig. 38).

¥

Figura 38

Si una funcion f es analitica en la regién cerrada formada por los puntos
interiores a C o del propio C, excepto los puntos interiores a cada C,, entonces

ff(z)dz + 3 J f(zydz = 0. (2]
c =1 Je
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Para probarlo, introducimos un camino poligonal L;, formado por un nime-
ro finito de segmentos rectos unidos entre si, que conecte el contorno exterior C
con el contorno interior C;. Introducimos otro contorno poligonal L, que una
C, con C; y continuamos asi, con L,,, conectando C, con C. Como se ha
indicado mediante las flechas de media punta en la Figura 38, se pueden formar
dos contornos cerrados simples I'; y I',, consistente cada uno en caminos poli-
gonales L, o L_, y fragmentos de C y de C,, y orientados de manera que los
puntos encerrados por ellos queden a la izquierda. Ahora podemos aplicar a fel
teorema de Cauchy-Goursat sobre I'; y I',, y la suma de las integrales sobre esos
contornos resulta ser cero. Como las integrales en direcciones opuestas a lo largo
de cada L, se cancelan, sélo quedan las integrales a lo largo de C yde C,; y se
concluye [2].

La Ecuacion [2] se reformula a veces de la manera mas compacta que abajo
se indica. Sea R la region cerrada formada por los puntos interiores a C o del
propio C, excepto los puntos interiores a cada C,; y sea B el contorno completo
orientado de R, que consta de C y de todos los C,, recorridos en un sentido tal
que los puntos interiores de R queden a la izquierda de B. La Ecuacion [2] se
reescribe

f f@)dz = 0. [3]
B

Ejemplo. Hagamos notar que

dz -0
s2z* +9)

cuando B consta del circulo |z| = 2, con orientacion positiva, junto con el circulo
|z| = 1, descrito en sentido negativo (Fig. 39). El integrando es analitico, excepto
enlos puntos z = 0y z = +3i, todos los cuales caen fuera de la region angular
con contorno B.

¢ -3i

Figura 39
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El siguiente corolario es una consecuencia particularmente importante del
Teorema 2.

Corolario 2. Sean C, y C, contornos cerrados simples positivamente orienta-
dos, donde C, es interior a C, (Fig. 40). Si una funcion f es analitica en la
region cerrada que forman esos contornos y los puntos situados entre ellos,

entonces
j fl2)dz = J f@)dz. (4]
Ci C2
Para verificarlo, usamos el Teorema 2 para escribir
f f(@)dz + j f(@)dz = 0;
Cy -C

y observamos que esto no es sino una formulacion alternativa de la Ecuacion [4].

>

Figura 40

El Corolario 2 se conoce como el principio de deformacion de caminos, ya que
nos dice que si C, se deforma continuamente en C, pasando siempre por puntos
en los que f es analitica, el valor de la integral de f sobre C; no cambia.

EJERCICIOS

1. Probar, con ayuda de una primitiva, que para todo contorno C que vaya de un
punto z,; a un punto z,,

(n=012.).

g 1
an = zn+1_zn+l
J.c Zz n+1(2 1Y

2. Calcular estas integrales, donde el camino es un contorno arbitrario entre los limites
de integracion:
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i/2 "+ 2i z 3
a) f e* dz; b) j cos <—> dz; ) f (z — 23 dz.
1 0 2 1
Sol. a) (1 + i)/m; b) e + (1/e); ¢ 0.
Hallando una primitiva, probar que

f z ~ 2z 'dz = 0 (n= %1, +2,.)
Co

cuando C, es cualquier contorno cerrado que no pase por el punto z,. [C
con el Ej. 13b), Sec. 33.] porel p o- [Comparar

Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para mostrar que

f f(2)dz =0

c

cuando el contorno C es el circulo |z| = 1, con cualquier orientacién, y cuando
2
V4

) =20 b fO=25 O f@) =5

z-3 Z+2 42
d) f() =sechz; o f) =tgz  f) f(z) = Log(z + 2).

Seaf B el contorno del dominio entre el circulo |z] = 4 y ¢l cuadrado cuyos lados
estan en las rectas x = +1,y = +1. Supuesto B orientado de modo que los puntos

. del dominio queden a la izquierda de B, argumentar por qué

ff(z)dz =0
B
para
1 + 2
) f@ =t b SO = s:n(“z/2); 9 fl) =5 _zez'

Segun el Ejercicio 13, Seccién 33, la integral de 1/(z — z,) a lo largo de un circulo
|z — zo] = R positivamente orientado siempre tiene valor 2ni, y la integral de
@~ zey 't (n = +1, 2, ..) a lo largo del mismo circulo tiene valor cero. Usar
©s0s resultados y el Corolario 2 de la Seccidn 38 para demostrar que

dz
JT_, = 2 L‘z 2oz =0 (= 41,42,

;l(l)a.tlflo C es el contorno del rectangulo0 £ x £ 3,0 < y < 2, recorrido en sentido
Sitivo. -0

a) Usando la rama

logz = Inr + i@ (r>00<86 <27
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de la funcion logaritmo como primitiva para 1/z, probar que

2i dz
— = —mi
~2i Z

cuando el camino de integracion desde —2i hasta 2i es la mitad izquierda del
circulo |z| =

b) Explicar como se desprende de los resultados de la parte a) y del Ejemplo 3,
Seccion 34, que

— = 2mi
c z

cuando C es el circulo completo |z] =
con el Ej. 13a), Secc. 33.]

2 orientado positivamente. [Comparar

Probar que
1 -=
I dar =150y,
-1 2

donde z' denota la rama principal

zt = exp(i Logz) (z| >0, —n < Argz < @)

y donde el camino de integracion es cualquier contorno desde z = —1 hasta z = 1
que, salvo sus puntos terminales, esta por encima del eje real.
Sugerencia: Usar una primitiva de la rama

Z' = exp(i log z)

3
(Izl > 0, —; < argz < 7")

de la misma funcion potencia.

Sea C el contorno completo orientado positivamente del semidisco 0 < r < 1,
0 < 0 < =, y sea funa funcion continua definida en ese semidisco pomendo f 0 =0

y usando la rama
3n
0, —-<68<
(>0-2<o<2)

@) = fre”

de la funcién multivaluada z'/2. Demostrar que

ff(z)dz =0
c

calculando por separado las integrales de f(z) sobre el semicirculo y sobre los dos
radios que constituyen C. jPor qué no se aplica aqui el teorema de Cauchy-Goursat?

Intervalos encajados. Se forma una sucesion infinita de intervalos cerrad_os a,<x<b,
(n = 0, 1, 2, ..) del siguiente modo. El intervalo a, £ x < b, es la mitad izquierda

11

12.

13
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o derecha del primer intervaio a, £ x < by, y el intervalo @, < x < b, es entonces
una de las dos mitades de @, < x < b,, etc. Probar que existe un punto x, que
pertenece a todos y cada uno de los intervalos cerrados a, < x < b,

Sugerencia: Los puntos extremos de la izquierda a, constituyen una sucesion
acotada no decreciente de numeros, porque a, < a, < a,,; < by, luego tiene li-
mite 4 al tender » a infinito. Probar que también los puntos finales b, tienen un

limite B. Y a continuacién demostrar que 4 = B, y hacer x, = 4 = B.

Cuadrados encajados. Un cuadrado oy: @y £ x £ by, ¢y £ y £ d, se divide en
cuatro cuadrados iguales mediante segmentos rectos paralelos a los ejes coordena-
dos. Se escoge uno de estos cuatro cuadrados mas pequefios 6, @; £ x £ by,
¢; £ y £ d, de acuerdo con algin criterio. Este, a su vez, se divide de nuevo en
cuatro, uno de los cuales, lamémosle o,, se selecciona, etc. (véase Seccion 36). De-
mostrar que existe un punto (x,, Jo) que pertenece a cada una de las regiones
cerradas de la sucesion infinita ¢4, g,, 6, ...

Sugerencia: Aplicar el Ejercicio 10 a cada una de las sucesiones de intervalos
cerrados a, £ x £ b,yc, £y <d,(n=0,1,2,.)

Probar que si C es un contorno cerrado simple positivamente orientado, el area de
la region limitada por C se puede expresar

% Zdz.

Sugerencia: Notese que se puede usar aqui [4] de la Seccion 35, a pesar de que
la funcidén f(z) = Z no es analitica. .

a) Aceptemos el hecho de que el camino C, desde el origen hasta el punto z = 1
a lo largo de la grafica (Fig. 41) de la funcion

n
y(x) = x> sen (;)

donde ¥(0) = »'(0) = 0, es un arco suave. Sea C el contorno cerrado formado
por C,; seguido del segmento recto C, de regreso al origen por el eje real.
Comprobar que C se intersecta a si mismo en los puntos z = 1/n(n = 2, 3, ..).

O<xs1,

y
ot
WA
of #V V11 1 x
Cl
Figura 41

b) Sea f una funcién entera, y sea C; un arco suave desde ¢l origen hasta el punto
z = 1, sin autointersecciones y que sélo tiene en comin con los arcos C; y C;
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de la parte a) los puntos terminales. Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat
(Sec. 35) para probar que

j f@)dz =_f f@)dz y j f@dz = —f f(2)dz.
C Cs C2 C3
¢) Concluir de b) que

Jf(z)dz =0,
c

incluso cuando el contorno cerrado C, descrito en la parte a), tiene infinitas
autointersecciones.

39. LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

Vamos a enunciar otro resultado fundamental.

Teorema. Sea f analitica en el interior y en los puntos de un contorno cerrado
simple C, orientado positivamente. Si z, es un punto interior a C, entonces

~

fe °)‘z:uj 10, A [1]
c 1] .

La formula [1] se llama la férmula integral de Cauchy. Afirma que si una
funcion f ha de ser analitica en el interior de y sobre los puntos de un contorno
cerrado simple C, los valores de f interiores a C estan completamente determma-

..dos por los valores. res de_f sobre C.
Cuando se expresa la formula integral de Cauchy como

——— = 2mif(2o), [2]

cabe utilizarla para calcular ciertas integrales a lo largo de contornos cerrados
simples.

Ejemplo. Sea C el circulo positivamente orientado |z| = 2. Como la funcion
f(2) = z/(9 — z?) es analitica en el interior y sobre C, y ya que el punto zo = —i
es interior a C, la formula [2] nos dice que

S zdz z/(9 — z?) i\ _ =
I O -2+ 1) L s —(n == 2’”(10) =5

Nuestra demostracion del teorema comienza por el hecho (Sec. 14) de que al
ser f continua en z,, a cada & por pequefio que sea, le corresponde un §
tal que

|f(z) — f(zo)l < & siempre que |z — zol < 2

INTEGRALES 137

Escp_iamos ahora. un nimero positivo p menor que J y tan pequefio que el circulo
positivamente orientado [z — z,| = p, denotado C, en la Figura 42, sea interior
a C. Entonces

/@) — fzo)l < & siempre que |z — zo| = p. [3]
Esta afirmacion juega un papel importante en lo que sigue.

y

Figura 42

Puesto que la funcién f(z){z — z,) es analitica en la regién cerrada formada
por C, C,, y los puntos entre ellos, sabemos por el Corolario 2 de la Seccion 38,
que \

fed _ [ fed:

CZ_ZO COZ_ZO

Lo que nos permite escribir

f(2)dz j @) — f(zo)
cZ — 7 S(zo) co—Z——Zo_dZ (4]
Ahora bien [véase Ej. 13a), Sec. 33],
d
f R 2ni;
Co? — 2o
Y, por tanto, la Ecuacion [4] se convierte en
z) d: -
1&gy = [ SO =S, s
c Co %~ Zo

lReﬁnendo ahora a [3] y observando que la longitud de C, es 2np, podemos
aplicar la propiedad [7], Seccién 32, de las integrales:

Mdz’

Co Z — 2o

€
< —2np = 2ne.
p
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En vista de la Ecuacién [5], pues,

J‘ f(z) dz
c

z —

— 27if(z)| < 2me.

Como el lado izquierdo de esta desigualdad es una constante no negativa menor
que un namero positivo arbitrariamente pequefio, debe ser cero. En consecuen-
cia, la Ecuacion [2] es valida y el teorema queda demostrado.

40. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ANALITICAS

.Ya estamos preparados para probar que si una funcidn es analitica en un punto,
admite derivadas de todos los ordenes en ese punto y o, v todas ellas son analiticas
en él.

Comenzamos suponiendo que f es analitica en el interior y sobre los puntos
de un contorno cerrado simple C. Sea z un punto interior a C. Denotando por s
los puntos de C y usando la formula integral de Cauchy

f (s) ds

/(@) (1]

2m
probaremos que la derivada de f en z existe y admite la representacion integral

o
fo) = | JOE L | [2]

2ni Jo (s — 2)*°

La expresion [2] se puede obtener formalmente derivando el integrando en [1]
con respecto a z.
Para verificar [2], observemos que, de acuerdo con la formula [1],

fz+ A7) —flz) 1 1 1 f(S)
Az T 2mi Jo\s—z—Az 5 -— Az
1 fls)ds

= 2mi cls —z = A2)(s - 2)
cuando 0 < |Az| < d, donde d es la distancia mas corta desde z hasta los pun-

tos s de C. Ahora usamos el hecho de que f es continua sobre C para ver que el
valor de la Gltima integral tiende al valor de la integral

f(s)ds
cls — 2)2

cuando Az tiende a cero. Para ello, escribamos primero la diferencia
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( ! - I:wa
Jc s—z—Az2fs —2) (s— 2?

de estas dos integrales en la forma

o[ f(s) ds
ZL(S —Z — A — 22

A continuacién, denotemos por M el valor maximo de | f(s)| sobre C, y sea L la
longitud de C. Tras observar que |s — z| =2 dy

Is —z — Azl 2 lIs — z| — |Az|| 2 d — |Az],

llegamos facilmente a la desigualdad

A f(s)ds
i J; (s — z — Az)(s — 2)?

donde la ultima fraccion tiende a cero cuando Az tiende a cero. En consecuencia,

i JE T A) — /@ _ 1 [ fl)ds |

Az—0 Az T 2mi o (s — 2%

|Az|ML
= (d - |Az))d?

y [2] queda asi probada.
Si aplicamos la misma técnica a la expresion [2], encontramos que

1 f(s)ds [3]

I AT

. Mas precisamente, si 0 < |Az| < d,

fz+Az) - f(z) 1 1 _ 1 ]f(s)ds _
Az T 2mi (s —z—Az% (s—2?°| Az

1 2s — z) — Az
T2 Jo (s — z — A2)¥(s —

pY f(s)ds;
¥, de nuevo a calisa de la continuidad de f sobre C, se puede ver que el valor de
la integral
2s — z) — Az _ 2 fs)ds =
clls —z - AP —2° -2

3(s — z) Az — 2(Az)?
G-z a6 - O

tiende a cero cuando Az tiende a cero. (Véase Ej. 7, Sec. 41.)
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La expresion [3] establece la existencia de la segunda derivada de 1a funcidn f
en todo punto z interior a C. De hecho, ensefia que si una funcion f es analitica
en un punto, su derivada f’ es también analitica en ese punto. Porque si f es
analitica en el punto z, debe existir un circulo en torno de z tal que f'es analitica
dentro de y sobre el circulo. Asi que, a la vista de [3], f"(z) existe en todo punto
interior al circulo, y la derivada f” es, por tanto, analitica en z. Cabe aplicar el
mismo argumento a la funcion analitica f* para concluir que f” es analitica, etc.
Hemos llegado asi al siguiente resultado fundamental.

Teorema. Si una funcion f es analitica en un punto, sus derivadas de todos los
ordenes son también funciones analiticas en ese punto.

En particular, cuando una funcién

f@) = ulx, y) + ivlx, y)

es analitica en un punto z = (x, y), la analiticidad de f’ garantiza la continuidad
de f” alli. Entonces, como

f’(Z) = ux(x, y) + ivx(xa y) = vy(x’ y) - iuy(x’ y),

podemos concluir que las derivadas parciales de primer orden de u y de v son
continuas en ese punto. Mas aun, ya que f” es analitica y continua en z, y
ya que

f”(Z) = uxx(x’ y) + ivxx(x’ }’) = vyx(xa y) - iuyx(xr y)s

etc., llegamos a un corolario que fue anticipado en la Secciéon 21, al introducir
las funciones armonicas.

Corolario. Si una funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es analitica en un punto
Z = X + iy, sus funciones componentes u y v tienen derivadas parciales conti-
nuas de todo orden en ese punto.

Si convenimos en denotar f(z) por f(z), y en que 0! = 1, por induccién
matematica se puede verificar esta notable féormula:

oy M [_S)ds
f( )(Z) - 27[1 J; (S _ Z)n+1

Cuando n = 0, no es sino la férmula integral de Cauchy [1]; si suponemos que
la formula [4] es valida para cualquier entero particular no negativo n = m,
procediendo como hicimos al obtener [2] y [3] podemos demostrar su validez
para n = m + 1. Dejamos los detalles de tal demostracion como ejercicio.

La foérmula [4], y la féormula integral de Cauchy en particular, admiten
extension al caso en el que el contorno cerrado simple C es reemplazado por ¢/

(n=0120.) [4]
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contorno orientado de un dominio multiplemente conexo, descrito en el Teorema 2
de la Secciéon 38. Esto puede hacerse cuando z es un punto del domml'o y fes
analitica en la region constituida por el dominio y su frontera. El n};ctodo se
ilustra en el Capitulo 5 (Sec. 47), donde es necesaria una tal extension de la
formula integral de Cauchy de contorno.

Escrita en la forma -

f™(zg) = 2”—7:1 j _S@dz (n=01,2.) [5]

clz — Zo)")f1

donde z, es un punto prefijado interior a C, la expresion [4] es una extension -
de la formula integral de Cauchy en la notacion de la Seccién 39, donde la
formula fue deducida. Asi nos encontramos con una formula util, a saber,

T e

o R R K i

= 2 fozy)
n!

L i
o

n=012.) [6]

N j f(2) dz
L clz — Zo)'l+1

para el calculo de ciertas integrales. Ya ha quedado ilustrado, para n = 0, en la
Seccion 39.

Ejemplo. Sea z, cualquier punto interior a un contorno cerrado simple C
orientado positivamente. Cuando f(z) = 1, la formula [6] ensefia que

A
n?
X O
C

(Comparar con el Ej. 13, Sec. 33))

41. EL TEOREMA DE MORERA

Sea D un dominio, quizds no simplemente conexo, y sea f una funciéon continua
en D. Supongamos, ademas, que las integrales de f a lo largo de contornos
cerrados contenidos en D son siempre nulas. De acuerdo con el teorema fie la
Seccion 34, £ admite una primitiva en D, es decir, existe una funcion analitica F
tal que F'(z) = f(z) en todo punto de D. . '
Ahora bien, sabemos por la Seccion 40 que la derivada de una fpncmn anali-
tica es también analitica; y puesto que f es la derivada de F, se sigue que f es
analitica en D. Ese es el contenido de un teorema debido a E. Morera (1856-1909).

Teorema. Si una funcién f es continua en un dominio Dy si

jf(z)dz =0 (1

© para todo contorno cerrado C contenido en D, entonces f es analitica en D.
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En particular, cuando D es simplemente conexo, tenemos para la clase de las
funciones continuas en D un reciproco del Teorema 1 de la Seccion 38, que es
la extension del teorema de Cauchy-Goursat a tales dominios.

EJERCICIOS

1. Sea Cel contorno del cuadrado cuyos lados estan sobre las rectas x = +2e y = +2,
con C recorrido positivamente. Calcular las siguientes integrales:

e *dz Ccos z zdz
o S 0 e 0 [
tg(z/2)
clz — xo)2

Sol. a) 2m b) =i/4; ) —mif2;

h
dz(~2<x <2 e j O .
C

z

d)

d) imsec?(xp/2); ) 0.

2. Hallar el valor de la integral de g(z) a lo largo del circulo |z — i] = 2 en sentido
positivo cuando

1

b) g(z) = @+

1
a) g(z) = m:

Sol. a) =n/2; b) =n/l6.

3. Sea C el circulo |z] = 3, descrito en sentido positivo. Probar que si

2 _ —
gw) = f oIz 2h (w3,
C

zZ —w

entonces g(2) = 8xni. ;Cual es el valor de g(w) cuando |w| > 3?

4. Sea C un contorno cerrado simple en el plano z descrito en sentido positivo, y sea

22+ 2z
W=\ ————dz
8 cz—wp
Probar que g(w) = 6niw cuando w esta dentro de C, y que g(w) = 0 si w esta fuera
de C.

S. Demostrar que si f'es analitica en el interior de y sobre un contorno cerrado simple C
y 2z, no esta sobre C, entonces

cZ — 2o (z—zo)z'

f@)dz _ -[ f(2)dz
C
6. Sea funa funcion tontinua sobre un contorno cerrado simple C. Siguiendo el proce-
dimiento usado en la Seccidn 40, probar que la funcién

56 = 5 | 19O%

2ni Je s — 2

i
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es analitica en todo punto z interior a C, y que

g0 =5 | JO%

2mi Jo s — 27

en tales puntos.

7. Dar los detalles de la deduccion de la representacion integral [3], Seccidn 40, para
f@.
Sugerencia: En las simplificaciones algebraicas, conservar la diferencia s — z
como un solo término. Ademas, denotar por D la médxima distancia de z a puntos s
de C.

| 8. Desarrollar el argumento de induccién usado al establecer la representacion inte-
1 gral [4], Seccion 40, para f™(z) (n = 0, 1, 2, ..).

1 Sugerencia: Usar la férmula binomial (Ej. 16, Sec. 2) y la sugerencia del Ejerci-
cio 7.

9. Sea C el circulo unidad z = €® (—n £ 0
cuaiquier constante a real,

IIA

). Probar en primer lugar que, para

%
J. — dz = 2mi.

A continuacion, escribir la integral en términos de 8 para deducir la formula de
integracion

J =% cos(asen)dd = m.

]

i 10. a) Con ayuda de la férmula binomial (Ej. 16, Sec. 2), probar que para cada valor
* de n, la funcién

1 a4

- 2 _ ln
mrar & U

P(2) = n=012.)

; es un polinomio de grado n*.

b) Sea C cualquier contorno cerrado simple positivamente orientado que rodea a
un punto prefijado z. Con ayuda de la representacion integral [4], Seccion 40,
para la n-ésima derivada de una funcién analitica, demostrar que los polinomios
de la parte @) se pueden expresar en la forma

1 2 _ n
P(2) = f ((s ),13, ds
[

i | s n=012.)

—_—

* Estos son los polinomios de Legendre que aparecen en el Ejercicio S, Seccion 31, cuando z = x.
Ver la nota a pie de pagina a ese ejercicio.
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¢) Argumentar como el integrando en la representacion de la parte b) se puede
escribir (s + 1)*/(s — 1) si z = 1. Aplicar entonces la formula integral de Cauchy
para probar que P(1) = 1(n = 0, 1, 2, ...). Analogamente, probar que P,(—1) =
=(-1)"n=012.)

42. MODULOS MAXIMOS DE FUNCIONES

En esta seccion deduciremos varios resultados importantes relacionados con los
valores maximos de los moédulos de funciones analiticas.

Lema. Sea f(z) analitica en un entorno |z — z,| < ¢ de un punto z,. Si
| f(2)l € |f(zo) para todo punto z de ese entorno, entonces f(z) tiene valor
constante f(z,) sobre ese entorno.

Para probarlo, supongamos que f satisface las condiciones exigidas. Sea z,
cualquier punto del entorno distinto del z,, y sea p la distancia entre z, y z,. Si
C, denota el circulo |z — z,| = p, positivamente orientado, centrado en z, y
que pasa por z, (Fig. 43), la formula integral de Cauchy nos dice que

_ 1 f@)dz
16 = 3 ) T oo [1]
y la representacion paramétrica
z = zo + pe’ 0 <6 < 2n)
para C, permite escribir la Ecuacién [1] como
1 (% .
flzo) = Tj fzo + pe)db. 2]
T Jo

y

, Figura 43

De [2] vemos que cuando una funcion es analitica dentro y sobre un circulo
dado, su valor en el centro es la media aritmética de sus valores sobre el circulo.
Este resultado se llama a veces el teorema del valor medio de Gauss.
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De la Ecuacion [2] obtenemos la desigualdad

2r
el S 5 [ 1St + peide. [31
T Jo

Por otra parte, como

|f(zo + pe®)| < 1£(z0)l 0=<0 < 2m, [4]
vemos que

2 . 2z

L |f(zo + pe)ldo < L | f(z0)1 40 = 2m| f(zo)l.

Luego

I .
/@)l 2 - L |f(zo + pe®)| db. (5]

Es evidente ahora de las desigualdades [3] y [5] que

1 [ )
o)l = 5 f fzo + pe)db,
T Jo
o sea,

2n
L (Gl — 1f(zo + pe)1df = 0.

El integrando en esta ultima integral es continuo en la variable 6; y en vista de
la condicion [4], es mayor o igual que cero sobre todo el intervalo 0 < 6 < 27.
Debido a que la integral vale cero, el integrando ha de ser idénticamente nulo.
Esto es,

|fzo + pe?)| = | f(zo)l 0= 0 = 2n). (6]

Esto demuestra que | f(z)] = |f(zo)| para todo punto z del circulo |z — z4] = p.

Finalmente, al ser z, un punto arbitrario del entorno punteado 0 < |z — z,| <&,
vemos que la ecuacion f(z) = f(z,) se satisface, en efecto, en todos los puntos z
que estan sobre cualquier circulo |z — z5| < p, con 0 < p < & En consecuencia,
| f(2)| = | f(zo)| sobre el entorno |z — zo| < & Pero sabemos, por el Ejercicio 7c),
Seccion 21, que cuando el modulo de una funcion analitica es constante en un
dominio, la propia funcidn es constante en él. Luego f(z) = f(z,) en todo punto
del entorno, y el lema queda demostrado.

Este lema puede utilizarse para probar el siguiente teorema, conocido como
principio del médulo maximo.
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Teorema. Si una funcion f es analitica y no constante en un dominio dado D,
f(2) no tiene valor maximo en D. Es decir, no hay ningun punto z, en el dominio
tal que | f(z)| £ |f(z0)| para todo punto z en él.

Dado que f satisface las condiciones del enunciado, probaremos el teorema
suponiendo que f(z) tiene un valor maximo en algin punto z, de D y llegado a
una contradiccion.

Comenzamos observando que, al ser D un abierto conexo (Sec. 8), existe una
linea poligonal L, formada por un numero finito de segmentos rectos unidos
entre si, contenida en D, que va desde z, hasta cualquier otro punto P en D.
Sea d la minima distancia de puntos de L a la frontera de D, a menos que D sea
todo el plano, en cuyo caso d es cualquier nimero positivo. Entonces formamos
una sucesion finita de puntos z,, z;, z, ..., Z, @ lo largo de L, donde el punto z,
coincide con P (Fig. 44) y donde cada punto esta lo bastante proximo a los
adyacentes como para que

1z, — 2] < d k = 1,2, .., n).

Finalmente, construimos una sucesion finita de entornos Ny, Ny, N, ..., N,, donde
cada N, esta centrado en z, y tiene radio d. Notese que estos entornos estan
todos contenidos en D, y que el centro z, de cada N, (k = 1, 2, ..., n) estd en el
entorno precedente N, _;.

Figura 44

Como se ha supuesto que | f(z)| tiene un maximo valor en D, que se alcanza
en z,, tiene también un maximo valor en N, en ese punto. Por tanto, de acuerdo
con el lema precedente, f(z) tiene el valor constante f(z,) sobre N,. En particular,
f(z,) = f(zo), lo cual significa que | f(z)} < |f(z,)| para todo z en Ny; y se puede
aplicar de nuevo el lema, que esta vez lleva a que

@) = fzy) = f(z0)

cuando z esta en N,. Como z, estd en N, f(z;) = f(zo). Luego | f(2)| = |f(z2)l
cuando z esta en N,; y el lema se aplica otra vez, concluyendo que

" @) = f(z) = f(z)

cuando z esta en N,. Continuando asi, alcanzaremos eventualmente el entorno
N, y llegaremos a establecer que f(z,) = f(zo)-

INTEGRALES 147

Puesto que z, coincide con P, que es un punto arbitrario de D distinto de z,
podemos concluir que f(z) = f(z,) para todo punto z de D. Pero esto contradice
la hipotesis del teorema de que f no era constante en D. Por lo tanto, nuestra
suposicion de que f(z) tiene un valor maximo en D no es valida, y el teorema
queda probado.

Si una funcidén f que es analitica en cada punto del interior de una regién
acotada y cerrada R es ademas continua en R, el médulo |f(z)| tiene un valor
maximo en algan lugar de R (Sec. 14). Es decir, existe una constante no negati-

" va M tal que |f(z)] £ M en todo z de R, y la igualdad ocurre al menos en un

punto. Si f es una funcién constante, entonces |f(z)] = M para todo z en R.
Sin embargo, si f(z) no es constante, entonces, segiin el principio del modulo
maximo, | f(z)] # M para cualquier punto z en el interior de R. Llegamos asi a
un importante corolario del principio del médulo méaximo.

Corolario. Sea f una funcién continua en una region acotada cerrada R, y
analitica y no constante en el interior de R. Entonces, el maximo valor de | f(2)|
en R que se alcanza siempre, y ocurre en algun lugar de la frontera de R, nunca
en su interior.

Ejemplo. Sea R la region rectangular 0 < x < 7,0 < y = L. El corolario nos
dice que el modulo de la funcion entera f(z) = sen z tiene un valor maximo en R
que ocurre en algin lugar de la frontera, y no en el interior de R. Esto se puede
comprobar directamente escribiendo (véase Sec. 24)

|f(2)| = /sen®x + senh?y

y observando que, en R, sen 2x es maximo cuando x = 7/2, y que la funcion
creciente senh 2y es maxima cuando y = 1. Asi que el valor maximo de f(z) en
R ocurre en el punto de la frontera z = (n/2) + iy solo en él.

Cuando la funcién f del corolario se expresa como f(x) = u(x, y) + iv(x, y),
la funcién componente u(x, y) también tiene un maximo valor en R que se alcanza
en la frontera de R y nunca en su interior, donde es armonica. Porque la funcion
compuesta g(z) = exp [ f(z)] es continua en R y analitica y no constante en el
interior. En consecuencia, su modulo |g(z)] = exp [u(x, ¥)], que es continuo
en R, debe alcanzar su valor maximo sobre R en la frontera. Como la funcion
exponencial es creciente, se sigue que el valor maximo de u(x, y) también se
alcanza en la frontera.

Las propiedades de los valores minimos de f(z) y u(x, y) se tratan en los

ejercicios.

43. EL TEOREMA DE LIOUVILLE Y EL TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Cuando fes analitica dentro de y sobre un circulo z — z, = R, denotado por C
¥y recorrido en sentido positivo, sabemos por la Seccion 40 que
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oy M [ S )
o) = g [ GL2% s w=12

Ahora bien, el maximo valor de f(z) sobre C depende, en general, del radio de C,
y si denotamos por M ese valor méaximo, se sigue la desigualdad de Cauchy:

!
If®(zo)| < ”ﬁf" n=120.). [1]
En particular, para n = 1,
M
el < 2. [2]

A partir de aqui es facil demostrar que ninguna funcion entera, salvo las constan-
tes, puede ser acotada en todo el plano complejo, tal como afirma en forma
ligeramente diferente este teorema de Liouville.

Teorema 1. Si f es entera y acotada en todo el plano complejo, f(z) es cons-
tante en el plano.

Para iniciar la demostracion, hagamos notar que, al ser fentera, la desigual-
dad [2] es valida para cualquier eleccion de z, y de R. La acotaciéon de S nos
dice que existe una constante positiva M tal que |f(z)] < M para todo z; y,
debido a que la constante My en [2] es siempre menor o igual que M, se de-
duce que

M

/el < B 3]

donde z, es cualquier punto fijo del plano y R es arbitrariamente grande. Ahora
bien, el nimero M en [3] es independiente del valor de R escogido. Por tanto,
la desigualdad puede mantenerse para valores arbitrariamente grandes de R sélo
si f'(z) = 0. Ya que la eleccidon de z, fue arbitraria, eso significa que f’(z) = 0
en todo el plano complejo. Luego f es una funcién constante (Sec. 20).

El proximo teorema, conocido como el teorema fundamental del algebra, se
desprende facilmente del de Liouville.

>

Teorema 2. Todo polinomio
P(2) = ag + a1z + a2 + - + a," (a, # 0)

de grado n (n Z 1) tiene al menos un cero. Esto es, existe al menos un punto Zo
tal que P(z,) = 0.
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Lo demostraremos por reduccién al absurdo. Supongamos que P(z) no se
anulase en ningun z. Entonces la funcion

1
f@) = %
seria entera, y también acotada, en el plano complejo.
Para ver que es acotada, pongamos

ao a; a, Qn-
Tttt ot z

g (4]

asi que P(z) = (a, + w)z". Observamos que se puede encontrar un nimero
positivo R suficientemente grande como para que el médulo de cada uno de los
cocientes de [4] sea menor que el niimero |4,|/(2n) cuando z > R. La desigualdad
triangular generalizada, aplicada a n nimeros complejos, muestra que |w| <
< |a,|/2 para tales valores de z. Por consiguiente, cuando |z| > R,

|
gy + Wl 2 lla — Il > %,
y esto nos permite escribir
1 1 2
7)) = = < Izl > R).
O =200 = o i S mr

Luego f es acotada en la region exterior al disco |z| < R. Pero fes continua en
ese disco cerrado, y eso quiere decir que f alli es acotada también. Luego f es
acotada en todo el plano.

Se sigue ahora ya del teorema de Liouville que f(z), y por tanto P(z), €s
constante. Pero P no era constante, de modo que hemos llegado a una contra-
diccion*.

-En cursos de algebra elemental, el teorema fundamental se suele enunciar sin

.demostracion. Como consecuencia suya se demuestra, entonces, que un polino-

mio de grado n (n = 1) tiene no més de n ceros distintos.

EJERCICIOS

L $ea S continua en una region acotada cerrada R, y analitica y no constante en el
Interior de R. Supuesto que f(z) # 0 en todos los puntos de R, probar que | f(z)| tiene
un valor minimo m en R que se alcanza en la frontera de R, nunca en su interior. Usar

—

. * Para una demostracion interesante del teorema fundamental via el teorema de Cauchy-Goursat,
Vease R. P. Boas, Jr., Amer. Math. Monthly, Vol. 71, Num. 2, p. 180, 1964.
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a tal fin el resultado correspondiente para el valor maximo (Sec. 42) de la funcién

F(z) = 1/f(2).

Usar la funcion f(z) = z para demostrar que en el Ejercicio 1 la condicion f(z) # 0
es necesaria para llegar al resultado del ejercicio. Esto es, probar que |f(2)| puede
alcanzar su valor minimo en un punto interior cuando ese valor minimo es cero.

Considerar la funcién f(z) = (z + 1)? y la regidn triangular cerrada R con vértices
en los puntos z = 0, z = 2y z = i. Hallar puntos en R en los que | f(2)| alcance sus
valores maximo y minimo, ilustrando asi los resultados de la Seccién 42 y del Ejer-
cicio 1.
Sugerencia: Interpretar | f(z)| como el cuadrado de la distancia entre zy —1.
Sol. z=2,2z=0.

Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) continua en una region acotada cerrada R, y analitica
y no constante en el interior de R. Probar que la funcion componente u(x, y) tiene
en R un valor minimo que se alcanza en la frontera de R y nunca en su interior.
(Véase Ej. 1)
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y
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X
Figura 45
si.y solo si
lim x, =x y lim y, = y. [3]
n—ao n—aw

Para probarlo, supondremos primero que la condicidén [2] es valida y obten-
dremos de ella las condiciones [3]. Segiin [2], para cada naimero positivo ¢ existe
un entero positivo n, tal que

l(x, — x) + iy, — »)l < & siempre que n > n,.
Ahora-
P =X S 06w = )+ iya =D Y ya =W 1% — %) + i(y, — ).
Por tanto,
w —xl <& y lya—yl<e si n>ng
es decir, las condiciones [3] se satisfacen.

Reciprocamente, si partimos de [3] sabemos que para cada nimero positivo ¢
existen enteros positivos n, y n, tales que

-
|x,,—x|<§ si n>n

e
|y,,—y|<§ si n > n,.
Por tanto, si n, es el mayor de los dos enteros n, y n,, entonces

e £ .
Ix, — x| < = [yn — ¥l <= si n > n
n 5 ¥ 1=y 3
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Pero
6, — %) + iy — PN S Ixy — x| + |y — Vs
luego
|z"—z]{s si n > ng

La condicion [2] es valida, en consecuencia.
Una serie infinita

P18

Zp=2; 4z, + o + z, + - [4]
1

[

de nimero complejos converge con suma S si la sucesion

SN=

Zn=zl+22+"'+ZN (N=l,2,...)
1

Nz

de sumas parciales converge a S; escribimos en tal caso

i z, = 8.
n=1

§

Notese que como una sucesién puede tener a lo sumo un limite, una serie puede
tener a lo mas una suma. Cuando una serie no converge se dice que es divergente.

Teorema 2. Supongamos que z, = x, + iy,(n = 1,2,.)y S = X + iY. En

tal caso,
$ =S (5]
si y solo si
Sx=Xy Yu-=v [6]

n=1 n=1

La demostracion esta basada en el Teorema 1. Sea Sy la suma parcial de los
N primeros términos de la serie en la condicién [5], y observemos que

SN = XN + iYN, [7]
donde

N N
XN:anCYN=Zyn-

n=1 n=1
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Ahora bien, [5] se cumple si y solo si

lim Sy = S;

¥, a la vista de la relacion [7] y del Teorema 1, esta condicion es vélida si y solo s

N-ow N-wo

Asi que [5] implica las [8], y reciprocamente. Como Xy e Yy son las sumas
parciales de las series en [6], el Teorema 2 queda probado.

Recordando el calculo que el n-ésimo término de una serie convergente de
nimeros reales tiende a cero cuando  tiende a infinito, vemos inmediatamente de
los Teoremas 1y 2 que lo mismo es cierto para una serie convergente de nimeros
complejos. Esto es, una condicion necesaria para la convergencia de la serie [4] es
que

lim z, = 0, [9]

n—w

Los términos de una serie convergente de nimeros complejos son, por tanto,
acotados. Mas precisamente, existe una constante positiva M tal que |z,| < M
para cada entero positivo n. (Véase Ej. 10.)

Para otra propiedad importante de las series de nimeros complejos, supone-
mos que la serie [4] es absolutamente convergente. Es decir, si z, = x, + iy, la
serie

0

A WV

n=1
de numeros reales \/x2 + y? converge. Como

bl S /X2 + 37y Iyl £ X2 + 52,

sabemos por el criterio de comparacion real que las dos series

Yl oy 3 il

n=1

convergen. Ademas, ya que la convergencia absoluta de una serie de numeros
reales implica la convergencia de la propia serie, se sigue que existen nimeros
reales X e Y tales que se verifica [6]. De acuerdo con el Teorema 2, la serie [4]
converge, por tanto. Por consiguiente, la convergencia absoluta de una serie de
niumeros complejos implica la convergencia de esa serie.

Al establecer el hecho de que 1a suma de una serie es un namero S dado, es
conveniente con frecuencia definir el resto pn tras N términos:

Py = S — Sy (10]

B
&
)
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Luego, S = Sy + pw ¥, ya que |[Sy — S| = lpxy — O], vemos que una serie
converge a un numero S si y solo si la sucesion de restos tiende a cero. Utilizaremos
a menudo esta observacion al tratar con series de potencias. Son series de la

forma

0
Z a(z — 2o)" = o + ay(z — zo) + a5z — zo)® + - + @Gz — zo)" + -0
n=0

donde z, y los coeficientes a, son constantes compleijas, y i_gg_z_i‘lquier punto en
una region prefijada que contenga a z,. En tales series, que involicran a una
variable z, denotaremos las sumas, sumas parciales y restos por S(z), Sy(z), y
pn(2), respectivamente.

EJERCICIOS

1. Probar de dos maneras que la sucesidén

n=12.)

converge a —2.

:2. Sean r, los modulos y ©, los argumentos principales de los nimeros complejog Zn
del Ejercicio 1. Demostrar que la sucesién r, (n = 1, 2, ..) converge, pero la sucesién
©, (n = 1, 2, ..) no converge.

3. Probar que

si lim z, = z, entonces lim [z, = |].
n—w

n=w

4. Considerando los restos py(z), comprobar que
X, V4
= — ra < 1.
Y 7= paa [

Sugerencia: Usar la identidad (Ej. 18, Sec. 7

l_zN+1

L+z+4+ 224+ o 428
‘ 1 —z

(z#1

para probar que py(z) = VY11 — 2).
5. Escribamos z = re®, con 0 < r < 1, en la formula de suma obtenida en el Ejerci-
cio 4. Probar entonces, con ayuda del Teorema 2 de la Seccién 44, que

rsen 0
1 —2rcos @ + r?

— y2 ©
rcosf — r Zr"senn0=

ax
r"cos nf =
n;l " 1 —2rcos@ + r* =

cuando 0 < r < 1. (Nétese que estas formulas son asimismo validas cuando r = 0.
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6. Probar que el limite de una sucesion convergente de nimeros complejos es nico,

recurriendo al correspondiente resultado para las sucesiones reales.

7. Demostrar que

00
= S, entonces Y Z, = S.

a0
si Yz
n=1
8. Sea c cualquier nimero complejo. Probar que

0
entonces Y, cz, = cS.

a0
st Yz
n=1

9. Teniendo en cuenta el resultado analogo para series reales, y por referencia al
Teorema 2 de la Seccion 44, probar que si

Y zZ=SYy
n=1
entonces
Y o +w)=S+T
n=1

10. Sea una sucesion z, (n = 1, 2, ..) que converge a un namero z. Probar que existe un
namero positivo M tal que |z,| < M para todo n. Hacer esto de las dos maneras que
se indican:

a) Notar que existe un entero positivo n, tal que
lzn| = IZ + (Zn - Z)l < [Z' + 1

siempre que n > n,.
b) Escribir z, = x, + iy, y recordar de la teoria de sucesiones reales que la conver-

gencia de x, € y, (n = 1,2, ..) implica que |x,| £ M eyl S M,(n=12,.)
para ciertos nameros positivos M; y M,.

45. SERIES DE TAYLOR

Vamos a enunciar el teorema de Taylor, uno de los resultados mas importantes
del capitulo.

Teorema. Sea f una funcién analitica en un disco abierto |z — z,| < Ro,

[ (z) admzte la representaczon en serie d'e pifeans

v'

f@) = ¥ ale = zf (2 =zl < Roh [1]

-

L]
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Figura 46

/donde

(2

= f—gi) n=20,12".) [2]

n!

~ Esto es, esa serie de potencias converge a f(z) cuando |z~ zo| < R,.

Este es el desarrollo de f(z) en serie de Taylor en torno al punto z,. Es la
familiar serie de Taylor del Calculo, adaptada a funciones de una variable
compleja Hagamos notar que, con el convenio de que f¥(z,) = f(z,) y 0! = 1,
la serie [1] puede escnblrse

‘ /\Qp 1 m
o5 ﬂ(z) = leo) 470 ) 4 L) (o 0 \g (=20l <Rp).  [3]
[ Obsérvese aderggs_qmnandafgm el radio R, del disco puede tomarse

arbitrariamente grande. En estas circunstancias, la serie converge a f(z) en todo
unto z del plano ﬁmto la condicion de valldez____Qanmtc_anz_m___go

emostramos prlmero el teorema con z, = 0; la demostracion para el caso zo
arbl.trano sera consecuencia inmediata. Para empezar, sea C, cualquier circulo
positivamente orientado |z| = r, contenido en el disco |z| < R,, pero lo bastante

grande como para que el punto z sea interior a él (Fig. 47). La formula integral de
Cauchy se aplica entonces:

1| fea
/@ = 2ni Je, 8 — 2 (4]
Ahora bien,
1 1 [ 1
s—z s 1—(z/s)]
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y, por el Ejercicio 18, Seccién 7

i
! =l+c+ct+ -+ 4
1 —¢ 1-c¢

N=12.)

cuando c es cualquier nimero complejo distinto de la unidad. Por tanto,

1 1 z z 2 z N-1 (Z/S)N )
ez O ) e O 2]

y, en consecuencia,

1
s —z

1 1 1, 1 v-a N 1
—E'ﬁs—ZZ"l‘;’-Z +"'+S—NZ +Z(S—Z)SN

A continuaci6n, multiplicamos esta ecuacion por f(s)/(2ni), e integramos cada
uno de sus miembros a lo largo de C, respecto de s. A la vista de [4] y de que
(Sec. 40)

1 [ f&ds _ f™0)

T — = =012,.),
2mi )¢, &1 nl n )
podemos escribir el resultado como sigue:
(0 1”, 0 (N—1) 0 _
@ =10+ T e L L 1
donde
2N fls)ds
= — —— 6
Pa(@) 2ni Jc, (s — 2)s" (6]
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Supongamos que |zl = r. Entonces, si s es un punto de C,,
Is =zl 2 lIsl — |zl = ro — 1.
Asi pues, si M denota el valor maximo de | f(s)| sobre Co,

N M Mr, (r )N’

<-— 7 = r
o) S 5o e 2nry = 0

o
Pero (r/ro) < 1 ya que z es interior a Cy; luego
lim py(z) = 0.
N—=ow
Luego vemos de la Ecuacién [5] que

@) = f(0) +j¥z +f,—;(!0222 + - +f(:!(0) 4+ [7]

en el disco abierto |z| < R,. Esto es, ‘

© n) |
fi2) = "Z 70 b

(
YEste caso especial a serie [1] en que z, = 0 s¢ llama una serie de_Maclaurin.

Supongamos ahora que f'es como en el enunciado del teorema, donde el disco
de radio R, esta centrado en un punto arbitrario z,. Como S es analitica cuando
|z — zo| < Ry, 1a funcidn compuesta f(z + z,) es analitica cuando Iz + zo) — 2ol
< R,. Pero esta condicion no es sino |z| < Ry, y si llamamos g8(2) = f(z + zp), 1a
analiticidad de g en el disco |z| < R, asegura la existencia de una representacion
en serie de Maclaurin:

(Izl < Ro). (8]

] g(”)(o) R
)= FED 2 (< Ry
Es decir,
® (n)
etz = 3 L gy,
n=0 n.

Finalmente, sustituyendo z por z — Zo en esta ecuacion y en su condicion de
validez, llegamos a la deseada representacion en serie de Taylor para f(z) en
torno al punto z,,. ‘

46. EJEMPLOS

Si se sabe que f es analitica en todos los puntos interiores a un circulo centrado
en z,, queda garantizada la convergencia de la serie de Taylor centrada en z,
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hacia el valor f(z) en cada uno de esos puntos z; no es necesario ningan criterio
de convergencia. En efecto, de acuerdo con el teorema de Taylor, la serie conver-
ge a f(2) dentro del circulo centrado en z, cuyo radio es la distancia de z, al
punto z; mas préoximo en el que f deje de ser analitica. En la Seccion 50 veremos
que ése es realmente el mayor circulo centrado en z, en el que la serie converge a
f(2) para todo punto interior a éL

Asimismo, veremos en la Seccidén 51 que si existen constantes a, (n = 0, 1,2, ..)
tales que

f@) = ¥ afe - zor

para todo punto z interior a algin circulo centrado en z,, entonces la serie de
potencias alli ha de ser la serie de Taylor para f en torno a z,, independiente-
mente de cOmo aparezcan esas constantes. Esta observaciéon permite a menudo
calcular los coeficientes a, de la serie de Taylor de modo mas eficiente que por la
aplicacion directa de la formula a, = f®(z,)/n! del teorema de Taylor.

En los ejemplos que siguen, utilizamos la formula del teorema de Taylor para
hallar los desarrollos en serie de Maclaurin de algunas funciones muy sencillas.

Ejemplo 1. Como la funcion f(z) = €* es entera, tiene una representacion en

serie de Maclaurin valida para todo z. Aqui es f™(z) = €7 luego f™(0) = 1, de
modo que

F=3Y = (d <o) [1]
Notese que si z = x + 0, el desarrollo [1] se convierte en

® x"
e"=nzoﬁ (—0o < x < o0).

La funcion entera z2e3 tiene también desarrollo en serie de Maclaurin. La
forma mas simple de obtenerla es sustituir z por 3z en cada lado de [1] y
multiplicar después la ecuacion resultante por z? (véase Ej. 8, Sec. 44):

0 3"
22e3 = Y ;l—z"” (2] < o0).

Finalmente, si sustituimos n por n — 2 aqui, tenemos

®© 3n—2
2,3z __ n
z2e% = n;z T z . (2l < o).

Ejemplo 2. Si f(z) = sen z, entonces

fe0) =0 y fer+1Q) = (—1) (n=20120.)
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Por tanto,

2n+1

sen z = 2 (-

P @n + 1)1 (2| < ). [2]

La condicion |z} < oo se sigue de nuevo del caracter entero de la funcién.
Puesto que senh z = —i sen (iz) (Sec. 25), basta cambiar z por iz en cada lado
de [2] y multiplicar el resultado por —i para ver que

© 22n+1
senhz = )

Zo 2n + 1) (l2] < o). (3]

Ejemplo 3. Cuando f(z) = cos z,
fe0) = (=1 y fe"D0) =0 (n=2012.)

De manera que esa funcion entera tiene la representacion en serie de Maclaurin

® zZn

= -1 .

cosz = Y (~1V g (< o) [4]
¥, como cosh z = cos (iz),
© 22n
hz =

cosh z "Zo o (Iz] < ). ' [5]
Notese que la serie de Taylor para cosh z en torno al punto z, = —2mi se

obtiene sustituyendo la variable z por z + 2=i en los dos miembros de la
Ecuacion [5] y recordando que cosh (z + 27i) = cosh z para todo z:

(2] < o0).

Ejemplo 4. Otra representacion en serie de Maclaurin es

1
1 -z

- io 2 (2 < 1) Q)

-

Las derivadas de la funcién f(z) = 1/(1 = z), que no es analitica en z = 1, son

n!
(1 — z)n+1

[P0 = n=20,1,2 )
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y, en particular, f™(0) = n! Obsérvese que el desarrollo [6] nos da la suma de
una serie geométrica infinita, siendo z el radio comin términos adyacentes:

1

l+z+22+22+ - =
1 -z

(zl < 1),‘

Esta es esencialmente la formula de suma que se hallé por otro camino en el
Ejercicio 4, Seccion 44.

Si sustituimos —z por z en la Ecuacioén [6] y en su condicion de validez, y
tenemos en cuenta que |z| < 1 cuando |—z| < 1, vemos que

1
1 +z

_ 20 (—1)2" (2 < 1).

Si, por otro lado, sustituimos en [6] la variable z por 1 — z, obtenemos la
representacion en serie de Taylor

(=1 -1y (z =1 < 1)

|
i
e

Esta condicion de validez se sigue de la asociada con el desarrollo [6], pues
[l — z] < 1eslomismoquefz — 1] < 1.

Ejemplo 5. Como ultimo ejemplo, vamos a desarrollar la funcién

2 2y _
fo - Lt AR L)

23+ 25 23 1 4 22 z 1+ 22

en forma de una serie de potencias de z. No podemos hallar una serie de
Maclaurin para f porque no es analitica en z = 0. Pero sabemos por [6] que

1_+_22=l—zz-i-z“—z‘5+z’3—--- Gzl < 1).

Asi pues, si 0 < |z| < 1,

1 :
f@=5Q-1+22-2+25-22+.)=

z
1 1
=5+-—z+22 -2+ -
2z

Llamaremos a los términos como 1/z® y 1/z potencias negativas de z, pues se
pueden expresar como z~ 3 y z7!, respectivamente. La teoria de desarrollos que
hacen entrar en escena potencias negativas de z — z, se discutira en la préxima
seccion.
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EJERCICIOS*

1. Hallar la representacion en serie de Maclaurin

z cosh (%) = ";o o Iz} < o0).
2. Demostrar que
& =ce "Zo i ;! b (lz| < o0).
3. Hallar la serie de Maclaurin de la funcién
’ z z
U [1 + 1(24/9)}

Sol. ¥ (3;?: 4 (12 < /3.

n=0

4. Escribir la representacion en serie de Maclaurin de f(z) = sen (z%), y explicar como se
deduce que

fe0) =0 y fe*D0) =0 n=012.)

5. Deducir la representacion en serie de Taylor

L g =0 i<y

1 -2z S -yt

Sugerencia: Comenzar escribiendo

1 1 1 1 )
1—z (1—-)—-(-d) 1-—ill—@E-dt-1i
6. Desarrollar cos z en serie de Taylor centrada en el punto z = 7/2.

7. Desarrollar senh z en serie de Taylor centrada en el punto z = 7i.

8. ;Cual es el mayor circulo en cuyo interior la serie de Maclaurin de la funcion tgh z
converge a tgh z? Escribir los dos primeros términos no nulos de esa serie.

9, Usar la relacién sen z = (62 — e~ *)/(2i), junto con los Ejercicios 8 y 9 de la Seccién
44, al justificar ciertos pasos, para deducir la seie de Maclaurin de sen z a partir de la

de €.
10. Probar quesiz # 0,
2 sen(zz)__ 1 zqu_z6 z‘°+ ) 5 senhz;1+ R
4 2 3 s ’ 22z S(@n+ 3)

———

. . L . .
En estos y en sucesivos ejercicios sobre desarrollos en serie, se recomienda al lector que use,

- siempre que sea posible, las representaciones [1] a [6] de la Seccion 46.
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11. Demostrar que para 0 < |z] < 4,

1 1 &
4z — Zz o E + ,,Z:o 4r+2

47. SERIES DE LAURENT

[1 una funcién /' no es analitica en un punto zo, no ' podemos aplicar el teorema de
Taylor en ese puntof No obstante, es posible hallar una representacion en sétie
para f(z) que contenga tanto potencias positivas como negativas de z — z, (véase
Ejemplo 5, Sec. 46). Ahora presentamos la teoria de tales representaciones, co-
menzando con el teorema de Laurent.

NS ——

Teorema. Sea f una funcion analtttcajen un dominio anular R, < lz — zol <

< R sea C cualquier contorno cerrado simple en torno de z,,

posztwamente, contenido en ese dominio (Fig. 48). Entonces, en todo punto z

W U L LS UG
de ese dominio, f(z) admite la representacion en serie

0 © bn
fi2) = "Z:O a(z — zo)" + ";l @ =z (R1 < |Z - ZOl;_ifZ) (1]
donde | v, 5/;:
L[ _soe _
" i oG =zt n=012".) [2]
¥
/
/.
(/a
\
\
\
o x
y
n = L ) dz n=12".) (3]

2ni Je(z — zo) "t
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El desarrollo [1] se suele escribir

f@= % alz—zr (R <z -z < Ry, [4]

donde
L f(2)dz

2ni Jo(z — zg)"* T (n =0, £1, £2,..). [5]

, =
Cualquiera de las dos formas [1] o [4], se llama una serie de Laurent.

Notese que el integrando en [3] se puede escribir f(z)(z — z,)" . Asi pues, es
claro que cuando f es analitica en el disco |z — z,| < R,, este integrando lo es
también. Por tanto, todos los coeficientes b, son cero, y como (Sec. 40)

1 f@dz  _ f™(z)

i Joz — zo Y A

n=20,1,2.),

el desarrollo [1] se reduce a una serie de Taylor centrada en z,.

Sin embargo, si f no es analitica en z, pero lo es en el resto del disco [z — z,| <
< R,, el radio R, puede tomarse arbitrariamente pequefio. La representacion [1]
es valida entonces para 0 < |z — z5| < R,. Analogamente, si f es analitica en
todo punto del plano finito exterior al circulo |z — z,| = R,, la condicién de

validezes R, < |z — z,5] < o0.

Demostraremos primero el teorema de Laurent cuando z, = 0, en cuyo caso

- ¢l anillo esta centrado en el origen. La verificacién del teorema para z, arbitrario

se deducira sin dificultad.

Empezamos la demostracion formando una regién anular cerrada r, < |z| <
< r,, contenida en el dominio R, < |z| < R,, cuyo interior contiene al punto z
y al contorno C (Fig. 49). Sean C, y C, los circulos de radios respectivos r, y r,,

Figura 49
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centrados en el origen, orientados ambos en sentido positivo. Obsérvese que fes
analitica en C, y C,, asi como en el dominio anular situado entre ellos.

A continuacién, construimos un circulo y orientado positivamente con centro
en z y suficientemente pequefio como para que esté contenido en el interior del
anillo r; < |z| < r,, como indica la Figura 49. En tales circunstancias, se sigue de
la extension del teorema de Cauchy-Goursat a integrales de funciones analiticas a
lo largo de contornos orientados de regiones multiplemente conexas (Teorema 2,
Sec. 38), que

j 16)ds "f f@ds _ [ feds _
Ca Cy

S —z s — 2z y§ — 2

Ahora bien, de acuerdo con la formula integral de Cauchy, el valor de la tercera
integral es 2nif(z). Por tanto,
1 JS(s)ds 1

1) = 0s,

2ni Jo, s — 2z 2mi Jo, 5 — z

(6]

En la primera integral de [6] escribimos, como hicimos en la demostracion
del teorema de Taylor (Sec. 45),

1
§ — 2z

1 1, | QR N 1
— il -+ - - . 7
2z+s3z+ +SNz +Z(s-—z)s” (71

|

+
s

Por lo que se refiere a la segunda integral, hagamos notar que

1 1

S — 2 Z— 38

En consecuencia, por simple intercambio de z y s en la Ecuacion [7], escribimos

11, 11 AR N T L W
s—z z sT‘z—2+ sTNFL N TN\

Luego concluimos de [6] que

J@) =ay + a;z + a,2> + - + ay_; 2" + pu(2) +

by b, by
+7+Z_2+ "'+?+G’N(Z),

donde los nimeros @, (n = 0,1,2,.., N — 1) yb,(n = 1,2, .. N)vienen dados
por las ecuaciones

| L9, - L[ 198 [9]

- , =
" 2mi o, st " 2mi J, s
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y donde

2N f(s)ds 1 st(s)ds.
prla) = 27 Je, (s — 2)s% on(z) = 2mizN J;l z—s

Ahora tomamos |z| = r, de modo que r, < r < r,, y denotamos por M el
valor maximo de | f(s)| sobre:C, y C,. Para probar que los restos Pn(2) y an(z)
tienden a cero cuando N tiende a infinito, usamos un método ya empleado en la
demostracion del teorema de Taylor. Notemos que si s es un punto de C,,
entonces |s — z| 2 r, — r;ysisestaen C, |z — 5| 2 r — r,. Asi podemos

escribir
N N
ot < 222 (i> y lon(d)l < f—"(’—)

r, — r\r, r r

y, como (r/r;) < 1y (ry/r) < 1, es claro que ambos, ry(z) vy sy(z2), tienen la
propiedad deseada.

- Finalmente, basta recordar el Corolario 2 de la Seccién 38 para ver que los
contornos usados en las integrales [9] se pueden reemplazar por el contorno C.
Esto completa la demostracion del teorema de Laurent cuando zo = 0, porque si
se usa z en vez de s como variable de integracion, las expresiones [9] para los
coeficientes a, y b, son las mismas que [2] y [3] con zo = 0 en ellas.
~- Para extender la demostracion al caso geneal en que zg s arbitrario, sea f una
funcion que satisface las condiciones del teorema y, tal como se hizo en la
demostracion del teorema de Taylor, pongamos g(z) = f(z + z,). Puesto que fes
analitica en el anillo R, < |z — z,| < R,, la funcién f(z + zp) es analitica
cvuando R, < |(z + z¢) — zo| < R,. Estoes, g es analitica en el anillo R, < |z] <
< R,, centrado en el origen. Ahora bien, el contorno cerrado simple C en el
enunciado del teorema tiene la representacion paramétrica z = z(t) (a £ t < b),
donde

Rl < IZ(t) e 20, < R2 [10]

Para todo ren el intervaloa < 1 < b. Luego si I" denota el camino z = z(t) — z,
(@ = ¢ £ b), T es no sélo un contorno cerrado simple, sino que, a la vista de [10],
estd en el dominio R, < z < R;. Por consiguiente, g(z) admite la representacion
en serie de Laurent

) © bn
g2 = Y az" + Y 2 (R, < |zl < Ry), [11]
=0 =1 2"
donde
1 [ g(z)dz
n =5 L T n=012.), [12]
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L[ s n=12 ) [13]

T 2mi rz

La representacion [1] se obtiene si escribimos f(z + zo) en vez de g(z) en la
Ecuacion [11] y sustituimos entonces z por z — zo en la ecuacion resultante, asi
como en la condicién de validez R, < |z} < R,. La expresion [12] para los
coeficientes a, es, ademas, idéntica a la [2], ya que

Jg(z)dz _ J" 06, J f@d:
r clz —

Zn+1 “ [Z(I) _ 20]n+1 Zo)n+l

Analogamente, los coeficientes b, en la expresion [13] son los mismos que los de
la expresion [3].

48. EJEMPLOS

Los coeficientes de una serie de Laurent no se suelen hallar recurriendo al uso
directo de sus representaciones integrales, sino por otros métodos, tal como
ilustran los ejemplos siguientes, en los que se supone siempre que, una vez
especificado el dominio anular, una seric de Laurent para la funcion dada es
tinica. Al igual que con las series de Taylor, relegamos la demostracion de tal
unicidad a la Seccioén 51.

Ejemplo 1. Sustituyendo z por 1/z en la serie de Maclaurin

n 3

N R 22—+ +o (d < o),

w|N

1 1
elir = ¥ =14+ — + + + .. 0 < |zl < o0).

"o n'z" 1z 2122 3183

Notese que esta serie de Laurent particular no contiene potencias positivas de
z, siendo cero todos los coeficientes de las potencias positivas, mientras que hay
infinitas potencias negativas. Notese ademas que el coeficiente de 1/z es la unidad:
y de acuerdo con el teorema de Laurent de la Seccion 47, ese coeficiente es el

numero
] 1/z
bl = < € dZ,
2ni ¢
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donde C es cualquier contorno cerrado simple, orientado positivamente, en torno
del origen. Como b; = 1, entonces

f eY?dz = 2ni.
¢

Este método de evaluar ciertas integrales a lo largo de contornos cerrados
simples se desarrollara en detalle en el Capitulo 6.

Ejemplo 2. La funcidn f(z) = 1/(z — i)? ya esta en forma de serie de Laurent,
con z, = i. Es decir,

f(2) = i (2 — iy 0 <z — il <o),

donde ¢_, = 1 y todos los demas coeficientes son cero. Segun [5], Seccion 47,
para los coeficientes de una serie de Laurent,

€n 27UJ‘ (z —_ l"+3 (I’I = 09 il, i2, ),

donde C es, por ejemplo, cualquier circulo orientado positivamente, centrado en
el punto z, = i Asi pues (comparar con el Ej. 13, Sec. 33)

dz _ 0 ston#E =2,
clz =0 " 2 si n= -2

Ejemplo 3. La funcion

—1 1 1

f(z)=(z——1)(z-—2)=z_1—Z_’z’ (1]

que tiene los dos puntos singulares z = 1 y z = 2, es analitica en los dominios
lzZl < 1,1 < |z] < 2,y2 < |zl < «.En cada uno de estos dominios, denotados
D\, D, y Dy, respectivamente, en la Figura 50, f(z) tiene representaciones en serie

de potencias de z. Todas pueden hallarse recordando del Ejemplo 4, Seccion 46,
que

1 @
1 _Z=ngoz (2 < 1).

La representacion en D, es una serie de Maclaurin. Para hallarla, escribimos

. 1 1 1
] (]
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Figura 50

y observamos que al ser |z| < 1y|z/2l < len Dy,

fa=-5z+ §I-F et - @< [

En cuanto a las representaciones en D,, escribimos

1 1 1 1
f (Z’zE[ (l/z)] [1 —(z/2>]

Como |1/z] < 1y|z/2| < 1cuando 1 < |7| < 2, se deduce que

1 ©
f@@) = Z LS + "ZO 1 (1 <l <2

Si sustituimos el indice de suma n en la primera de esas series por n — 1y
entonces intercambiamos las dos series, llegamos a una expresion que tiene la
misma forma que la del enunciado del teorema de Laurent (Sec. 47):

[e's} n

f@ = Z 22+1

n=0

1
1 Z"

(1<l < 2 [3]

uMs

Como existe sOlo una tal representaci()n para f(z) en el anillo 1 < |z| < 2, el

desarrollo [3] es, de hecho, la serie de Laurent para f(z) alli.
La representacion de f(z) en el dominio no acotado D es también una serie de

Laurent. Si ponemos [1] en la forma N

' 1 1 1 1
7@ = 5[1 - (1/z)] Tz [1 - (2/z)]

y observamos que |1/z] < 1yl2/zl < 1si2 < |z} < oo, encontramos que
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< 1 ® " © 1 - 2"
J@) = Ly 1 - nZO PR = "Z,O R 2 < Izl < o).
Es decir,
© ] — 21
fl) = ; - (2 < |z| < ). [4]
EJERCICIOS

1. Probar que

F_1 1 1z 2 o
2273 2!+3 +E+ ( <|z]<‘oo).

/

2. Deducir la representacion en serie de Laurent

1 z © 1 1
23 cosh (;) =3+ 2+ "; @+ 2 T 0 < |zl < ).

3. Hallar una representaciéon para 1/(1 + z) en potencias negativas de z que sea valida
cuando 1 < |z] < 0.

Sol.

1 @ —1)"*1
1 +z Z:

4. Dar dos desarrollos en serie de potencias de z para la funcion

1
fi@) = zﬂz(T——_z)’

y especificar en qué regiones son validas.

1
Sol. —
0 22

i "0 <z < 1) —i i(1 < |zl < o).
n=0 n=32'l

NI»—-

5. Representar la funcion (z + 1)/(z — 1) por

a) su serie de Maclaurin, y describir la region de validez de tal representacion;
b)  su serie de Laurent en el dominio 1 < |z| < co.

© o 1
Sol. @ —1—2Y% Mz <1); b 1+2 Z y
n=1 n=
6. Probarquesi0 < |z — 1] < 2,

z -1 @
C-Dz=-3 2z-1 3L, e
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7. Escribir las dos series de Laurent en potencias de z que representan a la funcion

G

en ciertos dominios, y especificar esos dominios.
8. Hallar el desarrollo en serie de Laurent para la funciéon 1/(z — a) para el dominio

lal <]z < o, donde aesrealy —1 < a < 1. A continuacion, escribir z = ¢ para
obtener las formulas de suma

acos 0 — a? @ asen d
a" sen nf = .
1 —2acos @ + a* ,,; " 1 — 2acos 6 + a?

i a" cos nf =
n=1

(Comparar con el Ej. 5, Sec. 44.)
9. a) Sea z cualquier nimero complejo, y sea C el circulo unidad
w= e (-rs¢=n

en el plano w. Usar entonces el contorno que aparece en [5], Seccion 47, para los
coeficientes de una serie de Laurent, adaptado a tales series en torno al origen del
plano w, para demostrar que

donde
J(2) = % jn exp [—i(n¢ — z sen ¢)] do n=0 %1, +2,..).

b) Con la ayuda del Ejercicio 7, Seccion 31, relativo a ciertas integrales definidas de
funciones complejas pares e impares de una variable real, probar que los coefi-
cientes de la parte a) se pueden escribir*

J(2) = %J" cos (n¢p — z sen ¢)d¢ n=20 %1, £2,.).

0

10. a) Sea f una funcion analitica en un dominio anular en torno del origen que
contiene al circulo unidad z = ¢ (—n < ¢ < 7). Tomando ese circulo como
camino de integracion en las expresiones [2] y [3], Seccion 47, para los coeficien-
tes a, y b, en una serie de Laurent en potencias de z, probar que

10 =" senap + L 37 s (E) + (£ ]ag
2 ) _, 2n =1 s Cad z

cuando z es cualquier punto del dominio anular.

* Estos coeficientes J,(z) se llaman funciones de Bessel de primera especie. Juegan un papel
relevante en varias areas de Matematica aplicada. Véase, por ejemplo, el libro del autor Fourier
Series and Boundary Value Problems, 4.* ed., Cap. 8, 1987.
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b) Haciendo u(8) = Re [ f(€)], probar que del desarrollo de la parte a) se sigue que

n

x 1 =
w0 =5 [ worao + - 3 |

u(¢) cos [n(0 — $)] d¢.

Esta es una forma de escribir el desarrollo en serie de Fourier de la funcion real
u(6) en el intervalo —n £ 6 £ 7. La restriccion sobre u(6) es mas severa de lo
necesario para que sea factible tal representacion en serie de Fourier*.

49. CONVERGENCIA ABSOLUTA Y UNIFORME
DE LAS SERIES DE POTENCIAS

El resto de este capitulo se dedica a diversas propiedades de las series de poten-
cias, o sea, series del tipo

3]

Z an(z - ZO)n,

n=0
mencionadas al final de la Seccidn 44. Las presentaremos solo en el caso espe-
cial z, = 0. Sus demostraciones en ¢l caso general son esencialmente las mis-
mas y muchos de nuestros resultados se generalizan simplemente sustituyendo
z por z — z,. Las generalizaciones que afectan a series con potencia negativas de
z — z, son asimismo faciles de obtener.

Recordemos de la Seccion 44 que una serie de nimeros complejos converge

absolutamente si la serie de valores absolutos de esos nimeros es convergente. El
siguiente teorema se refiere a la convergencia absoluta de las series de potencias.

Teorema 1. Si una serie de potencias
0
Y a2 (1]
n=0

converge cuando z = z, (z; # 0), entonces es absolutamente convergente en
todo punto z del disco abierto |z| < |zy|.

Para iniciar su demostracion, suponemos que es convergente la serie
a
Y a7 (z; # 0
n=0

Por tanto, los términos a,z} estan acotados; es decir,

la,2l € M n=2012".)

* Véanse otras condiciones en las Secciones 29 y 30 del libro citado en la nota al ejercicio
anterior.
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para alguna constante positiva M. Si |z] < |z,| y denotamos por p el modulo
{z/z4|, vemos que

lanzl = la, 22l < Mp",
21

donde p < 1. Ahora bien, la serie cuyos términos son los niimeros reales Mp" es
una serie geométrica convergente siempre que p < 1. Luego, por el criterio de
comparacion de series reales, la serie

s

|a,z"|

n=0
converge para |z| < |z,]; y el teorema queda probado.

El conjunto de puntos interiores a algin circulo en torno al origen es, por
tanto, una regi6n de convergencia para la serie de potencias [1]. El mayor circulo
centrado en el origen tal que la serie converge en todos sus puntos interiores se
llama el circulo de convergencia de la serie de potencias. La serie no puede ser
convergente en ningun punto z, exterior a ese circulo, de acuerdo con el teorema
precedente, pues si lo fuera, seria convergente dentro del circulo, centrado en el
origen, que pasa por z,; y, en consecuencia, el primer circulo no seria el circulo de
convergencia.

Nuestro proximo teorema exige definir alguna teminologia previa. Sea |z] = R
el circulo de convergencia de una serie de potencias centrada en el origen, y sean
S(z) y Sn(2) 1a suma y la suma parcial, respectivamente, de esa serie:

a0 N—-1
S(z) = ZO a,z", Sy(z) = Zo a,z" (z| < R).
Entonces escribimos la funcion resto
on(2) = S(2) — Sy(2) (lz} < R). [2]

Como la serie de potencias converge para todo z tal que |z] < R, sabemos que el
resto py(z) tiende a cero en tales z al tender N hacia infinito. Por la definicion [1]
de la Seccion 44 del limite de una sucesion, eso significa que para cada niimero
positivo ¢ existe un entero positivo N, tal que

[pn(z)] < & siempre que N > N, [3]

Cuando la eleccion de N, depende sélo del valor de ¢ y es independiente del
punto z que se tome en una region prefijada, se dice que la convergencia es
uniforme en esa region.
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Teorema 2. Si z, es un punto interior al circulo de convergencia [z| = R de
una serie de potencias

nio a.Z", [4]

entonces esa serie es uniformemente convergente en el disco cerrado Izl < |zy)
(Fig. 51).

Figura 51

Para establecer esta convergencia uniforme, sean m Yy N cualesquiera dos
enteros positivos, con m > N, y escribamos el resto [2] en la forma

pn(z) = lim Y a,z" [5]
m-o n=N
Puesto que hay puntos con médulo mayor que |z,| para los que la serie [4]
converge, sabemos por el Teorema 1 que la serie

Q0
IEA
n=0

€s convergente. El resto de esa serie, tras N términos, es el nimero real no
negativo

m

oy = lim ¥ la,z1]. 6]

m*o n=N

Ahora bien, a la vista del Ejercicio 3, Seccién 44

’

i a,z"

lpwta)[= lim | 5

m—a

b

y para Izl § Izlla

Y ar| < ¥ el < 5 lazyr = 5 latl
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Por tanto,
|pn(2)l = oy cuando |z £ |z]. [7]

Como oy son los restos de una serie convergente, tienden a cero al tender N a
infinito. Es decir, para cada ¢ positivo existe un entero N, tal que

oy <¢ si N>N, [8]

Debido a las condiciones [7] y [8], la [3] es valida para todos los puntos del
disco |z| < |z, y el valor de N, es independiente de la eleccion del z. Por tanto, la
convergencia de la serie [4] es uniforme en ese disco.

Una consecuencia importante del Teorema 2 es el hecho de que la serie de
potencias [4] representa una funcion continua S(z) en todo punto interior a su
circulo de convergencia. Esto es, si z, es un punto interior al circulo de convergen-
cia |z| = R, para cada ¢ positivo existe un § positivo tal que

[S2) — Syl < ¢ si |z — z;] < 6, [9]
siendo ¢ suficientemente pequefio para que z esté en el dominio de definicidon
Izl < R de S(2).

Para demostrar esto, denotemos por Sy(z) la suma de los primeros N térmi-
nos de la serie [4], y pongamos

S(z) = Sy(2) + pn(2),

donde py(z) es la funcion resto [2]. Entonces

IS(z) — S(zy)l = |Sy(2) — Sn(zy) + py(2) — onzy)l,

0 sea

15@) — Sl = ISx2) — Sulz1)l + lon(@)] + |pn(z)l. [10]

Para la convergencia uniforme anunciada en el Teorema 2, existe un entero
positivo N, tal que

Lon(2) < g siempre que N > N, [11]

y donde z es cualquier punto que esté en algin disco cerrado centrado en el
origen de radio mayor que |z,| pero menor que el radio R del circulo de con-
vergencia. En particular, [11] se satisface para todo z en un entorno |z — z,| <
< & de z, que sea lo bastante pequefio como para estar contenido en ese disco
cerrado. :

Ahora bien, la suma parcial Sy(z) es un polinomio y, por tanto, continua en z,
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para cada valor de N. En particular, cuando N = N, + 1 podemos escoger
nuestro J tan pequefio que

1Sx(z) — Sy(zy)l < § si Iz — 2] < 8. [12]

Haciendo N = N, + 1 en la desigualdad [10] y usando que [11] y [12] son
verdaderas cuando N = N, + 1, encontramos que

&

1S@) — S(z,)] < § *3

&
+§ para |z — z,| < &.

Esta es la afirmacioén [9].
Sustituyendo z — z, o su reciproco en lugar de z, podemos extender los
resultados de esta accion, con las modificaciones obvias, a series de los tipos

Soe-an § b

W=1 (2 — zo)f

Para 'ser mas precisos, si la primera de estas series converge en un punto Z4,
con z; # z,, sabemos que converge absolutamente a una funcioén continua en el
disco abierto centrado en z, y de radio |z, — z,|. Anlogamente, si la segunda de
estas series converge en z,, entonces converge absolutamente a una funcion
continua en la region exterior al circulo centrado en z, y que pasa por z,.

Ademas, sabemos ahora que si una representacion en serie de Laurent

0 = ¥ a0+ 5

i1 (2 — zo)"

es valida en un anillo R, < |z — zy| < R,, ambas series de la derecha convergen
uniformemente en cualquier anillo cerrado concéntrico e interior a esa region de
validez.

50. INTEGRACION Y DERIVACION
DE SERIES DE POTENCIAS

Ya hemos visto que una serie de potencias

S(z) = ZO a,z" [1]

Tepresenta una funcién continua en todo punto interior a su circulo de conver-

- gencia. Probamos en esta seccion que la suma S(z) es analitica dentro del circulo.

Nuestra demostracion depende del siguiente teorema, de interés en si mismo.
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Teorema 1. Sea C cualquier contorno interior al circulo de convergencia de la
serie de potencias [1], y sea g(z) cualquier funcion continua sobre C. La serie
formada multiplicando cada término de la serie de potencias por g(z) puede ser
integrada término a término sobre C; esto es,

f g0S@dz = 5 a j 227" dz. [2]
. 2

Para demostrarlo, observemos que como g(z) y la suma de la serie de poten-
cias S(z) son ambas continuas sobre C, la integral sobre C del producto

8(2)S(z) = ZO a,8(2)z" + g(2)pn(2),

=
existe, siendo py(2) el resto de la serie tras N términos. Los términos de la suma

finita aqui también son continuos sobre el contorno C, luego sus integrales sobre
C existen. En consecuencia, la integral de g(z)py(2)

f dS@dz = Y a f g()"dz + f 2on(2) dz. 3]
Cc n=0 c C

Sea M el valor maximo de g(z) sobre C, y sea L la longitud de C. En vista
de la convergencia uniforme de la serie de potencias dada (Sec. 49), sabemos
que para cada ¢ positivo existe un entero positivo N, tal que, para todo punto z
sobre C,

|pn(2)l < & siempre que N > N,

Como N, es independiente de z, encontramos que

' J g(2)pn(z) dz| < MeL siempre que N > N,
c

esto es,
lim J 2(2)pn(2)dz = 0.
N-wo JC
De [3] se sigue que
J g(2)S(z)dz = lim Z g(z)z" dz.
C N—wo n=0 C

Esto es lo mismo que la Ecuacion [2], con lo que queda probado el Teorema 1.
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Si g(z) = 1 para cada valor de z en el disco abierto limitado por el circulo de
convergencia de la serie de potencias [1], entonces

J g(2)"dz = '[ "dz =0 n=012.)
c c

para todo contorno cerrado C contenido en ese dominio. Segin [2], tenemos que

j S(z)dz = 0
c

para todos los contornos de esa clase, y por el teorema de Morera (Sec. 41), la
funcion S(z) es analitica en ese dominio. Asi pues, la serie de potencias [1]
representa a una funcion que es analitica en todo punto interior a su circulo de
convergencia. Este resultado es a menudo 1til a la hora de establecer la analitici-
dad de funciones y al evaluar limite.

Ejemplo 1. Como ilustracién, vamos a probar que la funcién definida por

s€n z

) = z

1 si z=20

si z #0,

es entera. Ya que el desarrollo en serie de Maclaurin

22n+1

= -1y
n=0 (2n + 1)

representa a sen z para todo valor de z, la serie

© ZZn 22 4

n -1 _Z L F _ .,
LV Tty (4]

obtenida al dividir cada término de esa serie de Maclaurin por z, converge a f(z)
cuando z # 0. Pero la serie [4] converge claramente a f(0) cuando z = 0. Por
tanto, f(z) viene representada por la serie de potencias [4] para todo z, y fes en
consecuencia una funcion entera. Notese que, puesto que fes continuaenz = Oy
como (sen z)/z = f(z) cuando z # O,

, senz
Iim

z—=0

= lif(l)f(Z) =f0) = 1 [5]

Este es un resultado conocido de antemano, ya que el limite en cuestion aqui es la
definicion de la derivada de sen z en z = 0.
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Haciamos notar al comienzo de la Seccion 46 que la serie de Taylor de una
funcién f en torno a un punto z, converge a f(z) en cada punto z interior al
circulo centrado en z, y que pasa por el punto z; mas proéximo en el que la
funcién deja de ser analitica. A la vista de la afirmacion en cursiva que precede al
ejemplo anterior, modificada de modo que sea aplicable a series en potencias
positivas de z — z,, sabemos que no hay ningin circulo mayor centrado en z, tal
que en todos sus puntos interiores la serie de Taylor converja a f(z). Porque si
existiera tal circulo, f seria analitica en z,; y f no es analitica en z,.

Presentamos ahora un resultado del tipo del Teorema 1 relativo a la deriva-
cion.

Teorema 2. La serie de potencias [1] puede ser derivada término a término.
Esto es, en todo punto z interior al circulo de convergencia de esa serie,

S'(2) = "21 na,z"" 1. (6]

Para probarlo, sea z cualquier punto interior al circulo de convergencia, y sea
C algin contorno cerrado simple, orientado positivamente, que rodee a z y sea
interior a dicho circulo. Definamos ademas la funcion

1
T 2mi(s — z)?

gs) 7]

en todo punto s de C. Como la funcion
S = Y a"
n=0

es analitica dentro de y sobre C, podemos poner

‘[ 2(5)S(s)ds = —l—f Se)ds S'(z)
C C

270 o (s — 2)?
gracias a la representacion integral de las derivadas en la Seccion 40. Ademas,

. 1 s"ds d ,
Lg(s)s ds—% T =5 °

Asi que cuando la variable de integracion z en la Ecuacion [2] se sustituye por la
variable s y g(s) es la funcion [7] a lo largo del contorno cerrado C, la Ecuacion
[2] se convierte en

n=012.).

® d
S(Z) =nzoanaz,

que coincide con [6]. Esto termina la demostracion.

£
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El siguiente ejemplo sencillo ilustra como el Teorema 2, adaptado a series en
potencias de z — z,, s¢ puede utilizar para hallar representaciones en series.

Ejemplo 2. En el Ejemplo 4 de la Seccion 46 vimos que
1 v n n
;= n;) (=D%z — 1) Iz -1 < 1.

Derivando ambos miembros de esa ecuacion se llega a que

-1 0
D WGV Y R )
O S§€a,
1 <]
2= Y et e -1 (-1 <) (8]

El desarrollo [8] es obviamente la serie de Taylor de la funcién f(z) = 1/z2
centrada en el punto z, = 1.

51. UNICIDAD DE LAS REPRESENTACIONES
POR SERIES

La unicidad de las representaciones por series de Taylor y Laurent, anticipada en
las Secc.lones 46 y 48, respectivamente, se desprende facilmente de los teoremas de
la Seccion 50. Consideramos en primer lugar la de las series de Taylor.

Teorema 1. Si una serie

3 al - 2oy [1]

converge a f(z) en todo punto interior a algin circulo z — zo = R, entonces es
la serie de Taylor de f en potencias de z — Zy.

Para demostrarlo, recordemos el Teorema 2 de la Seccion 50 que
O
S = 3 naz"?
n=1
en todo punto interior al circulo de convergencia de la serie

S(z) = ";io a,z". [2]
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Por consiguiente, la serie de S’(z) puede ella misma ser derivada término a
término, es decir,

5"@) = 22 nn — a2

en todo punto z interior a ese circulo. De hecho, la derivada de S(z) de cualquier
orden se puede hallar derivando su representacion en serie término a término,
Evidentemente, pues,

S0) = a5, S(0) = lla,, S"(0) = 2a,, ... S™0) = nla,, ...

y los coeficientes a, son los del desarrollo en serie de Maclaurin de S(z):

_ $"0)

a n!

n=012.)

La generalizacion a series de potencias de z — z, es inmediata, y el Teorema 1
queda probado.

Notese que del Teorema 1 se deduce que si la serie [1] converge a cero en un
entorno de z,, los coeficientes a, han de ser todos cero.

Nuestro segundo teorema se refiere a la unicidad de la representacion en serie
de Laurent.

Teorema 2. Si una serie

0 . © _ . o0 bn
"=Z_w C,,(Z - ZO) - nZO a,,(z ZO) + ";1 (Z — zo),,

(3]

converge a f(z) en todos los puntos de algim dominio anular centrado en Z0s
entonces es la serie de Laurent para f en potencias de z — 2,y en ese dominio.

Lo demostraremos con ayuda del Teorema 1 de la Seccidén 50, adaptado a
series en potencias positivas y negativas de z — z,. Usando el indice de suma m
en la serie dada, escribimos

J; 8(2)f(2)dz = iw Cm L 8(2)z — zo)" dz, (4]

donde g(z) es cualquiéra de las funciones

1

T 27i(z — zoy Y (n=0 +1, +2,.)
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y C es un circulo del anillo dado, centrado en z, y orientado en sentido positivo.
Como (véase Ej. 13, Sec. 33)

1 dz _JO0 si . m # n,
i Je(z =z ™™ 1 si m=n,
la Ecuacion [4] se reduce a

RS f fl2)dz

clz - zo)"+l o

2ni

que es una expresion de la Seccion 47 para los coeficientes de la serie de Laurent
para f en el anillo.

52. MULTIPLICACION Y DIVISION
DE SERIES DE POTENCIAS

Supongamos que cada una de las series de potencias

2 @Gy Y bz - [1]
n=0 n=0
converge dentro de un circulo |2/ = R. Las sumas f(z) y g(z) son funciones

analiticas en el disco |z| < R (Sec. 50), y €l producto de esas sumas tiene un
desarrollo en serie de Maclaurin valido alli:

@ = 3o (el < R. 2]

Como las series [1] son las series de Maclaurin de Sy & los tres primeros
coeficientes del desarrollo [2] vienen dados por

co = f(0)g(0) = ayb,,

¢, = f(O)g’(O) ;f’(O)g(O) = aph; + a by,

¢, =080 + OO+ J'OOD _ 4y, 4 ayp, + aghy

La expresiéon general de ¢, se obtiene facilmente gracias a la formula (Ej. 15)

[/@e2]" = z (Z)f”"(z)g‘"_"’(Z), (3]
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donde

n n!
<k> = m k=012, ., n),

para la derivada n-¢sima del producto de dos funciones. Como es habitual,
fO@z) = f(z) y 0! = 1. Evidentemente,

_ MO e
=X =R &, G

y asi se puede escribir [2] en la forma
f(2)g(2) = aghy + (aphy + a1bo)z + (agh, + ab; + a,by)z® + - +

[4]
+ (Z akb,,_,,>z" + e (zl < R).
K

=0

La serie [4] es la misma que se obtiene multiplicando formalmente las dos
series [1] término a término y reuniendo los términos resultantes por potencias
de z; esto se conoce como ¢l producto de Cauchy de las dos series dadas.

Ejemplo 1. La serie de Maclaurin para e*/(1 + z) es valida en el disco |z] < 1.
Los tres primeros términos no nulos se hallan sin dificultad escribiendo

? 1 1
1i_z=<1+z+§zz+gz3—t~--~)(l—z+zz—z3+-~)

y multiplicando esas dos series término a término. El resultado buscado es

1 1
=1 —z2 — 173 1).
T+ +2z 3z-i- (z|l < 1)
Supongamos ahora que g(z) # 0 cuando |z| < R. Como el cociente f(z)/g(z) es
analitico en ese disco, admite una representacion en serie de Maclaurin

Q@ _ & .
o = LA (<R, [s]

donde los coeficientes. d, se pueden calcular derivando f(z)/g(z) sucesivamente y
evaluando las derivadas en z = 0. Los resultados son los mismos que se obtienen
realizando la division de la primera de las series [1] por la segunda. Puesto que
en general solo se necesitan en la practica unos pocos primeros términos, este
método no es dificil.
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Ejemplo 2. Como se indico en la Seccion 25, Jos ceros de senh z son los niimeros
z=nmi(n =0, +1, +£2), ..). Luego la funcion

1 1 1
z? senh z ?(1 + 223! + z4/5! + )

tiene una representacion en serie de Laurent en el dominio 0 < |z| < = El
denominador de esa fraccion entre paréntesis es una seric de potencias que
converge a (senh z)/z cuando z # 0y a la unidad cuando z = 0. Luego la suma
de esa serie no se anula nunca en el dominio |z| < ; y la serie de potencias de esa
fraccion se obtiene por division, resultando ser

1 RN PR S U b PO
1+ 223 + 2450 + 3 ? G s [ v
0 sea
1 1 7
- 1 52 4 R 6
1+ 2230 + 2950 + - 6 T30° T (lzl < m). [6]

De modo que

zz_sélh—z_z% %§+—z+--- O < |z| < =) [7]
Aunque s6lo hemos dado los tres primeros términos no nulos de esta serie de
Laurent, puede hallarse, claro estd, cualquier nimero de términos sin mas que
proseguir la division.

Para ilustrar una via alternativa a la division directa, vamos a obtener [6]
escribiendo

1
1+ 2231 + 295! + ---

=dy + diz + dyz® + dyz® + dz* + -5 [8]

donde los coeficientes en la serie de Maclaurin de la derecha han de ser calcula-
dos. Si ha de ser valida la Ecuacién [8], entonces

1 1
1 = <1 + §T22 + 524 + ---)(do + diz + dyz? + dyz® + dizt + -

es decir,

1
do — 1) + dyz + <d2 + d0>22 +

1\, 1 1 .
+(d3+§'71>2 +<d4+§d2+§do>z +“'=0
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cuando |z| < 7. Como todos los coeficientes de potencias de z en esta Gltima serie
de potencias tienen que ser cero, entonces d, — 1 = 0,d; = 0, etc. Tras calcular
sucesivamente los valores de dq, d;, dz, d3, ¥ dy, VEMOS que, cON €508 valores, la
[8] es lo mismo que [6].

puede deducirse derivando término a término la serie

22n+1

@n + 1)

sen z = "20 (-1 (7] < )

5, Usando series, probar que si ¢ es una constante compleja y

EJERCICIOS ol g zxo0
f& =4 2 ’
1. Derivando el desarrollo en serie de Maclaurin .
c st z=0,
1 i » < 1) entonces f es entera.
1 —z 450 6. Probar que si
obtener las representaciones cos z para £ +a2
—_— z +7r/2,
1 3 ) ) B o) 2 — (27 ;
T = Y (n+ ) TR Y (n+ D+ 2 (2 < 1). z
a-2 w=o 1r-z n=0 - para z = +m/2,

2. Hallar la serie de Taylor para la funcién entonces f es una funcidn entera.

7. Integrar en el plano w la serie de Taylor (véase Ejemplo 4, Sec. 46)

1 1 1 1
z 2+(z-2 211 +(@z-22

1 o
— = 1\ - " _
centrada en el punto z, = 2. A continuacion, derivando esa serie término a término, w nl;o (=1f(w ~ 1) (w—-1<1

probar que
a lo largo de un contorno interior al circulo de convergencia desde w = 1 hasta

1 1 » ., z — 2\ w = z para obtener la representacion
?_Z"ZO(——I)(n+1)( 5 ) (z -2 <2

- © (_1)n+l

Logz = Y (z—1 Iz = 1] < 1)
3. Sustituyendo 1/(z — 1) en lugar de z en el desarrollo =1 n
) - 8. Usar el resultado del Ejercicio 7 para probar que si
= Zo(—l)"z" Izl < 1),

hallar la representacion en seric de Laurent para 1/z en el dominio no acotado

Log z i %1
f(z)={z—1 vz ’

1 < |z — 1} < 0. A continuacion, derivando esa serie término a término, demostrar 1 siz=1,
que
entonces f es analitica en el dominio 0 < |z| < 0, —7n < Argz < 7.
1 2 (=) - 1)
5= .;z BT 1<|z~-1 < o) 9. Probar que
(Comparar con el Ejemplo 2 de la Secc. 50.) ——;z— = 1 +1 - 1z - §z2 + - 0 <zl <)
] 222+ 1) z 2 6 ’

4. A t 6mo el desarroll
rgumentar como ° 10. Probar que

Iz} < )

1 1 1 1],
a) cosecz=;+§Z+ 60—2—52 + - 0 < |zt < m);
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11.

12,

13.

14.

15.

16.
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1 1 1 1 1
D e i it nt et O<H<m
Usar el desarrollo
1 1 11 7
3 .= 3~ z- 1t 35 0 < <
Zsenhz 2 6z t360° " O<ld<m

del Ejemplo 2, Seccion 52, para demostrar que si C es el circulo |z| = 1, en sentido
positivo, entonces (véase Ejemplo 1, Sec. 48)

dz _m
cz’senhz 3

Sea funa funcién analitica en z, y tal que f(z,) = 0. Usando series, demostrar que

lim _/®

2220 2 — Z

= f'(zo).

Indicar como se deduce este resultado directamente de la definicion de f "(zo)-

Sean f'y g analiticas en z,, con f(z,) = g(z,) = 0, mientras que g'(z¢) # 0. Demostrar
que

i 1@ _ 120,

20 8(2)  8(20)
Probar que si fes analitica en z, y f(zo) = f(zo) = -+ = f™(z,) = 0, entonces la
funcién definida como
/(@) .
(Z_——W Sl z # 20
g(2) =
S0 (z,)
m + 1) 2=

es analitica en z,,.

Vertificar por induccién matematica la formula [3], Seccion 52, para la n-ésima
derivada del producto de dos funciones.

Sea f una funcién entera que viene representada por una serie de la forma
@) =z + a2 + a2 + - (Iz| < ).

a) Derivando la funcion compuesta g(z) = f[ f(z)] sucesivamente, hallar los tres
primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Maclaurin para g(z) y
demostrar asi que

SI/@] = z + 2a,2* + 2@} + a3)z® + - (lzl < o).

17.
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b) Obtener el resultado de la parte a) de manera formal escribiendo
fLf@] = [ + al/@) + a;[ /@] + -

sustituyendo f(z) en la derecha por su representacion en serie, y reuniendo
después los términos en potencias iguales que z.

¢) Aplicando el resultado de la parte a) a la funcion f(z) = sen z, probar que

sen(sen z) = z — 323 + - (2] < o).

Los numeros de Euler son los nimeros E, (n = 0, 1, 2, ..) en el desarrollo en serie
de Maclaurin

1 © E,

= 2——2"

n=0 n!

— (2l < n/2).

Exﬁlicar por qué esa representacion es valida en el disco indicado y por qué
E,,.1 = 0(n =0,1,2, ..). Probar entonces que
E, =5 y E;= —6L

Eo=1, E, = —1,



CAPITULO

SEIS
RESIDUOS Y POLOS

El teorema de Cauchy-Goursat (Sec. 35) afirma que si una funcién es analitica en
todo punto interior a un contorno cerrado simple Cy en los puntos del propio C,
el valor de la integral de la funcién a lo largo de ese contorno es cero. Sin
embargo, si la funcidn no es analitica en un niimero finito de puntos interiores
a C, existe, como veremos en este capitulo, un namero especifico, llamado resi-
duo, con que cada uno de esos puntos contribuye a la integral.

Desarrollamos aqui la teoria de los residuos e ilustramos su uso en ciertas
areas de Matematica aplicada. Comenzamos el capitulo con algunas cuestiones
preliminares sobre singularidades de funciones.

53. RESIDUOS

Recordemos (Sec. 20) que un punto z, se llama un punto singular de la funcion f
si f no es analitica en z, pero es analitica en algan punto de todo entorno de z,.
Un punto singular se dice que es aislado si, ademas, existe un entorno punteado
0 < |z — zy| < &de z, en el que f es analitica.

Ejemplo 1. Como 1/z es analitica en todo punto excepto en z = 0, el origen es
un punto singular aislado de esa funcién.

.

Ejemplo 2. La funcion

z+1
22+ 1)

tiene los tres puntos singulares aislados z = 0 yz= %i

Ejemplo 3. El origen es un punto singular de Log z, pero no es punto singular
aislado, pues todo entorno punteado del origen contiene puntos del eje real
negativo, en los que Log z no es analitica (véase Sec. 26).
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Ejemplo 4. La funcioén

1
sen (1/2)

tiene los puntos singularesz = 0yz = 1/n(n = +1, +2,..), situados todos en el
segmento del eje real entre z = —1y z = 1. Cada punto singular, salvo z = 0, es
aislado. El punto singular z = 0 no es aislado porque todo entorno punteado del
origen contiene otros puntos singulares de la funcion.

Si z, es un punto singular aislado de una funcion f, existe un nimero positivo
R, tal que f(z) es analitica en todo z que cumpla 0 < |z — zy| < R,. En
consecuencia, la funcion viene representada por una serie de Laurent

3 7 bl b2 —_bn ‘ cee
i@ = n;) a(z — zo) + p— + E—— + o+ E—— + [1]

0 < Iz — 2| < Ry),

donde los coeficientes a, y b, tienen ciertas representaciones integrales (Sec. 47).
En particular,

1 f(z)dz

"T 2ni clz — zo)™"*?

donde C es cualquier contorno cerrado simple positivamente orientado en torno
a zo y contenido en el dominio 0 < |z — z,| < R,. Cuando n = 1, esta expresion
para b, puede escribirse

J f(2)dz = 2zib,. [2]
c

El nimero complejo b,, que es el coeficiente de 1/(z — z,) en el desarrollo [1], se
llama el residuo de f en el punto singular aislado z,. A menudo usaremos la
notacion

Res f(z),

zZ=2Z0

o simplemente B cuando z, y f estén claramente indicados, para denotar el
residuo b,.

La Ecuacién [2] proporciona un método Util para evaluar ciertas integrales
sobre contornos cerrados simples.

Ejemplo 5. Consideremos la integral

e—z
- 3
.L -1 0]
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donde C es el circulolzl = 2, positivamente orientado. El integrando, analitico en
todo el plano salvo en el punto z = 1, tiene una representacion en serie de
Laurent valida en el dominio 0 < |z — 1| < oo. Luego, por [2], el valor de la
integral [3] es 2mi veces el residuo del integrando en z = 1. Para calcular ese
residuo, recordamos el desarrollo en serie de Maclaurin

n

N

F=Yy o (d<w [4]
y usarlo para escribir
e—z e—le—-(z—l) 0 (_l)n
— = _ 1 =2 0 - 1 .
(z — 1)? (z = 1)? ,,Z‘o nle (z ) ©<lz | < )

En esta serie de Laurent, que se puede escribir en la forma [1], el coeficiente de
1/(z — 1) es el namero buscado —1/e. Por tanto,

2ni

e_z
L C-IP%T e L5

f exp (%) dz = 0, [6]
c z

siendo C el mismo que en el Ejemplo 5. Como 1/z% es analitica en todas partes
salvo en el origen, también el integrando lo es. El punto singular aislado z = 0O es
interior a C, y con ayuda de la serie de Maclaurin [4] podemos escribir el
desarrollo en serie de Laurent

Ejemplo 6. Probemos que

1 11 11 11
exp(z—z>=1+1—|—2+——+3 L 0 <ld< o)

El residuo del integrando en su punto singular aislado z = O es, por tanto, cero
(b, = 0); y eso demuestra [6]. '

Este ejemplo nos recuerda que aunque la analiticidad de una funcién dentro
de y sobre un contorno cerrado simple C es condicion suficiente para que el valor
de la integral sobre C sea cero, no es condicion necesaria.

54. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Si una funcién f tiene solo un nmero finito de puntos singulares interiores a un
contorno cerrado simple dado C, han de ser aislados. El proximo teorema es un
enunciado preciso del hecho de que si ademas f es analitica sobre C, y C se
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recorre en sentido positivo, el valor de la integral de fa lo largo de C es 27i veces
la suma de los residuos en esos puntos singulares.

Teorema. Si C es un contorno cerrado simple positivamente orientado, dentro
del cual y sobre el cual una funcion f es analitica a excepcion de un nimero
finito de puntos singulares z, (k = 1, 2, ..., n) interior a C, entonces

L f@)dz = 2mi ki Res £(2). [1]

z=12)

Para demostrarlo, tomemos los puntos singulares z, (k = 1, 2, .., n) como
centros de circulos C, positivamente orientados, interiores a C y tan pequefios
que cualesquiera dos de ellos sean disjuntos (Fig. 52). Los circulos C; junto con el
contorno cerrado simple C forman la frontera de una region cerrada sobre la que
fes analitica, y cuyo interior es un dominio multiplemente conexo. En consecuen-
cia, de acuerdo con la extension del teorema de Cauchy-Goursat para tales
regiones (Teorema 2, Sec. 38).

f f@dz — 3, f f@)dz = 0.
C k=1 JCi

Esto se reduce a la Ecuacion [1] porque (Sec. 53)

J f(2)dz = 2ni Res f(2) k=12 .,n)

zZ=2z)
y la demostracion esta completa.

y

Figura 52

Ejemplo 1. Utilicemos el teorema para calcular la integral

52 — 2
ez 2

cuando C es el circulo|z{= 2, positivamente orientado. El integrando tiene las
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singularidades z = Oy z = 1, ambas interiores a C. Podemos hallar los residuos
B,enz = 0y B, enz = 1 gracias a la serie de Maclaurin

1
1 -2

=1+z+22+ - (2] < 1).

En primer lugar escribimos, para el dominio 0 < |z} < 1. El desarrollo de
Laurent

522 5z -2 —1 2 2
Z(Z—l)=< z )<l~z>=(5__g>(_l_z_zz_“‘)=;—3—3z—...

del integrando y concluimos que B; = 2. A continuacion, observamos que
cuando 0 < |z — 1| < 1,

5z2—2 [Sz—1+3 1 B
20z — 1) z — 1 ]1+(z—1)]_

=(5+ : )[1—-(2——1)+(z—1)2—---].

z—1

El coeficiente de 1/(z — 1) en el desarrollo en seric de Laurent valido para
0 < |z — 1] < 1 es, por tanto, 3. Asi pues, B, = 3,y

5z — 2 ) .
L mdz = 2ni(B, + B,) = 10mi.

En este ejemplo, claro esta, es mas sencillo expresar el integrando como suma
de sus fracciones parciales. Entonces

J52_2d2=jgdz+j 3 dz = 4ni + 6ni = 10m7i.
c c ¢

z(z — 1) z z—1

(Véase también el Ejemplo 2, abajo.)

Si la funcién f en el enunciado del teorema de los residuos es, ademas,
analitica en todo punto del plano finito exterior a C, resulta a veces mas eficiente
calcular la integral de f sobre C hallando un solo residuo de una cierta funcion
relacionada. Concretamente, podemos sustituir [1] por la ecuacion*

' Lf ) = 2niRes o G) 3]

* Este resultado aparece en la teoria de residuos en el infinito, que no trataremos aqui. Para ver
los detalles de esa teoria, puede consultarse, por ejemplo, W. Kaplan, Advanced Mathematics for
Engineers, pp. 637-639, 1981.
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Para deducir la expresion [3] construimos un circulo |z} = R lo bastante
grande como para que el contorno C sea interior a él. Entonces, si C, denota un
circulo positivamente orientado |z| = R,, con Ry > R, sabemos por el teorema
de Laurent (Sec. 47) que

f@= ¥ &  (R<ld< o), [4]
donde
d
.= ﬁ f—i%z (n =0, £1, £2,.). [5]
Co

Puesto que la condicion de validez de la representacion [4] no es del tipo
0 < |z] < R, (véase Sec. 53), el coeficiente c_, no es el residuo de fen el punto
z = 0, que puede incluso no ser punto singular de f. Pero si sustituimos z por
1/z en [4] y en su condicién de validez, vemos que

1 1 X cn cn 2 cn—z
= (_) = Z == 1 = Y - 0 < |zl < 1/R)
y por tanto que

1 /1

Asi pues, si escribimos n = —1 en la Ecuacion [5] y usamos entonces [6] para
sustituir ¢_,, encontramos que

o1 (1)
J.CO f(zydz = 2mi Bzeg ?f<;>

Finalmente, como f es analitica en la region cerrada acotada por C'y C, el
Corolario 2 de la Seccion 38 produce el resultado deseado [3].

Ejemplo 2. En el Ejemplio 1, el integrando
2

5z —
f@) = Y

es analitico en todo z exterior al circulo C. Como

L1y s—2 (s—2\ 1 \_{(5_ 24y =
z_2f<;>-z(l—z)—( - )(1_2)_<Z 2>(1+z+z+ )

5
—z-+3+3z+--- O <zl < 1),
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vemos que el residuo a utilizar en la Ecuacion [3] es 3. Por tanto,

3222 4 = 2mi5) = 10m,
c 2z — 1)

como ya demostramos en el Ejemplo 1.

55. PARTE PRINCIPAL DE UNA FUNCION

Hemos visto que si una funciéon f tiene un punto singular aislado z,, puede
representarse por una serie de Laurent

b, b, b,

+ -+ (7__20); + [1]

f@) = 3 ale = 2o +

+
z — zg (z — z)?

en un dominio 0 < |z — z,| < R,, centrado en ese punto. La porcion de la serie
que contiene potencias negativas de z — z, s¢ llama la parte principal de f en z,.
Ahora usaremos la parte principal para distinguir entre tres tipos de punto
singular aislado. El comportamiento de f cerca de z, es fundamentalmente dife-

rente en cada caso.
Si la parte principal de f en z, contiene al menos un término no nulo, pero el
nimero de tales términos es finito, existe un entero positivo m tal que

bm ?é O y bm+1 = bm+2 = eee = 0
Esto es, el desarrollo [1] adopta la forma
by b, b,

e m
"20)+(Z_Zo)2+ +(Z_Zo)m 2}
0 < |z — zo] < Ry),

f@) = 3 ale = 20" +

donde b,, # 0. En tal caso, el punto singular aislado z, se llama un polo de orden
m. Un polo de orden m = 1 se llama un polo simple.

Ejemplo 1. Notese que la funcion

.

2 _2 3 -
Z-2+35 . —24 (2 %2+

— 2 < ®
z — 2 z—2 z—2 0 <l | )

tiene un polo simple en z = 2, con residuo 3.
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Ejemplo 2. La funcién

senhz_iz+i+25+z7+' 1 11 1 1,
A A TR TR B TR T I

0 < |zl < o)

tiene en z = 0 un polo de orden 3, con residuo 1/6.

Se puede probar (Ej. 10, Sec. 57) que f(z) siempre tiende a infinito cuando z
tiende a un polo.

Cuando la parte principal de f en z, tiene infinitos términos no nulos, ese
punto se llama un punto singular esencial.

Ejemplo 3. La funcion

1 )
exp(—>= Zii 0 < Jz] < )
z n=0 n! "

zZ
tiene un punto singular esencial en z = 0. Su residuo en él es 1.

Un importante resultado relativo al comportamiento de una funcion cerca de
un punto singular esencial se debe a Picard. Afirma que en todo entorno de un
punto singular esencial, una funcion alcanza todo valor finito, con una unica posible
excepcion, un numero infinito de veces. No demostraremos el teorema de Picard,
pero si uno relacionado en el Capitulo 12 (Sec. 104)*.

Ejemplo 4. Como ilustracion del teorema de Picard, probemos que la funcién
exp (1/z) del Ejemplo 3 toma el valor —1 un nimero infinito de veces en cada
entorno del origen. Para ello, recordemos de la Seccion 23 que exp z = —1
cuandoz = (2n + Vri(n = 0, +1, +2,..). Esto significa que exp (1/z) = —1 en
los puntos

1
z = On T i n=0 41, £2,.),
y hay un nimero infinito de esos puntos en cualquier entorno dado del origen.
Cpmo exp (1/z) # 0 para todo z, cero es el valor excepcional que el teorema de
Plca{d advierte que puede no ser alcanzado por la funcién.

. Si todos los coeficientes b, de la parte principal de f en un punto singular
aislado z, son cero, el punto z, se llama un punto singular evitable de f. En tal
caso, la serie de Laurent [1] contiene sélo potencias no negativas de z — z,, y la
serie es, de hecho, una serie de potencias. Notese que el residuo en un punto
singular evitable es siempre cero. Si definimos f(z) en z, como ay, la funcion pasa

* 3 .
d Una demostracxon del teorema de Picard puede verse en la Seccion 51 del Volumen I del libro
e Markushevich citado en el Apéndice 1.
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a ser analitica en z,, (véase Sec. 50). Asi pues, una funcion f con un punto singular
evitable puede hacerse analitica en ese punto sin mas que asignarle un valor
adecuado en él

Ejemplo 5. Sea, por ejemplo, la funcion

e —1 1 z z2
_ - i Lt 4o 1)=
f@) =—; z(1+1!+2!+3!+ )
z 2 © < Jz| < ©)
=ltgty A < )

El punto z = O es un punto singular evitable. Si hacemos f(0) = 1 la funcion
pasa a ser entera.

EJERCICIOS

1. En cada caso, escribir la parte principal de la funcion en su punto aislado y determi-
nar si se trata de un polo, un punto singular esencial o un punto singular evitable.

2 1
a) zexp (%), B s o =E g ZE g -

1 +2z z z

2. Probar que el punto singular de cada una de estas funciones es un polo. Determinar
el orden del polo y calcular el correspondiente residuo B.

1 — cosh z 1 — exp (22) exp (2z)
@7 DT 9oy
Sol. @) m=1B= -1/ b) m=3,B = —4/3; ) m=2 B =2

3, Hallar el residuo en z = 0 de la funcion
1 — sen cotg z senh z
a) - b) z cos (;); g TTNI g 2BEL

z + z? z z 21 - 22)4
Sol. a) 1, b —-1/2 g 0 d) —1/45; e) 7/6.

4. Calcular, usando residuos, las integrales de las funciones siguientes sobre el circulo
z = 3, positivamente orientado:

exp (—z 1 z+1
o PP b e (5); K

Sol. a) —2mi b) mi/3; c) 2mi

5. Sea funa funcidén analitica en un punto z,. Probar que

a) Sif(z,) = O, entonces z, es un punto singular evitable de la funcién

glza) = ——;
z — 2o
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b) Si f(z,) # 0, el punto z, es un polo simple de la funcién g de la parte a), con
residuo f(z,).

6. Usar [3], Seccion 54, para calcular la integral de £ a lo largo del circulo |z]| = 2
positivamente orientado, cuando f es

o Sol @) —2mii b)) O o 2m

7. Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de grados respectivos n'y m, con m — n > 2

Usar. la expresion [3], Seccion 54, para probar que si todos los ceros de Q(2) son
interiores a un contorno cerrado simple C, entonces

[Comparar con el Ej. 6b).]

-8. Sea C el circulo |z| = 1, positivamente orientado. Seguir los pasos indicados para
demostrar que

1 0 1
explz + —)dz = 2mi - .
L P ( z) =2 Y e )

a) Usando el desarrollo en serie de Maclaurin para e* y el Teorema 1, Secciéon 50,
que justifica la integracién término a término, escribir la integral anterior como

] 1 1
"Zo ) L z" exp (;) dz.

b) Gracias al teorema de los residuos de la Seccién 54, evaluar las integrales que
aparecen en la parte a) para conluir el resultado deseado.

56. RESIDUOS EN LOS POLOS

E‘l método basico para hallar el residuo de una funcidén en un punto singular
aislado z, consiste en mirar el coeficiente de 1 /(z — z,) en la serie de Laurent. Si
Zo €s un punto singular esencial no ofrecemos otro método. Pero en lo referente a
polos, se dispone de algunas formulas Gtiles que ahora deduciremos.
Supongamos que una funcién f(2) se puede escribir en la forma

$(2)

z—zq

fle) = s [1]

donde ¢(z) es analitica en z, y $(zo) # 0. Del desarrollo en serie de Taylor
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¢"'( Zo)

#0) = ¢z + Lo 2y + T o s

(= 200+ [2]

que es valido en un disco abierto [z — zo| < R,, se sigue que

f(Z) — ¢(ZO) ¢(ZO) + (TS”;)‘(!ZO) ) L ’"(Zo) (

Z_ZO 1'

z — 20)2 +
(O < |Z - Zol < Rz ).
Dado que ésta es la inica representacion en serie de Laurent para f en el dominio

0 < |z — zo| < R,, y puesto que ¢(z,) # 0, es claro que f tiene un polo simple en
2o, CON residuo

b = (zo) (31

Ejemplo 1. La funcién f(z) = (z + 1)/(z*> + 9) tiene un punto singular aislado
en z = 3i y puede escribirse como

¢(2) z+1
1@ = z — 3i donde  ¢(2) = z + 3i
( 30) =
Como ¢(z) es analitica en z = 3i y 4(3 — i)/6 # 0, ese punto es un polo simple
de f: el residuo es (3 — i)/6. El punto z = —3i es también un polo simple de f,

con residuo (3 + i)/6.
La discusiéon anterior puede extenderse a funciones del tipo

¢(2)

(z — zo)"

f@) = (m=23,.), [4]

donde ¢(z) es analitica en z, y ¢(zo) # 0. Porque la serie [2] permite escribir

¢ Pyt | )2t +¢‘"‘“’(Zo)/(m—1)! 4

(z—=zo)" (- Zo)m_1 (z — Zo)m_2 Z2—2Z

/@)=

(0 < |z — zo| < Ry);

0 (n),

y esto demuestra que f tiene un polo de orden m en z,, con residuo

_ " 1)(Zo) X

LS o) (5]

Ejemplo 2. Si f(z) = (z> + 22)/(z — i)*, entonces

¢(2)

fl@) = e donde ¢(z) = 23 + 2z
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La funcién ¢(z) es entera, y ¢(i) = i # 0. Por tanto, f tiene en z = i un polo
de orden 3. El residuo es

_ 0 _
) 2!

Es facil probar (Ej. 9, Sec. 57) que si una funcion f tiene un polo en un punto
z = z,, entonces f(z) siempre se puede expresar en la forma [1] o [4]. A pesar
de ello, la identificacion de un punto singular aistado como polo de cierto orden
suele lograrse mas eficazmente recurriendo directamente a la serie de Laurent.

Ejemplo 3. Si se desea calcular, por ejemplo, el residuo de la funcion f(z) =
= (senh z)/z* en la singularidad z = 0, seria incorrecto escribir f(z) = ¢(2)/z*,
con ¢(z) = senh z, e intentar aplicar la formula [5] con m = 4. Porque es
necesario que ¢(z,) # 0 para poder aplicar [5]. La manera mas sencilla de hallar
el residuo en z = 0 consiste en escribir unos pocos términos de la serie de
Laurent de f, como se hizo en el Ejemplo 2 de la Seccion 55. Alli se vio que
z = 0 es un polo de tercer orden y que el residuo es 1/6.

A veces el uso de la serie se puede combinar eficazmente con las féormulas [3]

o [5].

Ejemplo 4. Como z(¢® — 1) es entera y sus ceros son z =2ani (n =0, +1, +2,..),
el punto z = 0 es claramente un punto singular aislado de la funcion

1

fi@) = e — 1)

De la serie de Maclaurin

2 3

1+F+E+§+ (|Z‘<CD),

vemos que
2 3 2
z(ez_1)=z< +2'+23'+ ) z2<1+i+z—+---> (Iz] < o0).

Luego

$(2) 1 '
f(Z) 7 donde ¢(z) = 1 + z/2! + 22/3 + o

(6]
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Puesto que ¢ es analiticaenz = 0y ¢(0) = 1 # 0, el punto z = 0 es un polo
de segndo orden; y, segin [5], el residuo es b, = ¢’(0). Y como

Lo =2+ 223 + )
Y@ =G 32523 + )

en un entorno del origen, by = —1/2.

El residuo puede asimismo calcularse dividiendo 1 por la serie de z(e* — 1), o
bien multiplicando por 1/z la serie de Laurent de 1/(¢* — 1) del Ejercicio 105),
Seccion 52.

57. CEROS Y POLOS DE ORDEN m

Si f es una funcién analitica en z,, entonces e€s analitica en algin entorno
|z — zo| < Rg de zq; y sabemos por el teorema de Taylor (Sec. 45) que

S =ap + ¥ @ =zl (= 2l < Ro [

donde a, = f(z0) ¥ a7 ™(zo)/n! (n = 1,2, ..). Si, ademas, f(z,) = 0 pero existe un
entero positivo m tal que f™(z,) # 0y todas las derivadas de ordenes inferiores
se anulan en z,, s¢ dice que f tiene en z, un cero de orden m. En ese caso, el
desarrollo [1] se convierte en

@) = G = 2" % ameae =2l (22l <R [

donde a, # 0. Como las series de potencias convergentes representan siempre
funciones analiticas (Sec. 50), se deduce de [2] que

f2) = (2 — 20)"g(2), (3]

donde g es analitica en z, y g(zo) # 0.

Supongamos, por otra parte, que existe un entero positivo m tal que una
funcion dada f se puede escribir en la forma [3], donde g es analitica y no nula en
z,. Entonces existe un entorno [z — zo| < Ro de z, en el que

f(2) = glzo)z — zo)" + g,(lz!O) (z — zo)"*' + 'ig—ol z — 2" % + -

y, ya que ésta es la’ representacion en serie de Taylor de f, se sigue que
g ™(zo)/m! = g(z,) # 0y que f(2) y todas sus derivadas de orden menor que m
se anulan en z,. Esto demuestra que la Ecuacion [3], con las condiciones impues-
tas sobre la funcion g, puede usarse como caracterizacion alternativa de los ceros

de orden m.
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Ceros y polos de orden m estan estrechamente vinculados. En efecto, ahora
podemos probar que cuando dos funciones p y q son analiticas en un punto z,, y
p(zo) # O, el coeficiente p(z)/q(2) tiene un polo de orden m en z, si'y solo si q tiene
un cero de orden m alli. '

La verificacion de esta afirmacion es facil y se basa en las dos observaciones
siguientes relativas a dos nuevas funciones ¢(z) y g(z), con propiedades a deter-
minar:

p2) _ ¢

a) Si QI(—Z)— m)—m» entonces ¢(z) = (z — zo)"

p@).
@)

b) Si q(z) = (z — zo)"g(z), entonces M = M

9z (2 — z)"
l?rimero, supongamos que p(z)/q(z) tiene un polo de orden m en z,, en cuyo caso
tiene la tjorma indicada en q) (véase Ejerc. 9). Como ¢(z) es analitica y no nula en
24, lo mismo es cierto para el cociente p(z)/¢(z) en a); luego g tiene un cero de
orden m en z,. Reciprocamente, si partimos del hecho de que ¢ tiene un cero de
orden m en z,, b) ensefia que z, es un polo de orden m del cociente p(z)/q(2).
Ejemplo 1. Sean las funciones enteras p(z) = 1y g(z) = z(e®* — 1). Puesto que
q(0) = 40) =0 y q'0) =2 #0,

g tiene un cero de orden 2 en el punto z = 0. Por tanto, el cociente

pe) _ 1
q(z) 2 — 1)

tiene un polo de orden 2 en z = 0. (Comparar con el Ejemplo 4, Sec. 56.)
La discusion precedente sobre ceros y polos nos proporciona otro método util

para identificar polos simples y hallar los residuos correspondientes. En concreto,
deducimos que si dos funciones p y q son analiticas en un punto z, y

P(Zo) # 05 q(zo) = 0’ y q’(ZO) # 0’
entonces z, es un polo simple del cociente p(2)/q(2), y el residuo alli es

— p(2o) .
D)

[4]

P'alr.a probar esto, sean p y ¢ como se ha dicho y observemos que, debido a las
condiciones sobre g, z, es un cero de orden m = 1 de esa funcion. Ello significa
que z, es un polo simple del cociente p(z)/g(z); y como

9(2) = (z — zo)gl2), (5]



204 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES
con g analitica y no nula en z,, ese cociente puede escribirse

piz) _ p(2)/g2)
pre i (6]

Es evidente que el residuo de p(z)/q(z) en z, es b; = p(z,)/g(z,). Pero g(z,) =
= ¢'(z0), como se ve derivando cada lado de la Ecuacion [5] y haciendo z = Z,.

Asi se obtiene la expresion [4].

Ejemplo 2. Consideremos la funcién

COos Z

f(2) = cotg z = sen s

que es cociente de las funciones enteras p(z) = cos z y ¢(z) = sen z. Las
singularidades de ese cociente ocurren en los ceros de ¢, o sea, en los puntos z =
=nn(n=0, £1, £2,..). Como p(nn) = (—1)" # 0, g(nm) = 0, y ¢'(nn) = (— 1" #0,
cada punto singular es un polo simple, con residuo

_ plm)y
Y ogmy

Ejemplo 3. Hallemos el residuo de la funcion f(z) = z/(z* + 4) en el punto
singular aislado z, = /2 ¢™* = 1 + i poniendo p(z) = z y q(z) = z* + 4.
Como z, es un cero de q y p(zy) = z, # 0, f tiene en z, un polo simple. El resi-
duo es

b, = iz 1. i
4z  8i 8
Aunque este residuo puede hallarse por el método de la Seccién 56, el cilculo es
algo mas engorroso.
Existen férmulas similares a [4] para residuos en polos de orden mas alto,
pero son mas complicadas y, en general, poco practicas.

EJERCICIOS

1. Demostrar en cada caso que los puntos singulares son polos. Determinar el orden de
cada polo y el residuo correspondiente B.

22 +2 oz )\ exp z z
%) z—1 b) (22 + 1) >0 s d) 22 + 7%’ g cos z’

1/4

N

Z+1(|ZI>0,0<argz<27z).
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Sol. @ m=1,B =3 b)) m=3B= —3/16;
0 m=1,B=1 f) m=1B8=(+ i)/2

Probar que el punto z = 0 es un polo simple de la funcién f(2) = cosec z y que su
residuo es 1,

a) apelando a la serie de Laurent para Jf expuesta en el Ejercicio 10a), Seccién 52;
b) aplicando los resultados de la Seccién 57.

Hallar el valor de la integral
f 323 + 2
G = D2 9%
clz = 1@E+9)
en sentido positivo a lo largo del circulo a |z-2 =2 b) |z] = 4.

Sol. a) mi b) 6mi.

Hallar el valor de la integral

dz
e + 4

en sentido positivo a lo largo del circulo a) |zl = 2; b) |z + 2 =3.
Sol. a) =i/32; b) 0.

Sea C el circulo |z| = 2, positivamente orientado. Calcular las integrales

% f s ) | 2 cosh nzdz
c c senh 2z c 22 + 1)

Sol. a) —4ni; b —ni ¢) 4ni.

Usar [3], Seccion 54, referida a un solo residuo, para calcular la integral de f(z) a
lo largo del circulo |zl = 3 positivamente orientado, cuando f(2) es

Bz +2* 5 (1 - 3z Z3el/?
2z — )2z + 5) T+20+29 9 1+

Sol. a) 9mi; b) —3mi ¢) 2mi.

Probar que si C es el circulo lz| = 8, positivamente orientado, entonces

Zt

1 e
— dz =1 — +
2ni | senh 2 Iz 1 2 cos ?rt 2 cos 2nt.

S.ea f una funcién analitica que tiene un cero en Zo pero no es idénticamente nula en
ningun entorno de z,,. Explicar por qué z,, debe ser un cero de algun orden positivo m
de /1 A continuacion, usando la caracterizacion [3], Seccién 57, de un tal cero,
de'mostrar que f(z) # 0 sobre un entorno punteado 0 < |z — z,| < & de z,. Probar
asl que los ceros de una funcién analitica no idénticamente nula son aislados.
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10.

11.

12.
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Sugerencia: Recordar de la Seccion 14 que una funcidén es no nula sobre algin
entorno de todo punto en el que sea continua y no nula.

Supongamos que f(z) tiene un polo de orden m en z = z,, de modo que admite un
desarrollo en serie de Laurent del tipo

b, b, b

e 0<|z—
z—2Zy (Z-“Zo)2+ (z—2zo)" O<le =zl <Ra),

f@)= 3, anz =20+

con b,, # 0 (Sec. 55). Sea ¢(z) una funcion definida en el disco abierto [z — zo| <
< R, por medio de las ecuaciones 0@ = (2 — 22 0 < 1z — zo|l < Ry)y
#(zo) = b, Demostrar que ¢(z) admite representacion en serie de potencias de
z — z, y pOr tanto es analitica en z,. Probar asi que si una funcion f tiene un polo de
orden m en un punto z,, entonces se puede escribir en la forma

$(2)

0=y

donde ¢(2) es analitica en z4 y ¢(zo) # 0. (El reciproco de esta afirmacion se vio en la
Sec. 56.)

Sea f una funcién con un polo de orden m en el punto z = z, Con ayuda de la
expresion obtenida en el Ejercicio 9, probar que 1/f(2) tiende a cero al tender z hacia
zq, ¥ por tanto que (Sec. 13)

lim f(z) = co.

z2—Zo

Probar que

dz =
L(zz “I¥+3 22
donde C es el contorno, positivamente orientado, del rectangulo cuyos lados estan
sobre las rectas x = +2,y = 0,ey = L.
Sugerencia: Observando que los cuatro ceros del polinomio ¢(z) = (22 — 1% +3
son las raices cuadradas de los nameros 1 + \/55, probar que 1/g(z) es una funcion
analitica dentro de y sobre C excepto en los puntos z, = (\/i + i)/\/i y —Zo = =(

-J3 + i)/\/i. Aplicar entonces el método de la Seccion 57 para identificar polos
simples y hallar el residuo correspondiente. ‘

Sea

1
1@ = nor

siendo la funcion ¢ analitica en z,, g(zo) = 0,y ¢'(zo) # 0. Probar que z, €s un polo
de orden 2 de la funcidn f, con residuo

9"(z0)

R PTERTE
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Sugerencu.z;' Notese que z, es un cero de orden m = 1 de la funcién ¢, de manera
que la Ecuacion [5], Seccion 57, es valida. Entonces escribimos

$(2)

e

1
dond = —-
onde ¢(2) T

La forma deseada del residuo b, = ¢'(z,) se puede obtener ,
o , probando que ¢'(z,) =
= g(z9) ¥y 9"(z0) = 2g'(z0)- q'(2,)

13. Aplicar el resultado del Ejercicio 12 para hallar el residuo en z = 0 de la funcién

1
osec? z; b .
a) cosec’ z, ) T 2

Sol. a) O; b -2

14. Sea Cy el contorno, positivamente orientado, del cuadrado cuyos lados estan sobre
las rectas

x=+*N+1/2n ¢ y= +(n + 1/,

donde N es un entero positivo. Demostrar que

e _,I1 X1y
c zsenz et ,.; nin? |

l*;ntoncesj util.izand.o el hecho de que el valor de esta integral tiende a cero cuando N
tiende a infinito (Ej. 16, Sec. 33), argumentar como se deduce que

(_1)n+1 _ n.—z

"Z:, n 12

58. CALCULO DE INTEGRALES REALES IMPROPIAS

tliIna importante aplicacion de la teoria de residuos es la evaluacion de ciertos

e-pos 1cle integrales definidas e impropias que aparecen en el analisis real. Los

lie::p 0s tratados aqui y en las proximas tres secciones ilustran la aplicacion de
oria.

_ En anal:sl§ ‘real,' la integral impropia de una funcioén continua f(x) sobre el
Intervalo semi-infinito x = O se define como

L f(x)dx = lim rf(X)dx (1]
® Jo

li
R—

Cuando existe el limite de la derecha, se dice que la integral impropia converge; y
Su valor es el valor de dicho limite.
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Si f(x) es continua para todo x, la integral impropia

f " fwax [2]

se define como

0 ] R>

f f(x)dx = lim -[ f(x)dx + lim j f(x) dx. [3]
- Ri=w J-R; R2— 0 Jo /

Cuando existen ambos limites individuales, la integral [2] converge, siendo su

valor la suma de los de esos dos limites. Otro valor asignado a la integral [2]

resulta til asimismo. Se trata del valor principal de Cauchy (P.V.) de la integral

[2], que es el namero

P.V. fm f(x)dx = 11m J f(x) dx, [4]

supuesto que ese limite exista.

Si la integral [3] converge, el valor obtenido es el mismo que el valor
principal de Cauchy. Por otra parte, si f(x) = x, por ejemplo, el valor principal
de Cauchy de [2] es 0, mientras que la integral no converge segin la definicion
[3]. Pero supongamos que f'es una funcion par; es decir, f(—x) = f(x) para todo
x real. Entonces, si €l valor principal de Cauchy de la integral [2] existe, la
integral [2] converge. Notese ademas que cuando f es par y algunas de las
integrales [1] o [2] converge, también converge la otra. De hecho,

f " fodx = 5 J " ). [5]
0 — o0

Supongamos ahora que el integrando en la integral [2] se puede escribir

p(x)

fx) = )

con p y ¢ polinomios reales sin factores comunes, y donde ¢(x) no tiene ceros
reales. Cuando la integral converge, su valor puede calcularse con frecuencia
facilmente determinando su valor principal de Cauchy con ayuda de los residuos.

Ejemplo. Probemos que la integral

©  2x? — 1 1 (>~ 2x2 — 1
T dx o= = S — 6
J\o X4+5x2+4x ZJ_wx4+5x2+4dx (e
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converge, y hallemos su valor. Notese que la integral de la derecha representa la
integral de la funcion

222 — 1 B 222 — 1
45244 (224 D+ 4

/@) =

sobre el eje real en el plano complejo. Esta funcion tiene singularidades aisladas
en los puntos z = +1i,z = +2iy es analitica en el resto del plano.

Figura 53

Cuando R > 2, los puntos singulares de f'en el semiplano superior estan en el
interior de la regién semicircular acotada por el segmento z = x (—R < x < R)
del eje real y la mitad superior del circulo |zl = Rdesde z = Rhastaz = —R
(Fig. 53). Integrando f en sentido positivo a lo largo del contorno de esa region
semicircular, vemos que

R
flx)dx + f(@)dz = 2ni(B, + B,), [7]
-R Cx
L0 é iy
donde B, es el regifiiRdlg. de fen el punto z = iy B, es el residuo en z = 2i. De
acuerdo con la Seccidon 56, basta hacer

92 _ 222 — 1
f(Z) = P donde d)(Z) = m
para ver que ¢l punto z = i es un polo simple, y B, = ¢ = —1/(2i). El punto

z = 2i es también polo simple, con B, = 3/(4i). Por tanto, 27i(B, + B,) = n/2,
y la Ecuacion [7] se puede poner en la forma

f W =5~ L /@ dz, (8]

valida para todo valor de R mayor que 2.

Ahora probaremos que el valor de la integral de la derecha en la Ecuacién [8]
tiende a cero cuando R tiende a infinito. Para ello, observemos que cuando
lz2] =

’

222 — 1] < 2Jz2 + 1 = 2R? + 1
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y

2% 4 52+ 4 = |22 4 12 + 4] 2 |2 — U |2 - 4 = (R — 1)(R® — 4)

Asi que si z es cualquier punto de Cp,

2R* + 1 _
(R* — DR — 4y

If(z)l < MR donde MR =

y eso significa que

< MgnR, [9]

f(2) dz
Cr

siendo R la longitud del semicirculo Ci. Como el nimero

TRQR? + 1)
(R = 1R = 4

MpnR =

es un cociente de polinomios en R, con grado menor en el numerador que en el
denominador, ese cociente tiende a cero cuando R tiende a infinito. Mas precisa-
mente, si dividimos tanto el numerador como el denominador por R* y escri-
bimos

MRTIR= 1 4 ’
)

es evidente que MznR tiende a cero. En consecuencia, a la vista de la desigual-
dad [9],

lim j f(2)dz = 0.
Cr

R

Se sigue, por tanto, de la Ecuacion [8] que

R 2x? -1 n
: e M VI
,}‘fjj_kx4+5x2+4 2

o sea
PV © 2x? — 1 de = T
) x* +5x% + 4 2
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Como el integrando aqui es par, sabemos por los comentarios al inicio de esta
seccion que la integral converge a su valor principal de Cauchy, y de acuerdo con
la Ecuacion [6],

@ 2x? — 1 d_n:
o X+ 52+ 4T % (10]

59. INTEGRALES IMPROPIAS EN LAS QUE APARECEN
SENOS Y COSENOS

La teoria de residuos resulta Util a la hora de calcular integrales impropias
convergentes del tipo

AN o o
f_ f(x) sen axdx o j Sf(x) cos axdx, [1]

donde a denota una constante positiva. Al igual que en la Seccion 58, suponga-
mos que f(x) = p(x)/q(x), donde p y g son polinomios reales sin factores comu-
nes. Ademas, ¢ no tiene ceros reales. El método descrito en la Seccion 58 no es
aplicable directamente ahora, pues sen z y cos z crecen como senh y o e®, al
tender y hacia infinito (Sec. 24). La modificacion ilustrada mas bajo viene sugeri-
da por el hecho de que

R o
f f(x) cos axdx + ijk f(x) sen axdx = JR F(x)ei* dx,
-R i -R . -R

junto con la observacion de que el moédulo e~ de ¢ es acotado en el semiplano
superior y = 0.

Ejemplo 1. Vamos a demostrar que

®  cos 3x 2n
LEr T =

Pu;sto que el integrando es par, basta probar que el valor principal de Cauchy de
la integral existe, y hallar su valor.
Introduzcamos la funcidn

(3]

y hagamos note}r que el producto f(z)e'** es analitico en todos los puntos del eje
real y en e:1 scmlp!ano superior, excepcion hecha del punto z = i. La singularidad
Z = 1 esta en el interior de la region semicircular cuyo contorno consiste en el
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segmento —R < x < R del eje real y la mitad superior Cy del circulo |z] = R(R >

> 1) desde z = R hasta z = — R. Integrando f(2)e"* a lo largo de ese contorno
se obtiene
R ei3x 3
¢ dx = 2miB, — 32 gy, 4
f_R(xz e X niB, chf(Z)e Z [4]
donde

B, = Res [/(29"].
Como
. 4)(2) 3 ei3z
f(z)e'¥ = e donde ¢(z) = m,

el punto z = i es obviamente un polo del orden 2 de f(z)e**, y

Igualando las partes reales de cada lado de la Ecuacion [4], encontramos que

R cos 3x 2n i3z
|| o2 ma =B ke | e =l

Finalmente, observemos que cuando z es un punto de Cp,

1
If(Z)/é MR donde M'R:-(Rz——l)z

y que |¢3?| = ¢~ < 1 para ese punto. En consecuencia,

= < MinR. ' (6]

J f(2)e** dz
Cr

Re j f(2)e'3? dz
Cr

Como la cantidad

nR
MRﬂR = (Rz—_l‘)”i

tiende a cero cuando R tiende a infinito, y a causa de las desigualdades [6], basta
hacer tender R hacia infinito en la Ecuacion [5] para llegar al deseado resul-

tado [2].
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Al calcular integrales del tipo [1], es a veces necesari -
> esario util
basado en la desigualdad de Jordan: izar un resultado

i — R sen 4
feR 9d0<§ (R > 0). [7]

0o

Para. verificar esta desigualdad, notemos en primer lugar de las graficas de las
funciones y = sen 6 e y = 20/n cuando 0 < 0 < /2 (Fig. 54) que sen 6 = 20/n
para todo valor de 8 en ese intervalo. Por consiguiente, si R > 0, B

~Rsend - n
e "sn? < e72RUT cyando 0 < 6 < o

/2 1.'\ [}

Figura 54
luego
/2 -R ] "2 - n
L e~ Rsent gg < J; e~ 2ROm gg ﬁ(1 - e‘R).
Por tanto
2 —Rsen@ U
fo TRl < (R > 0) (8]

Ahora bien, esto no es sino otra forma de la desigualdad [7], pues la grafica de

Y = sen 6 es simétrica con respecto a la recta vertical § = n/2 sobre el intervalo
0<6<xn

Supongamos ahora que todas las singularidades de una funcién racional

(fi (2) = 2(2)/q(2) que estan en el semiplano superior y > 0 se encuentran por

deb;uo de un sem1c1rc_ulo z = Re® (0 £ 6 £ n), denotado por Ci. La desigualdad

¢ Jordan nos permite probar que si para todos los puntos de Cy existe una

c L. ’
'onstante. positiva My tal que |f(z)) £ My, donde My tiende a cero cuando R
liende a infinito, entonces

lim f@e*dz = 0 (@ > 0). [9]

R-w jJCp
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Nuestra verificacion del limite [9] comienza por el hecho de que
f f(@)e**dz = f f(Re*®) exp (iaRe®)iRe™ db.
Cx 0

Como
|f(Re®) < Mg y lexp (iaRe®)| < em“Reen?
y por la desigualdad de Jordan concluimos que

k.3
< MRRJ e-arseno gg o Ma™,
0

j f(2)e* dz
Cx
El limite [9] es entonces evidente, porque My — 0 para R —» .

Ejemplo 2. Hallemos el valor principal de Cauchy de la integral

®  xsen xdx )
o X2+ 2x + 2

Como en el Ejemplo 1, la existencia del valor en cuestion sera establecida
calculandolo.

Pongamos
V4 z
f@) = 22+ 2242 (z-2z)z - %)
donde z; = —1 + i El punto z,, que esta por encima del eje x, es un polo simple

de la funcidn f(z)e’?, con residuo

Zy — 4

Por tanto, cuando R > ﬁ y Cr denota la mitad superior del circulo positiva-
mente orientado [z] = R,

R xe™ dx .
S X _ omiB, - i ds;
Jl RX: + 2x + 2 H JC. J(@)e* dz,

y esto quiere decir que

JR x sen x dx

Framiasm (2niB,) — Im L f(2)e” dz. [11]
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Ahora bien,

S

Im f f(2)e** dz]
Cr

f Sf(2)é* dz
Cr

; [12]
y notamos que, cuando z es un punto de Cp,

R
(R - /27

y que |¢| = ef” <1 para tal punto. Procediendo como en el Ejemplo 1, no
podemos conc}mr que el .mlembro de la derecha en la desigualdad [12], y por
ende el de la izquierda, tiende a cero al tender R a infinito. Porque la cantidad

|f(z)) £ Mg donde Mg, =

\\ MRnR = _LRZ_
(R ~ /27

no tiende a cero. El limite [9], no obstante, proporciona el resultado deseado.

En efcctg, se desprende de [12] que el miembro izquierdo tiende a cero
cuando R tiende a infinito. En consecuencia, la Ecuacién [11], junto con la
expresion [10] del residuo B,, nos dice que

PV *®  xsen xdx . n
V. . m = Im (27!131) = ; (sen 1 + cos 1). [13]

EJERCICIOS

Probar la§ formulas de integracion de los Ejercicios 1 a 9, con ayuda de los residuos.
1 @ f By [

o X + 1 2 0 (x2 + 1)2 4
2 ) f i x? dx _r 5 © x%dx _

o P+ D2+ 4 6 o (¥ + 92 + 42~ 200

3, a) Jm dx =L- b) @ xzdx _n.
o X+ 15 /7 0o X*+1 6

4 f cos x dx n eb  e-a
o 7 + D)2 ¥ ) - 22 <T - 7) (@a>b>0)
® cos ax T

5 L Ay x =z (@2 0).

6 Cos ax (4
", e = g L+ abe @>0,b>0).
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© 2
7. f wdx=gexp(—2\/§).

o XX +3
® x sen ax n
8. —_— = —e¢ ¢
f_w = 1 a dx 5 e “sena (a > 0).
© x3 sen ax _
9. J_w mdx = e *cos a ((1 > 0)

Usar los métodos de las Secciones 58 y 59 para establecer la convergencia de las
integrales de los Ejercicios 10 a 12 y hallar sus valores.

©  x?dx
10. —_—
J‘_m (x® + 1)
® x sen x dx
1. P i R
o (X 4+ DX+ 4)
x3 sen xdx

12. L &z + D&Z +9)

Mediante los métodos de las Secciones 58 Yy 59, demostrar que los valores principales
de Cauchy de las integrales de los Ejercicios 13 a 17 existen, y calcularlos a continuacion.

® dx
13. -
j_m xX* + 2x + 2

14 @ xdx .
Tl P+ D+ 2x + 2)

Sol. —r/5.
@ sen x dx
15. —_—
f_w X +4x+ 5
Sol.  —(m/e) sen 2.

® (x + Dcos x
16. S dbx.
f_wx2+4x+5 x

Sol. d (sen 2 — cos 2).
e

®© cos x dx
17. _—
le (x + a? + b2

18. Usando residuos ¥ el contorno que indica la Figura 55, probar la formula de
integracion

b > 0).

Jm dx _ m
o X° + 1 3\/3
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Rei2n/3

o R X
Figura 55

~19. La formula de integracion

® d
L T a; e 8\/’%/13 [2a® + 3)/4 + a + a /4 — a],

\~ donde a es cualquier niimero real y 4 = ./a® + 1 aparece en la teoria de cementa-
cion de acero por calor infrarrojo *. Deducirla siguiendo los pasos que a continuacion
se indican.

a) Argumentar por qué los cuatro ceros del polinomio
9z =22 —a? + 1

son las raices cuadradas de los niimeros @ + i. Entonces, utilizando el hecho de
que los numeros

20=L2(\/A+a+i\/A—a)

/2

Y —2z, son las raices cuadradas de a + i (Ej. 12, Sec. 7), comprobar que + z, son
las raices cuadradas de @ — iy que, por tanto, z, y —Z, son los Gnicos ceros de
4q(z) en el semiplano superior Im z > 0.

b) Por el método desarrollado en el Ejercicio 12, Seccion 57, y habida cuenta de que
z§ = a + icon objeto de simplificar, probar que ¢l punto z, en la parte a) es un
polo de orden 2 de la funcién f(z) = 1/[¢(z)]* y que el residuo B en z, es

q'(z0) _a — iQ2a* + 3)

B, =

T[4 T 1647,
Tras observar que ¢'(—2) = —¢/(z) ¥ 4'(—2) = ¢"(2), usar el mismo método para
probar que el punto —z, en la parte a) es también un polo de orden 2 de f, con
residuo
q"(z0) } -
B, = = —B,.
? {[q'(zo)r '

* Véase pp. 359-364 del libro de Brown, Hoyler y Bierwith citado en el Apéndice 1.



218 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Obtener asi la expresion

1 —a + i2a* + 3)
B, + B, = Ve Im[ z

para la suma de esos residuos.

¢) Con referencia a la parte a), demostrar que [g(z)] = (R — |zo))* si |zl = R, donde
R > |z,|. Entonces, gracias al resultado final de b), completar la demostracion de
la formula de integracion propuesta.

60. INTEGRALES DEFINIDAS EN LAS QUE APARECEN -
SENOS Y COSENOS

El método de los residuos es asimismo util al calcular ciertas integrales definidas
del tipo

2=
j F(sen 6, cos 6)d6. [1]
]

El hecho de que 6 varie desde 0 hasta 27 sugiere considerar # como argumento
de un punto z sobre el disco unidad C centrado en el origen; luego escribiremos
z = € (0 £ 6 £ 2n). Cuando hacemos esta sustitucion usando las ecuaciones

_ -t -1
sen@ =2, cosf = I ‘?_z, 21
2i 2 iz

la integral [1] se convierte en la integral de contorno

z—z' 24+ 27\ dz
— 3
[ ) )

de una funcion de z a lo largo del circulo C positivamente orientado. La integral
original [1] es, claro est4, simplemente una forma paramétrica de la integral [3],
de acuerdo con la expresion [2], Seccion 32. Cuando el integrando de [3] es una
funcioén racional de z, podemos calcular esa integral por medio del teorema de los
residuos una vez localizados los ceros del denominador, y en el supuesto de que
ninguno de ellos esté en C.

Ejemplo. Demostremos que

2n do 27!
o 1 +asend /T _ 2

(-1l <a<) [4]
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Esta formula de integracion es valida claramente si a = 0, y excluiremos ese caso
de nuestra discusion. Bajo las sustituciones [2], la integral adopta la forma

2/a
L 2 + (2ija)z — ldz’ (5]

donde C es el circulo |z} = 1, positivamente orientado. El denominador del
integrando tiene los ceros imaginarios puros

(_1 ;ST aZ). <_1 _ TS a2>,
Zy = a l, Z, = a 1.

De modo que si f(z) denota el integrando, entonces

2/a

@ — 2@ — 22)

f@@) =

Noétese que, al ser |¢f < 1,

1+ /1 —a
iz = ——— > 1.
lal
Ademas, como |z,z,| = 1, se deduce que |z,| < 1. Por lo que no existen puntos
singulares sobre C, y el unico interior a €l es el punto z,. El correspondiente
residuo B, se halla haciendo

2
f(2) = 9 donde ¢(z) = fa_.
z — 2y z — 2z,
Esto demuestra que z, es un polo simple y que
2/a 1
B = Z ) = = .
1= ol zy — 2z iJ1 - a?
Asi pues,
2/a 2n
= 'B = —
L 7+ Qi — 1% = 2B L= 2

y la formula [4] queda probada.

El método que acabamos de ilustrar es asimismo aplicable cuando los argu-

mentos del seno y del coseno son miltiplos enteros de 6. Se puede escribir, por
. T2 -2 i0
ejemplo, cos 20 = (z* + 2z °)/2 cuando z = €¥.
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61. INTEGRACION A LO LARGO DE UN CORTE
DE RAMIFICACION

El teorema de los residuos se utiliza con frecuencia para calcular integrales reales
en las que la funcion f(z) del integrando tiene un corte de ramificacion.

Ejemplo. Sea x™“, donde x > 0y 0 < a < 1, el valor principal de la potencia
indicada de x; esto es, x~* es el niimero real positivo exp (—a In x). Calcularemos
ahora la integral real impropia

L xx+ - dx 0 <a<1, [1]

que es importante en el estudio de la funcién gamma*. La integral [4] es impro-
pia no solo por su limite superior de integracion, sino también porque su inte-
grando tiene una discontinuidad infinita en x = 0. La integral converge cuando
0 < a < 1, porque el integrando se comporta como'x~“ cerca de x = 0 y como
x7*"! cuando x tiende a infinito. No necesitamos, sin embargo, probar la con-
vergencia por separado, ya que tal cosa quedara incluida en nuestro calculo de
la integral.

Empezamos denotando por C, y Cg los circulos |z] = py|z] = R, respectiva-
mente, con p < 1 < R,y les asignamos la orientacion indicada en la Figura 56.
Como la rama

—-a

z

/6 = 1

(2l > 0,0 < arg z < 2n) (2]

de la funcion multivaluada z=%/(z + 1), con el corte en arg z = 0, es continua a
trozos sobre C, y Cg, las integrales

J @) dz, f@)dz (3]
c, Cr

Figura 56

* Veise, por ejemplo, la p. 4 del libro de Lebedev citado en el Apéndice 1.
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existen. Nuestra técnica para calcular la integral [1] se basa en una expresion
para la suma de esas dos integrales de contorno.

Con el fin de obtenerla, consideremos el contorno cerrado de la Figura 56,
descrito por un punto que se mueve desde p hasta R a lo largo del corte de f(z),
después sobre Cp de regreso a R, entonces a lo largo del corte hasta p, y
finalmente sobre C, de vuelta a p. Si escribimos

exp(—alogz) exp[—allnr + if)]
z + 1 - re® + 1

(z = re®)

[ =

y usamos 8 = 0y 0 = 27 a lo largo de los «bordes» superior e inferior,
respectivamente, sobre el corte del anillo, vemos que

exp[—a(lnr + )]  r°

= = — ppi0
AN f@) = r + 1 P (z = re')
en el borde superior y
1) = exp [—a(ln r + 2m)]  r % 2" (z = rei?v)

r+1 T or+ 1

sobre el borde inferior. El teorema de los residuos sugiere que

R r—a Rr—ae-i2an d 2 . R
L —— dr + JCRf(z)dz - L r-}-—ldr + jc,f(Z) z = 2mi zze_Sl Sf(@).

(4]

Nuestra deduccion de la Ecuacion [4] es solo formal, desde luego, ya que f no es
analitica, ni siquiera estd definida, sobre el corte. Es valida, no obstante, y se
puede justificar por un argumento analogo al del Ejercicio 19.

El residuo en la Ecuacion [4] se puede calcular observando que la funcién

¢(z) = z7% = exp [—a log Z] (z) > 0,0 < arg z < 27m)

€s analiticaen z = —1 y que
$(—1) = exp [—alln + in)] = e

Esto ensefia que el punto z = —1 es un polo simple de la funcion f, definida por
(21 y que

" Res f(z) = e o™,

z=—1

La Ecuacion [4] puede, por tanto, escribirse como la ansiada expresion para la
suma de las integrales [3]:
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r—ﬂ
T £

j flydz + j f(2)dz = 2mie™ ™" + (e”*" — 1) JR
C, Cp 4

Por la definicion [2] de la funcion f, vemos que

. . )
f@dsf < L—2mp = = pte
Je, 1— 1—
y
” R MR 1
< —_ i —
dckf(z)dz S e S

Como 0 < a < 1, los valores de esas dos integrales tienden a 0 cuando p y R
tienden a 0 e infinito, respectivamente. Reformulando la Ecuacion [5] como una
expresion para la Gltima integral alli y haciendo tender entonces p hacia cero,

encontramos que
[ f f2)dz — 27tie“"]~
1] Je,

R f—a 1
Haciendo tender R a infinito en esta Gltima ecuacion llegamos al resultado

dr =
I ! dr = 2mni ¢

o+ 1 e 12ex _
o r+ 1 1 — ¢ i2ax

que es lo mismo que

© xTe n
jx+1dx= 0<ax<]) [6]

EJERCICIOS

Usando residuos, establecer las formulas de integracion de los Ejercicios 1 a 7. '

; 2 do 3 27[.
"o S+ 4senf 3
' do
2. —_— = .
Jox1 + sen? 0 2n
3 [2* cos?30d0  3m
: Jo 5 — 4cos20 T8
2% do 2n
4. = -
Jo 1 +acost 1 — &2 (=l<a<l)
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b COs 20d0 azn
S | Taemg i@ tioa  Clsesh
6 " do _ an @> 1)
T Jola+cos 0 (/a2 - 1) :
*x 2'!!
7. o Senz" Gdﬂ = %’(n)_!)f n (n = 1’ 2, _").

Utilizando contornos cerrados similares al de la Figura 56, deducir formalmente las
formulas de integracion de los Ejercicios 8 a 10.

[* dx n
8. - .

Jo o2+ n " 2
o [ am (B)

Jo brax+ DT T\ ) a-b
f* o0 xa

_ (l—an
10. Jo (% + 1)? dx = 4 cos (an/2)

(@a>0,b>0,a#b)

(—1 < a < 3), donde x* = exp (a In x).

11. a) Considerando la integral de exp (iz?) a lo largo del contorno, positivamente
orientado, del sector 0 < r £ R, 0 £ 0 < =n/4, probar que

R R
J e dx = el '[ e "dr — J e dz,
0 o Cx

donde Cy es el arco z = Re (0 < 0 < 7/4).
b) Probar que el valor de la integral sobre el arco Cg de la parte a) tiende
a cero cuando R tiende a infinito, obteniendo la desigualdad

J ¢ dz
Cl

y consultando la forma [8], Seccion 59, de la desigualdad de Jordan.
¢) Usar los resultados @) y b), junto con la conocida formula de integracion*

Jm e Fdx = \/7;’

0 2

R x/2 s
< 7 e sen ¢ do

0

* La forma usual de calcular esta integral consiste en escribir su cuadrado como

J. e""dxj e ’dy = e~ dx dy
0 [} 1] V]

y evaluar entonces la integral iterada cambiando a coordenadas polares. Véanse los detalles, por
ejemplo, en A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3* ed., pp. 680-681, 1983.
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para calcular las integrales de Fresnel

jw cos (x2)dx = Jw sen (x?)dx = ‘/;,
o 0 2\/5

importantes en la teoria de la difraccion.

12. Sea el punto z = x, sobre el eje x un polo simple de una funcion f, y sea B, el
residuo de f en ese polo. Explicar como se deduce que existe un numero positivo p,
tal que

B
f@) =~ —— + g(2) 0 < |z = xo| = po),

(¢]

con g continua en el disco cerrado |z — x4| £ po. Sea C, la mitad superior del
circulo |z — xo| = p, con p < p,, y donde la orientacion es positiva (Fig. 57). Probar
que

lim J f(z)dz = — Bymi.
C/’

p—0

Figura 57

13. a) Integrando la funcién f(z) = €"/z sobre el contorno cerrado simple de la Figura
58, demostrar que

2i JR MY = — j f@)dz — '[ o) &,
P x C, Cr

donde C, y Ck son los arcos que se indican en esa figura.

y

&
Cpf

Figura 58

b) Usar el Ejercicio 12 y la desigualdad de Jordan [7], Secciéon 59, para hallar los
limites de los valores de las integrales sobre los arcos C, y C,, respectivamente,
de la parte a). Deducir asi la formula de integracion

14.

15.

16.

1
_— In x =0 b J n x
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que es de interés en la teoria de las integrales de Fourier*.

Deducir la formula de integracion

Sugerencia: Notese que 2 sen? x = Re (1 — ¢2*), e integrar la funcién f(z) =
= (1 — €2%)/7% sobre el contorno cerrado que muestra la Figura 58. Consultar
ademas el Ejercicio 12.

Demostrar que

| 2

X2+ 1 CrE®T g

Sugerencia: Usando la rama

logz=1Inr + i0

n 3n
—— <6<
(r > 0, > < 2\>

de la funcién logaritmica, integrar la funcién

log z log z
Z+1 7 @Iy

sobre el contorno cerrado de la Figura 58. Asimismo, utilizar las formulas de integra-
cion del Ejercicio 1, Seccion 59.

La integral de la funcion

1

W= F a1 9

sobre un intervalo que incluya al origen no existe. Probar que existe el valor principal
de la integral de esa funciéon sobre todo el eje x,

P.V. fw f(x)dx = 11m [-[ f(x)dx + J f(®) dx:l (p > 0),

calculando ese valor con ayuda del contorno de la Figura 58 y del resultado del
Ejercicio 12.

Sol. 2m/5.

* Véase el libro del autor Fourier Series and Boundary Value Problems, 42 ed., pp. 181-183, 1987.
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17. Dado que (véase nota al pie del Ejercicio 11)
J‘ ) e—xz dx = \/—;v
o 2
deducir la formula de integracion
© \/;
j exp (—x?) cos (2bx)dx = 5 exp (—b?) >0
0

integrando la funcion exp (—z?) sobre el camino rectangular sefialado en la Figu-
ra 59 y haciendo tender a hacia infinito.

y
~a + bi a+bi
—a o a x
Figura 59

18. La funcion beta es la siguiente funcién de dos variables reales:

1

B(p, q) = f P71 — 1 de (p>0,q9>0.

0

Hacer la sustitucion ¢ = 1/(x + 1), y usar el resultado obtenido en la Seccion 61
para probar que

B(p,1 — p) = ©0<p<1)

sen pn

19. Consideremos los dos contornos cerrados simples de la Figura 60, obtenidos al
dividir en dos fragmentos el anillo limitado por los circulos C, y Cgen la Figura 56
(Sec. 61). Las partes L y —L de esos contornos son segmentos rectos orientados
sobre cualquier rayo arg z = 6, donde = < 8, < 3n/2. Ademas, I', y v, son las
porciones indicadas de C,, mientras que I'g y y, forman Cg.

a) Explicar como se sigue del teorema de los residuos que cuando la rama

z—n

fl(z)=z+1

3
(lzl > 0, —; <argz < 77[)

de la funcién multivaluada z~°/(z + 1) se integra sobre el contorno cerrado de la
izquierda en la Figura 60,

R -a
f ! dr + j fi(®)dz + f fil)dz + f f1(z)dz = 2mi Res f,(z).
o r+ 1 re L r, z=—1
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o SN——

Figura 60

b) Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a la rama

z
z+1

hY/4

(Izl >0,;<argz<7)

N £ =

de z7%/(z + 1), integrada sobre el contorno cerrado de la derecha en la Figura 60,
para ver que

_'r‘ ﬂdr + J i) dz — J‘ fil2)dz + f foz)dz = 0.
r+1 T L =

p

¢) Argumentar por qué en las tres ultimas integrales de las partes a) y &) las ramas
J1(2) ¥y f2(2) de z7%/(z + 1) pueden sustituirse por la rama

z-a
z+1

1@ =

(lz2l > 0,0 < arg z < 2nm).

Entonces, sumando miembros correspondientes de esas dos ecuaciones, deducir
la Ecuacion [4], Seccion 61, que fue obtenida alli de manera formal tan sélo.

62. TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

Sea F una funcién de la variable compleja s que es analitica sobre el plano finito s
salvo en un namero finito de polos. Denotemos por L, un segmento de recta
vertical s = y + it (—R £ t < R), donde la constante y es positiva y lo bastante
grande como para que el segmento esté a la derecha de todos los polos. Defini-
mos una nueva funcién f de la variable real ¢, para valores positivos de ¢, por la
€cuacion

£t = - tim & F(s) ds t > 0), [1]

27” R— LR

Supuesto que el limite existe. La expresion [1] se suele escribir

y+iowo

f(t) = 5= V. f e'Fs)ds (1> 0) (2]

y—iw
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[comparar con la Ec. [4], Sec. 58], y tal integral se llama una integral de
Bromwich.

Puede demostrarse que, bajo condiciones muy generales sobre las funciones
involucradas, f(¢) es la transformada inversa de Laplace de F(s). Esto es, si F(s) es
la transfermada de Laplace de f(t), definida por la ecuacion

ﬂn==Jweﬂﬂnw, 3]

entonces f(¢) se recupera por medio de la Ecuacion [1], donde la eleccion del
numero positivo y es irrelevante, en tanto en cuanto Lg esté a la derecha de los
polos de F*. Las transformadas de Laplace y sus inversas son importantes en la
resolucion de ecuaciones diferenciales, ya sean éstas ordinarias o en derivadas
parciales.

Los residuos se utilizan con frecuencia para calcular el limite en la expresion
[1], una vez especificada la funcion F(s). Usando la variable z en vez de s, sean z,,
Z,, .., Z, l0s polos de F(z). Denotemos entonces por R, el mayor de sus modulos,
y consideremos un semicirculo Cy con representacién parametrica

(§§0§%> [4]

donde R > R, + 7. Notese que para cada polo z,

z =7 + R’

lzz — 7 Szl +y £ Ry + 7 < R

Por tanto, todos los polos estin en el interior de la region semicircular limitada
por Cg y Ly (Fig. 61), y el teorema de los residuos nos dice que

f FRz)dz = 2mi S Res [*F(2)] — J F(z) dz. [5]
Ly Cr

k=1 z=2zx

Supongamos ahora que, para todos los puntos z de Cpg, existe una constante
positiva My tal que |F(z)) £ My, donde My tiende a cero cuando R tiende a
infinito. Podemos usar la representacion paramétrica [4] de Cy para escribir

3n/2 ’
J e Fz)dz = f exp (yt + Rte®)F(y + Re®)Rie® db.
Cr

ni2

Entonces, como

lexp (yt + Ree) = e”e® %% 'y |F(y + Re®) < My,

* Para un tratamiento extenso de los detalles relativos a las transformadas de Laplace, véase
Operational Mathematics, de R. V. Churchill, 3.* ed., 1972, donde se discuten asimismo transformadas
F(s) con infinitos puntos singulares aislados o con cortes de ramificacion.
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y+iR

Ly

— y— iR

Figura 61

hallamos que

IIA

j ' Flz) dz
Cr

In/2
e"MyR f eR1<os 9 . [6]

n/2

Ahora bien, la sustitucion ¢ = 0 —(n/2), junto con la desigualdad de Jordan [7],
Seccion 59, revelan que

3n/2 n
J‘ ethosado = I e—Rtsen¢d¢ < 1
/2 0 Rt

Asi que la desigualdad [6] se convierte en

e"Myn

< g (7]

f e F(z) dz
Cr

Yy esto demuestra que el valor de la integral tiende a cero al tender R a infinito.
Haciendo tender R hacia infinito en [5], vemos que la funcion f(¢), definida
por la Ecuacion [1], existe y puede escribirse como

1) = k; Res [¢“F(z)] (t > 0) [8]

zZ=2zx

I‘;jemplo: Hallemos la funcidén f(r) que corresponde a F(s) = 12/(s* + 8). Las
singularidades de la funcion

126"
23+ 8

€"F(z) = (rt > 0) [9]
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son las tres raices cubicas de —8, a saber

Z, = 2 exp [,G + %f)] k =0,1,2),

O sca

zo=1+ /3 z;= =2 z,=1- /3 [10]

Los correspondientes residuos B, se calculan facilmente por el método de la
Seccion 57 para identificar polos simples y hallar sus residuos:

12 exp (z,t) z b A
. — = 1 .
B, = ——323 2~ 2 exp (z,1) k=012 [11]

Sea ahora z cualquier punto del semicirculo [4], dondey > 1y R > 2 + y.
Puesto que

lzl =y + R’ 2|y — Rl=R—y>2

I+ 8 2 -82(R~-17)°-8>0,
se deduce que

12

< = ———
IF(Z)I = MR con MR (R - ?)3 — 8

De manera que F(z) tiene la propiedad de acotacion requerida.
Asi pues,

f(t) = By + B, + B;

Y, si sustituimos los nimeros [10] en [11], llegamos al resultado

f() = e7* — é(cos \/3t — /3 ser /31) (t > 0). [12]

63. RESIDUOS LOGARITMICOS
Y TEOREMA DE ROUCHE

Concluimos este capitulo con un tipo de aplicacion completamente diferente del
teorema de los residuos. Sea f una funcién analitica dentro de y sobre un
contorno cerrado simple C, positivamente orientado, tal que f no tenga ceros
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sobre él. Puede haber s6lo un nimero finito de ceros interiores a C, de acuerdo
con el Ejercicio 11; y si z, es uno de ellos, z, es un punto singular aislado del
cociente f'/f. El residuo de ese cociente en z, se llama el residuo logaritmico de f
en zp, ya que

d _f@)
e log f(z) = sz)

para cualquier rama de la funcién logaritmo.

Supongamos ahora que el cero z, de f es de orden mq (Sec. 57). En algan
entorno de z, podemos escribir

@) = (z — zo)™g(2),
N

con g analitica en dicho entorno y g(z,) # 0. Luego

J@) = molz — zo)™g(2) + (z — z,)™g(2),

O sca

f@_ _m @

1@ z-2z g2

Como g'/g es analitica en z,, la funcién J'If tiene un polo simple en z,, con
residuo m,. Es decir, el residuo logaritmico de Sen el cero z, es el orden my, de ese
cero. Asi, si N  denota el numero de ceros de f, contados con sus multiplicidades,
que estan dentro de C, el teorema de los residuos nos dice que

1 f(2)
i Cmdz = Nj- [1]
Usaremos ahora la Ecuacién [1] para demostrar un importante teorema,

conocfido como teorema de Rouché. Otra demostracion se esbozari en el Capitulo
12 (Ejerc. 7, Sec. 105).

Teorema. Seanfy g dos funciones analiticas en el interior y sobre un contorno
cerrado simple C. Si | f(z)| > |g(z)) en todo punto de C, entonces las funciones f

Y [ + g tienen el mismo nimero de ceros, contados con sus multiplicidades,
dentro de C.

La orientacion de C en el enunciado del teorema es, claro esta, irrelevante;

ast que en la demostracion que sigue podemos suponer que la orientacion es
positiva,
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Comenzamos la demostracion tomando las funciones f y g como se ha dicho
en el enunciado, y definiendo una nueva funcion

1 [ S + 1)
0" 2 ) e+ e -

sobre el intervalo 0 < ¢ £ 1. Notese que el denominador f(z) + tg(z) del
integrando no se anula nunca sobre C. En efecto, si z es un punto de C, la
condicion | f(z)] > |g(z)] nos dice que

/() + 182 2 I/ — t1g 2 /@) — lg@@)] > 0.

Asi queda asegurada la existencia de la integral usada en la definicion de ®(¢). La
funcion ®(t) es, ademas, continua en el intervalo 0 < ¢t < 1 (véase Ejerc. 10).

Ahora bien, por la Ecuacién [1], el valor de la funcion @ en cada punto
{0 < t £ 1) ha de ser un entero. Como ® es continua, debe ser constante sobre
dicho intervalo, y podemos conluir que ®(0) = ®(1). El teorema de Rouché esta
probado por tanto, ya que ®(0) = N,y ®(1) = N,

Ejemplo. Para determinar el nimero de raices de la ecuacion z” —4z° +z— 1 =
= O interiores al circulo |z] = 1, escribamos f(z) = —4z3yg(z) =z + z — L
Observemos que |f(z)] = 4 y |g(z)] < 3, cuando |z = 1. En consecuencia se
satisfacen los requisitos ¢l teorema de Rouché. Asi pues, como f tiene tres ceros,
contados con sus multiplicidades, interiores al circulo |z| = 1, otros tantos tiene
f + g. Es decir, la ecuacion z7 — 4z + z — 1 = 0 tiene tres raices interiores
al circulo |z| = 1.

EJERCICIOS

En los Ejercicios 1 a 3, usar el método descrito en la Seccion 62, para hallar 1a funcion f(z)
correspondiente a F(s) dada.

1. R = 2s — 2 )
YT e T ) + 25+ 9)
Sol. f(t) = e *(sen 2t + cos 2t — 1).
253

2. Fis) = - y

, Sol.  f(t) = cosh \/§t + cos \/Et.

2 — a2

3. Fs) = T )

Sol. f(t) = t cos at.

10.
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Hallar el niimero de ceros del polinomio
a z% — 5z* + 23 — 2z by 2z* — 223 4222 — 22 49

dentro del circulo |z| = 1.
Sol. a) 4 b O

Determinar el nimero de raices de la ecuacion 225 — 622 + z + | = Qenla region
127 < 2

Sol. 3.

Probar que si ¢ es un nimero complejo tal que || > e, la ecuacion cz” = e* tiene n
raices dentro del circulo [z] = 1.

Probar, mediante el teorema de Rouché, que cualquier polinomio
PE) =a; + a1z + - + @, + a2 (a, #0),

conn = 13 tiene exactamente » ceros, contados con sus multiplicidades. Dar asi una
demostracion alternativa del teorema fundamental del algebra (Sec. 43).

Sugerencia: Notese que es suficiente tomar a, igual a la unidad. Entonces
llamando ’

@ =2y glz) =ay + ayz + - + a,_,z""1,

probar que P(z) tiene £ ceros dentro de un circulo |zl = R, donde R es mayor que los

numeros 1y |ag| + |a;] + -+ + |a,_,|. Para demostrar que P(z) no tiene otros ceros,
demostrar que

1" + 8@ 2 |2I" - Ig(z2) > 0 si |z = R.

Sea f una funcién con un polo de orden m, en el punto z,. Probar que el residuo
logaritmico de f en Z, €8 —m,.
Sugerencia: Consultar el Ejercicio 9, Seccion 57.

Sea f'una funcién analitica dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, positiva-
mente orientado, excepto en un nimero finito de polos interiores a C. Ademas,
Supongamos que f no tiene ceros sobre C y un niimero finito de ceros interiores a C.
Usar el teorema de los residuos junto con los resultados de la Seccion 63 y del
Ejercicio 8, para demostrar que

L [ /@)
2—1ti Csz)dZ =N — P,

donde N es el niimero total de ceros de fdentro de Cy P es el nimero total de polos
de falli. Un cero de orden mg ha de contarse m, veces y un polo de orden m, ha de
contarse m, veces. [Comparar con la Ec. [1], Sec. 63.]

Sea @(r) 1a funcion definida en el intervalo 0 < ¢ £ 1 por la Ecuacién [2], Seccion
63, y sean ¢ y t, dos puntos cualesquiera de ese intervalo.
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11

a) Probar que

_]t—tol g —fg :
|®(r) — B(t,) = = cf+ 1(f + 19 dz
b) Explicar por qué
| -rg |\ —Sd

7+ @0 + )| = (f1 = 12)?

en todo punto de C. Demostrar asi que existe una constante positiva A4, indepen-
diente de ¢ y de ¢, tal que

(1) — @(to) = Alt — 1|

Concluir de esa desigualdad que ®(¢) es continua en el intervalo 0 < ¢ < 1.

Recordemos (Sec. 8) que un punto z, es punto de acumulacién de un conjunto S si
todo entorno punteado de z, contiene al menos un punto de S. Una forma del
teorema de Bolzano-Weierstrass puede enunciarse asi*. Un conjunto de infinitos pun-
tos contenidos en una region cerrada y acotada tiene al menos un punto de acumulacion
en esa region. Usar el teorema y el resultado del Ejercicio 8, Seccion 57, para probar
que los ceros de una funcidén no nula £ interiores a un contorno cerrado simple C,
son siempre finitos en namero. Demostrar que lo mismo es cierto para el ntimero de
polos de f interiores a C.

* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3.* ed., pp. 517 y 521, 1983.

CAPITULO

SIETE

TRANSFORMACIONES
POR FUNCIONES ELEMENTALES

ba interpretacion geomeétrica de una funcion de variable compleja como transfor-
macion se introdujo en la Secciéon 10. Alli expusimos como se puede visualizar,
hasta cierto punto, la naturaleza de una tal funcion, analizando cémo transforma
diversas curvas y regiones.

En este capitulo veremos mas ejemplos de como ciertas curvas y regiones se
transforman bajo funciones analiticas elementales. En los Capitulos 9 y 10 se
ilustraran las aplicaciones de estos resultados a algunos problemas fisicos.

64. FUNCIONES LINEALES

Para estudiar la aplicacion
w = Az, [1]

donde A es una constante compleja no nula y z # 0, escribimos 4 y z en forma
exponencial:

Entonces
w = (ar)e'*®; [2]
¥ vemos de la Ecuacion [2] que la transformacion [1] dilata (o contrad) el radio

vector que representa a z por un factor a = |4| y lo gira un angulo « = arg 4 en

torno al origen. La imagen de una regiéon dada es. por tanto, geométricamente
similar a esa region.

La aplicacion
w=z+ B, [3]

235
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donde B es cualquier constante compleja, es una traslacion mediante el vector
que representa a B. Esto es, si

w=u+1iv, z=x+1iy y B=b + ib,,

entonces la imagen de cualquier punto (x, y) del plano x es el punto

(,v) = (x + by, y + b)) (4]
en el plano w. Como cada punto de cualquier region del plano z se aplica en el
plano w de ese modo, la regidon imagen es geométricamente congruente a la
original.

La transformacion lineal general (no constante)

w= Az + B, (4 # 0) [5]

que es composicion de las transformaciones

Z=Az A#0 y w=Z+ B,

es evidentemente una dilatacion o contraccion y una rotacion, seguida de una
traslacion.

Ejemplo. La transformacion

w={1+1z+ 2 -1 [6]
aplica la regiéon rectangular que se muestra en la Figura 62 sobre la region
rectangular del plano w que alli se indica. Esto se comprueba escribiendo la

transformacion [6] como composicion de las transformaciones

Z=(0+iz y w=2Z+ @2 —i.

B 1+ 2 B’

1,./4 A

Figura 62. w = (1 + i)z + (2 — i).
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Como 1 + j = ﬂ exp (in/4), la primera de ellas es una diiatacion de factor \/5. y
una rotacién de angulo n/4. La segunda es una traslacién de dos unidades a la
derecha y una unidad hacia abajo.

65. LA FUNCION 1/z

La ecuacion
w = 1 1
= - [

establece una correspondencia uno a uno entre los puntos no nulos de los planos
z'y w. Ya que zZ = |z|?, la aplicacion puede ser descrita por medio de las
transformaciones sucesivas

1 -
Z=—5z2 w=2 [2]

||

La primera de ellas es una inversion con respecto al circulo unidad |z| = 1. Es
decir, la imagen de un punto no nulo z es el punto Z con las propiedades

1
|Z] = ’-Z—l y argZ = argz.

Asi pues, los puntos exteriores al circulo |z| = 1 se aplican sobre los puntos
interiores a ¢l, excluido el cero (Fig. 63), y reciprocamente. Cualquier punto del
circulo se transforma en si mismo. La segunda de las transformaciones [2] es
simplemente una reflexion en el eje real.

y z
zZ
!
0 wl ! x
Figura 63

Puesto que

.1 , 1
lim- =0 y lim-=20
z—0 2 z=o0 2
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(véase Sec. 13), es natural definir una transformaciéon uno a uno w = T(z) del
plano z extendido sobre el plano w extendido, haciendo

N | =

TO) = o0, T(0) =0 y T(z) =

para los restantes valores de z. Como ya se hizo constar en el Ejercicio 11,
Seccion 14, T es entonces continua en el plano z extendido. Por esta razén,
cuando queda involucrado el punto, el infinito en una discusion relativa a la
funcién 1/z, se supone ticitamente que hablamos de T(z).

Cuando un punto w = u + iv es la imagen de un punto no nulo z = x + iy
bajo la transformacion w = 1/z, lamando w = Z/|z|? vemos que

X -y
u=x2+y2 v=x2+y2. [3]

Entonces, z = 1/w = w/|w]?,

u —v
_® o, _"v . 4
2+ YTz + v? [4]

X =
El siguiente argumento, basado en esas relaciones entre coordenadas, ensefia que
la aplicacion w = 1/z transforma circulos y rectas en circulos y rectas. Sia, b, cy d
son nuameros reales que satisfacen la condicion b2 + ¢? > 4ad, la ecuacion

ax* + y) +bx +cy +d=0 [5]

representa un circulo o recta arbitrarios, donde a # 0 para un circulo y a = 0
para una recta. Si x ¢ y satisfacen la Ecuacion [5], podemos utilizar las relaciones
[4] para sustituir esas variables. Tras algunas simplificaciones, encontramos que
u y v cumplen la ecuacion

duw? + v*) + bu — cv + a = 0, (6]

que representa también un circulo o una recta. Reciprocamente, si u y v satisfacen
la Ecuacion [6], se deduce de [3] que x e y cumplen la Ecuacién [5].
Resulta claro ahora de las ecuaciones [5] y [6] que:

a) Un circulo (@ # 0) que no pasa por el origen (d # 0) en el plano z se
transforma en el plano w en un circulo que no pasa por el origen.

b) Un circulo (@ # 0) que pasa por el origen (d = 0) en el plano z se
transforma en el plano w en una recta que no pasa por el origen.

¢) Una recta (a = 0) que no pasa por el origen (d # 0) en el plano z se
transforma en el plano w en un circulo que pasa por el origen.

d) Una recta (a = 0) que pasa por el origen (d = 0) en el plano z se
transforma cn el plano w en una recta que pasa por el origen.
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Ejemplo 1. De acuerdo con las Ecuaciones [5] y [6], una recta vertical x = ¢,
(1 # 0) se transforma bajo w = 1/z en el circulo —c(u? + v?) + u = 0, 0 sea

1)\2 1\2
(i@

centrado en ?I eje u y tangente al eje v. La imagen de un punto tipico (c1, ) de esa
recta es, segun las ecuaciones [3],

c —y
(u, v) = L. .
) i + y? et + y?

'Si ¢, > 0, el circulo est4 a la derecha del eje v. Al mover el punto (c,, y) hacia
“arriba por toda la recta, su imagen atraviesa el circulo una vez en el sentido de las
agujas del reloj, correspondiendo el punto del infinito en el plano z extendido al
origel? del plano w. En efecto, si y < 0 entonces v > 0; y al crecer y desde valores
negativos hasta 0, u crece desde 0 hasta 1/c,. Entonces, cuando y crece por
valores positivos, v es negativa y u decrece hacia 0.
Por otra parte, si ¢, < 0, el circulo ests a la izquierda del eje v. Al subir el
punto (c,, y), su imagen describe de nuevo un circulo, pero ahora en sentido
positivo. Ver la Figura 64, donde se ilustran los casos ¢, =13yec = —1/2.

¥y

=L =

bk o of SRR

Figura 64. w = 1/z.

Ejemplo2. La transformacion w = 1/z apli i \
= ca una recta horiz =
sobre el circulo /2 ap a horizontal y = ¢, (c, # 0)

u2+<v+i2— 1y
2,) ~\25) (8]

centrgdo enelejevy tz'mgen.te al eje u. En la Figura 64 se muestran dos casos
e‘Spemal.es,. donde las orientaciones correspondientes de las rectas y circulos han
sido, asimismo, indicadas.
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Ejemplo 3. De la primera de las Ecuaciones [4] vemos que cuando w = 1/z, las
imagenes de puntos del semiplano x > ¢, (c; > 0) estan en la region

212 > €y 9]

es decir,

1\ 1)?
(- ) + o < (o),

Esto es, la imagen de cualquier punto del semiplano x > ¢, esta dentro del

circulo
1 2 ) 1 2
(‘z“) T —(2—)

Reciprocamente, todo punto interior al circulo [10] satisface la desigualdad [9]y
es, por tanto, imagen de un punto del semiplano. En consecuencia, la imagen del
semiplano es el dominio circular entero.

Otra forma de obtener ese resultado consiste en referirnos al Ejemplo 1 y
observar que la imagen de la recta x = ¢, donde ¢ > ¢, es el circulo

1\, 1Y?

Al crecer ¢ por todos los valores mayores que ¢y, las rectas x = ¢ se desplazan a
la derecha y los circulos imagen [11] son interiores al circulo [10] y se contraen
en tamafio (véase Fig. 65). Ademas, las rectas x = c llenan el semiplano x > ¢,
mientras que los circulos [11] llenan todo el interior del circulo [10].

[10]

[11]

—

N2/ “

Figura 65. w = 1/z.

10.

11.

¢ 13,

14,

15,
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EJERCICIOS

Explicar por qué la transformacién w = iz es una rotacion del plano z de angulo n/2,
y hallar a continuacién la imagen de la banda infinita 0 < x < 1.

Sol. 0<v<l.

Probar que la transformacion w = iz + i aplica el semiplano x > 0 sobre el
semiplano v > 1.

Hallar la region imagen del semiplano y > 0 bajo la transformacién w = (1 + i)z
usando: @) coordenadas polares; b) coordenadas rectangulares. Representar esa re-
gion.

Sol. v > u

.Hallar la imagen del semiplano y > 1 bajo la transformacién w — 1 - i)z

Hallar la imagen de la franja semiinfinita x > 0, 0 < ¥y < 2 bajo la transformacion
w = iz + 1. Dibujar la franja y su imagen.

Sol. -1l <u<1l,v<0

Dar una descripcién geométrica de la transformacién w — A(z + B),donde 4y B
son constantes complejas, con 4 # 0.

Probar que si ¢; < 0, la imagen del semiplano x < ¢, bajo la transformacién
w = 1/z es el interior de un circulo. ;Cual es la imagen cuando ¢; = (?

Demostrar que la imagen del semiplano Y > ¢, bajo la transformacion w = 1/z es el
interior de un circulo, supuesto que ¢, > 0. Hallar la imagen cuando ¢, < 0y
cuando ¢, = 0. :

Hallar la imagen de la banda infinita 0 < ¥ < 1/(2¢) bajo la transformacion w = 1/z.
Esbozar una grifica de la banda y su imagen.

Sol. w> + @+ > c%v <0

Hallar la imagen del cuadrante x > 1, y > 0 bajo la transformaciéon w = 1/z.
Sol. (u—5*+ v <@%v<o.

Verificar la aplicacion, bajo w = 1/z, de las regiones y partes de los contornos que se

indican en: @) Figura 4 del Apéndice 2; b) Figura 5 del Apéndice 2.

Describir geométricamente la transformacion w — 1/(z - 1).

Describir geométricamente la transformacion w = ifz. Explicar por qué transforma
circulos y rectas en circulos y rectas.

Hallar la imagen de la franja semiinfinita x > 0,0 < y < 1 bajo la transformacién
w = i/z. Representar la franja y su imagen.

Sol. (u—5*+02>E%u>00>0.

Escribiendo w = r exp (i), probar que la aplicacion w — 1/z transforma la hipérbola
x* — y* = 1 en la lemniscata p> = cos 2¢. (Véase Ejerc. 18, Sec. 4.)
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16. Sea el circulo |z] = 1 orientado positivamente (sentido contrario a las agujas detl
reloj). Determinar la orientacién de su imagen bajo la transformaciéon w = 1/z.

17.  Probar que cuando un circulo se transforma en un circulo bajo w = 1/z, el centro del
circulo original nunca se aplica sobre el centro de su circulo imagen.

66. TRANSFORMACIONES RACIONALES LINEALES

La transformacién

_az+b

g (ad—bc#0), (1

donde a, b, ¢ y d son constantes complejas, se llama una transformacién racional
lineal, o transformacion de Mobius. Notese que la Ecuacion [1] se puede expre-
sar en la forma

Azw + Bz + Cw + D =0 (4D — BC # 0) [2]

y, reciprocamente, toda ecuacidén del tipo [2] puede ponerse en la forma [1].
Como esta forma alternativa es lineal en z y lineal en w, o sea, bilineal en z yw,
otra denominacion para una transformacion racional lineal es transformacion
bilineal.

Cuando ¢ = 0, la condicion ad — bc # 0 para [1] se convierte en ad # 0,y
vemos que la transformacion se reduce a una funcion lineal no constante. Cuan-
do ¢ # 0, la Ecuacion 1] admite la expresion

+bc—ad 1
c cz+d

W= g (ad — bc # 0). [3]

Luego, de nuevo, la condicion ad — bc # 0 asegura que no se trata de una
funcion constante. La transformacion w = 1/z es, claro estd, un caso particular
de la transformaciéon [1] cuando ¢ # 0.

La Ecuacion [3] revela que cuando ¢ # 0, una transformacién racional lineal
es composicion de dos aplicaciones

1

be —
Z = cz + d, W=._,w=g+_c ad
V4 c

W (ad + bc # 0).

Se sigue, por tanto, que una tranformacion racional lineal siempre transforma
circulos y rectas en circulos y rectas, puesto que esas transformaciones racionales
lineales especiales lo hacen. (Véanse Secs. 64 y 65.)

Despejando z en [1], se llega a

= 2L bz [4]

cw — a

. ! : b b1/
5 = - ERVNE AR o

(AN}
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Asi pues, cuando un punto w dado es imagen de algin punto z bajo la transfor-
macion [1], el punto z se recupera mediante la Ecuacién [4]. Si c = 0, de modo
que a y d son ambos no nulos, cada punto del plano w es obviamente imagen
de un punto, y s6lo uno, del plano z. Lo mismo es cierto si ¢ # 0, excepto cuando
w = a/c, pues el denominador de la Ecuacién [4] se anula si w tiene ese valor.
Podemos, no obstante, ampliar el dominio de definicion de Ia transformacion [1]
con el fin de definir una transformacién racional lineal T sobre el plano z
extendido de manera tal que el punto w = a/c sea la imagen de z = oo cuando
¢ # 0. En primer lugar escribimos

() = Z I Z (ad — be # 0). [5]
Ademas hacemos
\ T(0) = o0 si ¢c=0
y

) a d
T(OO)=Z y T<—Z>=oo si ¢ #0.

En vista del Ejercicio 9, Seccion 14, eso hace que T sea continua sobre el plano z
extendido. Coincide también con la forma en que ampliamos el dominio de

 definicion de la transformacion w = 1/z en la Seccion 65.

Cuando ese dominio de definicidn se amplia de ese modo, la transformacion
racional lineal [5] es una aplicacién uno a uno del plano z extendido sobre el
plano w extendido. Es decir, T(z,) # T(z,) siempre que z, # Z,, y para cada
punto w existe un punto z tal que T(z) = w. Por tanto, asociada con la transfor-
macion T existe una transformacion inversa T -1 que se define sobre el plano w
extendido como

T 'w) =2z siysolosi T(z) = w.
De la Ecuacion [4] vemos que

_ —dw + b
T=1(w) = Tw_ — (ad — be # 0)

Es evidente que 77! es ella misma una transformacién racional lineal, con

T Yw) = oo si c=0

ey d
T1<z>=°0 y T"(oo)=—; si ¢ # 0.



244 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Si T'y S son dos transformaciones racionales lineales, entonces también lo es
su composicién S[T(z)]. Eso se puede comprobar combinando expresiones del
tipo [5]. Notese que, en particular, T~ '[T(z)] = z para todo punto z del plano
extendido.

Existe siempre una transformacidn racional lineal que aplica tres puntos
distintos :,. z,, z3, respectivamente, sobre tres puntos distintos prefijados Wi, W,y
ws. En efecto, la ecuacion

(W — wy)w, — wy) _ (z = z)(z; — z3)
W — w3)w, — wy) (z — z3)(z; — zy)

(6]

define una tal transformacion cuando ninguno de esos puntos es el punto del
infinito. Para verificarlo, escribamos la Ecuaciéon [6] como

(z — z3)(w — wi)(z, — z2)(wy — wy) = (z — 2w — w3)(z, — z3)(wy — wy). [7]

Si z = z,, el miembro de la derecha de la Ecuacion [7] es cero, luego w = w,.
Analogamente, si z = z5, el miembro de la izquierda es cero Yy, por consiguiente,
w = ws. Si z = z,, tenemos la ecuacién lineal

w — w)w, — w3) = (W — w3)(w, — Wi

cuya unica solucién es w = w,. La transformacion definida por la Ecuacion [6]
es realmente una transformacion racional lineal, como se ve desarrollando los
productos en [7] y expresando el resultado en la forma [2]. La condicién
AD — BC # 0 para [2] se satisface claramente, pues, tal como se ha demostrado,
la Ecuacion [6] no define una funcion constante. Dejamos al cuidado del lector
(Ejerc. 10, Sec. 67) probar que la Ecuaciéon [6] define la unica transformacion
racional lineal que aplica los puntos z,, z, y z; sobre wy, w, y ws, Tespectiva-
mente.

Ejemplo 1. Para hallar la transformacion racional lineal que aplica los puntos
zy = —1,2, = 0y zy = 1, respectivamente, en los puntos w; = —,w, = 1y
w3 = i, basta sustituir esos nimeros en la Ecuacion [6] y despejar w en términos
de z. El resultado es

En la Ecuacién [6] se puede introducir el punto del infinito como uno de los
puntos prefijados, ya sea en el plano z o en el w. Si, por ejemplo, w, es o,
reemplazamos w, por 1/w, en [6] y entonces, tras quitar fracciones en el numera-
dor y en el denominador, hacemos w, = 0. Eso conduce a la ecuacion

— 7y)(z; — 23)
w — W3 (z — z3)(z; — zy)

w— w, (z —

' (8]
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Ejemplo 2. Sean z;, = 1,2z, = 0,2z, = —1yw, = i, w, = 00, wy = 1.
Sustituyendo los valores dados en la Ecuacion [8] llegamos a que

_Q+D)z+G-1)
"= 2z

67. TRANSFORMACIONES DEL SEMIPLANO SUPERIOR

Hallemos todas las transformaciones racionales lineales que aplican el semiplano
superior Im z > 0 sobre el disco abierto {w| < 1y el contorno Imz = 0 en el
contorno |w| = 1 (Fig. 66).

\\ _\’:,;—-—"TZO

s

zZ — zy

Figura 66. w = ¢ (Im z, > 0).

zZ — Zy

Teniendo en cuenta que los puntos de la recta Imz = 0 se transforman en
puntos del circulo [w| = 1, empezamos seleccionando los puntos z = 0, z = 1
Yy z = oo sobre la recta y determinando condiciones necesarias sobre una trans-
formacion racional lineal

az + b
= d — b 0 (1]
v cz+d (a c#0 .

para que las imagenes de esos puntos tengan modulo unidad.

Observemos que ¢ # 0 porque, segin la Seccion 66, la imagen del punto
z= oo es w = o cuando ¢ = 0. Vimos también en la Seccién 66 que la imagen
del punto z = oo es el punto w = a/c si ¢ # 0. Asi que el exigir {w| = 1 cuando
z = oo significa que |a/c| = 1. Por tanto,

la| = |c] # 0. [2]

Ademas, como |w| = 1 para z = 0, vemos de la Ecuacién [1] que |b/d| = 1. Por
tanto,

bl = |d] # 0. [3]
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El hecho de que a y ¢ sean no nulos nos permite reformular [1] como

_(a\z + (bla) T

" \¢)z + (o) i
Y, ya que |a/c| = 1y que by d son distintos de cero, podemos poner eso en la
forma '

a2 — 20,

[4]

w=e
z — z,

donde a es una constante real, y z,, z, son constantes complejas no nulas. Puesto
que

bl |4
al el
de acuerdo con [2] y [3], sabemos que |z,| = |z,

A continuacién, imponemos sobre la transformacion [4] la condicién de que
[w| = 1 cuando z = 1. Eso hace que

1 — z| = |1 — z4,
O sea
-z —z) =1 - zol(l — Z).

Pero z,Z, = zyZ,, ya que |z,| = |zo|, y la relacion anterior se reduce a
Zy +21:ZO+Z-O;

es decir, Re z; = Re z,. Se deduce que o bien z, = z, 0z, = Z,, de nuevo debido
aque |zy| = |zo). Siz; = z,, la transformacion [4] pasa a ser la funcidn constante
w = exp (in); luego z, = Z,.

La transformacion [4], con z, = Z,, aplica el punto z, en el origen w = 0; y
como los puntos interiores al circulo |w| = 1 han de ser imagenes de los puntos
que estan por encima del eje real del plano z, concluimos que Imz, > 0.
Cualquier transformacion racional lineal que posea la propiedad enunciada al
comienzo de esta seccion debe tener, en consecuencia, la forma

w=enl %0 (Im z, > 0), [5]

z — Zg

con a real. )
Queda por demostrar que, reciprocamente, cualquier transformacion racional
lineal del tipo [S] tiene la propiedad deseada. Ello es facil sin mas que tomar el
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valor absoluto de cada lado en la Ecuacién [5] e interpretando la ecuacion
resultante,

geométricamente. Si un punto z esta por encima del eje real, tanto él como 2y
estan del mismo lado de ese eje, que es el bisector perpendicular del segmento
recto que une z, con Z,. Se sigue que la distancia |z — zy| es menor que la
distancia |z — Z,| (Fig. 66); esto es, |w| < 1. Analogamente, si z esta por debajo
del eje real, la distancia |z — z,| es mayor que la distancia |z — Zol y, por tanto,
[w| > 1. Finalmente, si z esta sobre el eje real, |w| = 1 porque en ese caso |z — z,|
= |z — Zy|. Como toda transformacién racional lineal es una aplicacion uno a
uno del plano z extendido sobre el plano w extendido, eso demuestra que la
transformacion [5] aplica el semiplano superior Imz > 0 sobre el disco abierto
lwl < 1y la frontera del semiplano sobre la del disco.

Ejemplo 1. La transformacion w = (i — 2)/(i + z) del Ejemplo 1, Seccién 66, se
puede escribir -

Por tanto tiene la propiedad antedicha.

Las iméagenes del semiplano superior Im z 2 0 bajo otros tipos de transfor-
maciones racionales lineales suelen ser faciles de averiguar examinando la trans-
formacion particular en cuestion.

Ejemplo 2. Llamando z = x + iy, w = u + iv, podemos probar sin dificultad
que la transformacién

z —1
z+ 1

(6]

aplica el semiplano y > 0 sobre el semiplano v > 0, y el eje x sobre el eje u.
Notemos primero que si z es real, también w lo es. En consecuencia, ya que la
Imagen del eje real y = 0 es 0 un circulo o una recta, ha de ser el eje real v = 0.
Mas ain, para cualquier punto w en el plano w finito,

mE-DE+) 2y

v=Imw = =
+Dz+1 lz+ 17

(z # —1).

Asi que los nimeros y, v tienen el mismo signo, lo cual significa.que los puntos
por encima del eje x corresponden a puntos por encima el €je u, y que puntos por
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debajo del eje x corresponden a puntos por debajo del eje u. Finalmente, como
los puntos del eje x corresponden a puntos del €je u, y por ser las transformacio-
nes racionales lineales aplicaciones uno a uno del plano extendido sobre el plano
extendido (Sec. 66), queda establecido la propiedad deseada para la transforma-
cion [6].

EJERCICIOS

1.

10.

Hallar la transformacion racional lineal que aplica los puntos z; = 2,2, = i,z, =
= —2sobre los puntos w, = I, w, = i, wy = —1.

Sol. w = (3z + 2i)/iz + 6).

Hallar la transformacion racional lineal que aplica los puntos z; = —i,z, =0,z =
sobre los puntos w, = —1, w, = i, w, = 1. ;En qué curva se transforma el eje
imaginario x = 0?

Hallar la transformacion bilineal que aplica los puntos Zy = 0, z, = i, z3 = 0 sobre
los puntos wy, = 0, w, = i, wy = c0.

AN
Sol. w= —1/z.

Hallar la transformacion bilineal que aplica los puntos Zy, Z3, z3 sobre los puntos
wy =0,w, =1, w; = c0.

Sol. - @z = z)(z, — 23).

(z — z3)(z; — zy)

Probar que una composicién de dos transformaciones racionales lineales es también
una transformacion racional lineal, tal como se afirmé en la Seccidn 66.

Un punto fijo de una transformacion w = f(2) es un punto z, tal que f(z,) = z,.
Demostrar que toda tranformacion racional lineal, excepto la transformacion identi-
dad w = z, tiene a lo sumo dos puntos fijos en el plano extendido.

Hallar los puntos fijos (Ejerc. 6) de la transformacion:

a w={(— 1)Jz + 1) by w=(6z — 9)/z.

Sol. @) z=+i; b z=3
Modificar la Ecuacion [6], Seccién 66, para el caso en que ambos, z, y w,, son el
punto del infinito. Probar entonces que toda transformacidn racional lineal debe ser
de la forma w = az(a # 0) cuando sus puntos fijos (Ejerc. 6) son 0 e oo.

Probar que si el origen es un punto fijo (Ejerc. 6) de una transformacion racional
lineal, entonces la transformacién se puede escribir en la forma w = z/(cz + d),
donde d # 0.

Probar que existe solo una transformacién racional lineal que a}p]ica tres puntos
distintos z,, z, y z, en el plano z extendido sobre tres puntos prefijados distintos w,,
W, ¥ wy en el plano w extendido.

11.

14.

15.
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Sugerencia: Sean T'y S dos de tales transformaciones. Entonces, tras razonar
porqué ST [T(z)] =z, (k = 1,2, 3), usar los resultados de los Ejercicios 5y 6 para
demostrar que S”'[T(2)] = z, para todo z. Probar asi que T(z) = S(z) para todo z.

Sabemos (Sec. 67) que la transformacion w = (i — 2)/(i + 2) aplica el semipiano
Imz > 0 sobre el disco |w| < 1, y el contorno del semiplano sobre ¢l contorno del
disco. Probar que un punto z = x se aplica en el punto

1 — x? 4+ 2x
= 1 ’

1 + x? 1+ x?

w

y completar entonces la verificacion de la aplicacién ilustrada er la Figura 13,
Apéndice 2, viendo qué segmentos del eje x se aplican como alli se indico.

Verificar la aplicacion de la Figura 12, Apéndice 2, donde w = (z — 1)/(z + 1).
Sugerencia:  Escribir la transformacion dada como composicion de las aplica-

. ciones

Consultar después la aplicacion verificada en el Ejercicio 11.

a) Hallando la inversa de la transformacion w = (i — z)/(i + z) y recurriendo a la
Figura 13, Apéndice 2, que ha sido verificada en el Ejercicio 11, probar que la
transformacion w = i1 — 2)/{(1 + z) aplica el disco |z] < 1 sobre el semiplano
superior Imw 2= 0.

b) Demostrar que la transformacién racional lineal w = (z — 2)/z puede escribirse

1 -z
W =

Z=z-L W=ir—b

w = iW.

Entonces, con ayuda del resultado de la parte a), comprobar que la transforma-
cion w = (z — 2)/z aplica el disco |z — 1] < 1 sobre el semiplano izquierdo Re w
<o

La transformaciéon [5], Seccidon 67, aplica el punto z = oo sobre el punto w =
= exp (ia), que esta en el contorno del disco |[w| < 1. Probar quesi 0 < o < 2= y
los puntos z = 0y z = 1 han de aplicarse sobre los puntos w = 1y w = exp (ia/2),
respectivamente, entonces la transformacion es

. 2 + €xp (—ia/2).
z + exp (it/2)

w = ¢

Notese que cuando « = 7/2 la transformacion del Ejercicio 14 se convierte en

_ iz + exp (in/4)
Tz 4+ exp (in/4)

Comprobar que este caso especial aplica los puntos del eje x de la forma indicada en
la Figura 67.
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y

A

. _ iz + exp (in/4)
Figura 67. w = 2+ exp (in/d)

16. Demostrar que si Im z, < 0, la transformacién [S], Seccién 67, aplica el semiplano
inferior Im z < 0 sobre el disco unidad |w| < 1.

17. Con ayuda de la Ecuacién [6], Seccion 66, probar que si una transformacion racional
lineal aplica cada punto del eje x en el eje u, los coeficientes de la transformacion son
todos reales, salvo un posible factor comin complejo. El reciproco es evidentemente
cierto.

68. LA TRANSFORMACION w = exp z
Y LOS LOGARITMOS ‘

La transformaciéon w = €° se puede expresar como pe® = e*¢”, donde z = x +
+ iy yw = pe'®. Luego (véase Sec. 6) p = ¢*y ¢ = y + 2km, donde k es un
entero arbitrario; y la anterior transformacion del plano z al plano w puede
ponerse en la forma

p=c¢, ¢=y (1]

La imagen de un punto tipico z = (c,, y) sobre una recta vertical x = c, tiene
coordenadas polares p = exp(c,)y ¢ = y en el plano w. Esa imagen se mueve en
sentido positivo a lo largo del circulo que muestra la Figura 68 cuando z se
mueve hacia arriba por la recta. La imagen de la recta es evidentemente todo el
circulo, y cada punto del circulo es imagen de infinitos puntos, separados entre si
27 unidades a lo largo de la recta.

y v
€y /

{
/

——y=(’2 7

/

/
// A
) v/exp ! '

’ Figura 68. w = exp z.

R G

e S s

Una recta horizontal y = ¢, se aplica de manera uno a uno sobre el rayo
¢ = c,. Al desplazarse el punto z = (x, ¢,) por esa recta de izquierda a derecha,
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la coordenada p = ¢€* del punto imagen sobre el rayo crece por todos los valores
positivos, como indica la Figura 68.

Los segmentos de rectas verticales y horizontales se aplican, respectivamente,
sobre porciones de circulos y rayos, y las imagenes de diversas regiones se obtie-
nen facilmente de estas observaciones.

Ejemplo 1. Vamos a probar que la transformacion w = e* aplica la region
rectangular a < x £ b,c S y S dsobrelaregione’ < p < e, c < ¢ < d
Las dos regiones y partes correspondientes de sus fronteras han sido representa-
das en la Figura 69. El segmento de recta vertical AD se aplica sobre el arco
p = €, ¢ < ¢ < d marcado como 4'D'. Las imagenes de segmentos de recta
verticales a la derecha de AD y que unen las partes horizontales de la frontera
son arcos mayores; eventualmente, la imagen del segmento de recta BC es el arco
p =€’ c < ¢ < d, sefialado como B'C'. La aplicacion es uno a uno sid — ¢ < 2z.
E%Earticular, sic =0yd= mentonces 0 < ¢ < m; y la region rectangular se

aplica sobre la mitad de un anillo circular, como se ve en la Figura 8, Apéndice 2.
L2 C
\, %
A B
4] b x

Figura 69. w = exp z.

Ejemplo 2. Cuando w = ¢%, la imagen de la banda infinita 0 < y < = es el
semiplano superior p > 0,0 < ¢ < =, pues las imagenes de las rectas horizonta-
les y = ¢, (0 < ¢, < w) son rayos ¢ = c,. Partes correspondientes de los
contornos de ambas regiones se muestran en la Figura 6 del Apéndice 2. Los
puntos frontera z = 0y z = =i corresponden a los puntos w = 1y w = —1,
respectivamente,

Esta aplicacion de una franja sobre un semiplano se sigue también del hecho
de que los segmentos rectos verticales x = ¢;, 0 < y < = se transforman en
semicirculos p = expc;, 0 < ¢ < 7.

Cualquier rama

w=logz=1Inr + if r>0a0a<60<a+2n [2]

de la funcion logaritmica (véase Sec. 26) aplica su dominio de definicion de forma
uno a uno sobre la franja o < v < a + 2n en el plano w (Fig. 70). Eso es sencillo
de ver haciendo mover un punto z = r exp (i), con « < 6, < a + 2, hacia el
exterior, a partir del origen, por el rayo 8 = 8,. Su imagen es, claro esta, el punto
cuyas coordenadas rectangulares en el plano w son (In r, 8,). Por tanto, la imagen
se mueve hacia la derecha a lo largo de toda la recta horizontal v = 6,. Como
estas rectas llenan la franja « < 6 < « + 2n al variar §, entre a y « + 2m, la
aplicacion de la franja es, evidentemente, uno a uno.
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\

\ i+ 2m)

\ 7 74

\
\
\

\ o

% :
o x (¢ u

Figura 70. w = log z (2l >0, < argz < o + 27).

La aplicacion descrita arriba es consistente con el hecho de que exp(log 2) =
cuando z # 0 (Sec. 27). En efecto, seglin las observaciones hechas al comienzo
de esta seccion, la transformacion z = €Xp w es una aplicacién uno a uno de la
recta horizontal v = 6, sobre el rayo 6 = 6, en el plano z.

Las aplicaciones logaritmicas pueden ser utiles en la practica, y concluiremos

esta seccion con una aplicacion que necesitaremos mas adelante en el Capitulo 9
(Sec. 79).

Ejemplo 3. La transformacién

z — 1
w=‘Lng+l’ [3]

donde se usa la rama principal de la funcién logaritmo, es la composicién de las
funciones

z —1
z+1

Z = y w= LogZ. [4]

Sabemos por el Ejemplo 2 en la Seccion 67 que la primera de las transforma-
ciones [4] aplica el semiplano superior y > 0 sobre el semiplano superior ¥ > 0,
donde z = x + iyy Z = X + iY. Ademas, por el parrafo inmediatamente
después del Ejemplo 2 de esta seccion, es facil ver que la segunda de las trans-
formaciones [4] aplica el semiplano ¥ > 0 sobre la banda 0 < p < 7, donde
W = u + iv. En consecuencia, la transformacién [3] aplica el semiplano y > 0

sobre la banda 0 < v < 7. En la Figura 19 del Apendice 2 se indican puntos
frontera correspondientes.

69. LA TRANSFORMACION w = sen 7

Como (Sec. 24)

sen z = sen x cosh y + i cos x senh y,
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la transformacion w = sen z se puede excribir
u = sen x cosh y, v = cos x senh y. [1]
Los siguientes ejemplos ilustran varias propiedades de esta transformacion.

Ejemplo 1. La transformacion w = sen z es una aplicacién uno a uno de' la
banda semiinfinita —n/2 < x < /2,y = 0 en el plano z sobre la mitad superior
v = 0 del plano w. ' ‘ .
Para comprobarlo, probemos primero que la frontera de la franjq se aplica de
manera uno a uno sobre el eje real del plano w, como indica la Figura 71. La
imagen del segmento recto BA se halla haciendo x = n/2 en las ecuaciones [1]
y restringiendo y a valores no negativos. Como u = cosh y, y v = 0 cuando
x = m/2, un punto tipico (n/2, y) de BA se aplica sobre el punto (cosh y, 0) df:l
pl\ano w; y la imagen debe moverse hacia la derecha desde B’ a lo largo del eje
u al moverse (n/2, y) hacia arriba partiendo de B. Un punto (x, 0) sctbre fal
segmento horizontal DB tiene imagen (sen x, 0), que se desplaza desde D ha01‘a
la derecha hasta B’ al crecer x desde x = —m/2 hasta x = 7/2, o sea, al ir
(x, 0) desde D hasta B. Finalmente, mientras un punto (—7/2, y) sobre el. seg-
mento recto DE sube desde D, su imagen (—cosh y, 0) se mueve hacia la

izquierda desde D".
M| L
E__ DY [C[B 4

x 71/ o
/ \
/ \

/ \

/ \

L4

V] try
z
a
[ SN
Y] ES

S

Figura 71. w = sen z.

Una forma de ver como se aplica el interior de la franja sobre el semi;?lano
superior v > 0 del plano w consiste en examinar las imagenes de ciertas semirrec-
tas verticales. Si 0 < ¢, < 7/2, los puntos de la recta x = ¢, se transforman en
puntos de la curva

u = sen c¢; cosh y, v = cos ¢, senh y (—o0 < y < ), [2]

que es la rama derecha de la hipérbola

u? v?

cos? ¢,

=1 [3]

sen? ¢,

con focos en los puntos

w = t/sen’ ¢; + cos? ¢, = +1.
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La segunda de las ecuaciones [2] muestra que al ascender un punto por la recta,
su imagen sobre la hipérbola también asciende. En particular, existe una aplica-
¢ion uno a uno de la mitad superior (y > 0) de la recta sobre la mitad superior
(v > 0) de la rama de la hipérbola. Tal semirrecta L y su imagen L se muestran
en la Figura 71. Si —#/2 < ¢; < 0, la recta x = ¢; se aplica sobre la rama
izquierda de la misma hipérbola; y, como antes, existe una correspondencia uno
a uno entre los puntos de la mitad superior de la recta y los de la mitad superior
de la rama de hipérbola. Esa semirrecta y su imagen se han denotado M y M
en la Figura 71.

Larecta x = 0, o sea el eje y, ha de considerarse aparte. Segin [1], la imagen
de cada punto (0, y) es (0, senh y). Por tanto, el eje y se aplica sobre el eje v de
modo uno a uno, correspondiendo el eje y positivo al eje v positivo.

Ahora bien, cada punto en el interior —7/2 < x < n/2, y > 0 de la banda
estd en una de las antedichas semirrectas, y es importante hacer notar que las
imagenes de esas semirrectas son distintas y llenan el semiplano v > 0. Mas
precisamente, si la mitad superior L de una recta x = ¢; 0 < ¢; < @f2) se
imagina en movimiento hacia la izquierda acercandose al eje y positivo, la rama
derecha de la hipérbola que contiene a L se va haciendo mas amplia y su vértice
(sen ¢,, 0) tiende hacia el origen w = 0. Luego L tiende a convertirse en el eje v
positivo, que segin vimos en el parrafo anterior es la imagen del gje y positivo.
Por otra parte, al tender L al segmento BA de la frontera de la banda, la rama de
hipérbola se adhiere al segmento B'A’ del eje u y su vértice (sen c,, 0) tiende al
punto w = 1. Afirmaciones similares pueden hacerse respecto de la semirrecta M
y su imagen M’ en la Figura 71. Concluimos que la imagen de todo punto en el
interior de la banda esta en el semiplano superior v > 0 ¥y que, ademas, todo
punto del semiplano es imagen de exactamente un punto del interior de la banda.

Esto completa nuestra demostracion de que la tranformacion w = sen z es
una aplicacion uno a uno de la franja —n/2 < x < 7/2, y 2 0sobre el semiplano
v 2 0. El resultado final se recoge en la Figura 2 del Apéndice 2. La mitad
derecha de la banda se aplica sobre el primer cuadrante del plano w, como indica
la Figura 10, Apéndice 2.

Otra forma adecuada de hallar las imagenes de ciertas regiones bajo w = sen z
consiste en considerar las imagenes de segmentos de recta horizontales
—m = X £ 7,y = ¢, donde ¢, > 0. Seglin [1], la imagen de tal segmento es
la curva con representacion paramétrica ‘

u = sen x cosh ¢,, v = cos x senh c, (—n < x < 7). [4]
Se ve facilmente que esa curva es la elipse

u? v?

=1 [5]

+
. cosh? ¢,  senh? ¢,

con focos en los puntos

w = +./cosh? ¢, — senh® ¢, = +1.
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La imagen del punto (x, ¢,;) que se mueve hacia la .derecha degde A hasta E en
la Figura 72 describe un circuito alrededor de la ellp~se en sentido de las agujas
del reloj. Notese que si se toman valores mas pequefios dg 5, la elipse se.hace
mas pequeiia pero conserva los mismos focos (+ 1,0).'La elipse, en efecto, tiende
hacia el intervalo —1 £ u < 1 del eje u, imagen dgl intervalo —7 £ x £ =w del
eje x. En el caso limite ¢, = 0, la aplicacion no es, sin embargo, uno a uno, como

lo era para ¢, > 0. 3 .
Ahora mostraremos como utilizar estas observaciones.

y v

|
3
s
Yy =
[STER
=5
=
/‘
N

Figura 72. w = sen z.

Ejemplo 2. Una region rectangular —n < x < n,a < y < b situada por
encima del eje x se aplica bajo w = sen z sobre una region limitada por dos elip-
ses, como se ve en la Figura 73. Ambas fronteras verticales x = +n,a < y < b
van a parar al segmento

—senh b < v £ —senha

y v
F E D
2
A B C
| |
-7 T ox

Figura 73. w = sen z.

del eje v. El interior de la region rectangular se aplica a uno sobre el interior de
un anillo eliptico que tiene un corte en el eje v negativo. Mientras un punto z
describe el contorno de la region rectangular en sentido positivo desde el punto A4
de la Figura 73, la imagen se mueve alrededor de la elipse menor, después por el
corte y por la elipse mayor, para regresar luego por el corte al punto de partida.
Asi pues, si bien la aplicacion del interior de la region es uno a uno, no ocurre lo
mismo sobre la frontera.

Aplicaciones mediante funciones relacionadas estrechamente a la funcion seno
se obtienen facilmente una vez conocida la del seno.
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Ejemplo 3. Basta recordar la identidad (Sec. 24)

T
COos z = sen (z + 5)

para ver que la transformacion

w = COS Z

se puede escribir sucesivamente como

T
b

Z=
z+2

w = sen Z.

Luego la transformacion coseno es la misma que la transformacion seno precedi-
da por una traslacion de n/2 unidades a la derecha.

Ejemplo 4. De acuerdo con la Seccion 25, la transformacion
w = senh z

admite la expresion w = —i sen (iz), o sea
Z =iz, W=senZ, w= —iW.

Es, por consiguiente, una combinacion de la transformacion seno y de rotaciones
de angulos rectos. La transformacion

w = cosh z

es, analogamente, en esencia una transformacion coseno, ya que cosh z = cos (iz).

EJERCICIOS

1. Probar que }as rectas ay = x (a # 0) se aplican sobre espirales p = exp (a¢) bajo la
transformacion w = exp z, donde w = p exp (i9).

2. Considerando 1a§ imagenes de segmentos rectos horizontales, comprobar que la
imagen de la region rectangular ¢ £ x < b, ¢ £ y £ d bajo la transformacion
w = exp z es laregion ¢ < p < ¢*, ¢ £ ¢ = d, como indica la Figura 69 (Sec. 68).

3. Verificar la aplicaciéon de la region y del contorno de la Figura 7 del Apéndice 2,
donde la transformacioén es w = exp z.

4. Hallar la imagen de la franja semiinfinita x = 0,0 < y < = bajo la transformacion
w = expz, y marcar porciones correspondientes sobre las fronteras.
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5. La ecuacion w = log (z — 1) se puede escribir
Z=z—-1 w=logZ

Hallar una rama de log Z tal que el plano z cortado, consistente en todos los puntos
excepto los del segmento x = 1 del eje real, se aplique bajo w = log (z — 1) sobre la
banda 0 < v < 2x del plano w.

6. Probar que la transformacion w = sen z aplica la mitad superior (y > 0) de la recta
x = ¢, (—m/2 < ¢; < 0) uno a uno sobre la mitad superior (v > 0) de la rama
izquierda de la hipérbola [3], Seccion 69, como muestra la Figura 71 de esa seccion.

7. Demostrar que bajo la transformacion w = sen z, una recta x = ¢, (n/2 < ¢, < m)se
aplica sobre la rama derecha de la hipérbola [3], Seccion 69. Notese que la aplicacion
es uno a uno y que las mitades superior e inferior de la recta se aplican respectiva-
mente sobre las mitades inferior y superior de la rama.

8. En el Ejemplo 1, Seccion 69, se usaron semirrectas verticales para probar que
“la transformacion w = sen z es una aplicacién uno a uno de la region abierta
—n/2 < x < w2,y > 0,sobreel semiplano v > 0. Comprobar ese resultado usando
ahora segmentos horizontales de recta —n/2 < x < w2,y = ¢; (c; > 0), cuyas
imagenes son semielipses.

9. a) Probar que bajo la transformacion w = sen z, las imagenes de los segmentos de
recta que forman la frontera de la region rectangular 0 £ x < 72,0 =y =1
son los segmentos rectos y el arco D'E’ indicados en la Figura 74. El arco D'E’ es
una cuarta parte de la elipse

u? ?
77+ 27
cosh?1  senh* 1

b) Completar la aplicacion indicada en la Figura 74 usando imagenes de segmentos
rectos horizontales para demostrar que la transformaciéon w = sen z establece
una correspondencia uno a uno entre los puntos interiores de las regiones ABCD
y ABCD.

10. Verificar la aplicacion bajo w = sen z que muestra la Figura 11 del Apéndice 2.

11. a) Probar que la ecuaciéon w = cosh z se puede escribir
. 4
Z=zz+—2~, w = sen Z.

b) Usar a), junto con la aplicacion bajo sen z que muestra la Figura 10 del Apén-
dice 2, para constatar que la transformacion w = cosh z aplica la banda
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¥ = /2 del plano z sobre el primer cuadrante =0,

semiinfinita x 2 0,0 < y <
w. Indicar partes correspondientes de los contornos de ambas

v 2 0 del plano
regiones.

12. Notese que la transformacion w = cosh z se puede expresar como composicion de
las aplicaciones

1
Z=¢, W=Z+— w=

w.
Z

N —

Entonces, consultando las Figuras 7 y 16 del Apéndice 2, probar que cuando
w = cosh z, la banda semiinfinita x = 0,0 £ y £ n del plano z se aplica sobre la
mitad inferior v < 0 del plano w. Indicar partes correspondientes de los contornos,

13. a) Verificar que la ecuacién w = sen z puede escribirse como
T
Z = i<z+5), W=coshZ w= —Ww.

b) Usar el resultado en la parte a) de este ejercicio y la del Ejercicio 12 para
demostrar que la transformacién w = sen 2 aplica la banda semiinfinita
—-n/2 £ x < m/2,y = Osobreel semiplano v > 0, como muestra la Figura 9 del

Apéndice 2. (Esta aplicacién se comprobd, de modo distinto, en el Ejemplo 1 de
la Sec. 69.)

70. LA FUNCION z2

La transformacion

w =z (1]

se describe mas facilmente en términos de coordenadas polares. Si z = re y
w = pe*, entonces

Por tanto, la imagen de cualquier punto z no nulo se halla elevando al cuadrado
el médulo de z y multiplicando por dos un valor de arg z; es decir, lwl = |z]* y
argw = 2 arg z.

Ejemplo 1. Los puntos z = rye® del circulo r = ro se transforman en puntos
w = rge'®® del circulo p = r2. Si un punto del primer circulo se mueve en sentido
positivo desde el eje real positivo hasta el eje imaginario positivo, su imagen
sobre el segundo circulo se mueve en sentido positivo desde el eje real positivo
hasta el eje real negativo (Fig. 75). Asi que si se toman todos los valores positivos
posibles para r, los correspondientes arcos en los planos z y w llenan el primer
cuadrante y el semiplano superior, respectivamente. La transformacion [1] es,
por tanto, una aplicacién uno a uno del primer cuadrante r 2 0,0 < ¢ < 2
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0| o X 0] [z

Figura 75. w = z2

del plano z sobre la mitad superior p g 0,0 ¢ =< n del plano w como recoge

la Figura 75. El punto z = 0 es aplicado, clarp esta, sob{e el punto w = 0.
La transformacion [1] también aplica el semiplano superior r = 0, Q'é 6<n

sobre el plano w completo. Sin embargo, en este caso la trapsformacxon no es

uno a uno, ya que tanto el eje real positivo como el negativo del plano z se

aplican sobre el eje real positivo del plano w. 3 .

" Cuando z = x + iyyw = u + iv, la transformacion [1] se convierte en

u+iv=x2—y2+i2xy,
O sea
u=x*—y% v=2xy. 2]

Esta forma, en coordenadas rectangulares, es especialmente 1til al hallar las
imagenes de ciertas hipérbolas.

Ejemplo 2. Si w = z?, cada rama de la hipérbola x2 -y = ¢ (o h> 0) se
aplica de manera uno a uno sobre la recta vertical u = c,. Para verlo, aclcmos
notar de la primera Ecuacion [2] que u = ¢, cuando (x, y) es un punto de alguna
de las ramas. Cuando, en particular, esta en la rama de la derecha, la segunda de

las ecuaciones [2] nos dice que v = 2y,/y* + ¢;. Luego la imagen de la rama

derecha se puede expresar paramétricamente como

u=c, v=2u9/y+c¢ (=00 <y < o)

y es evidente que la imagen de un punto (x, y) de esa rama aS(fiende por toda la
recta cuando (x, y) recorre esa rama hacia arriba (Fig. 76). Analogamente, como
el par de ecuaciones

u=rc, v= 20/ + ¢ (-0 <y < o)

proporciona una representacion parameétrica para la imagen de la rama 1zqu1ercli)a
de 1a hipérbola, la imagen de un punto que desciende por la rama izquierda, sube
a lo largo de toda la recta u = ¢;. L rbola
Se deja como ejercicio al lector el probar que cada rama de_ una Ip::r' 0
2xy = ¢, (¢, > 0) se transforma en la recta v = ¢,, como se indica en.la Figura
76. Los casos en que ¢; Y ¢, son negativos se tratan también en los ejercicios.
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u=ci >0

——— e e - v=e0y2>0

Figura 76. w = 22,

Ahora ya se obtienen sin dificultad iméagenes de dominios Cuyos contornos
contienen hipérbolas dé los tipos mencionados en el Ejemplo 2.

Ejemplo 3. El dominio x > 0,y > 0, xy < 1 consta de todos los puntos de las
ramas superiores de las hipérbolas de la familia xy = ¢, con0 < ¢ < 1. La
imagen del dominio cuando w = z2 consiste, por tanto, en todos los puntos que
estan sobre las rectas v = 2¢ (0 < ¢ < 1)Estoes, la imagen del dominio es la
franja horizontal 0 < y < 2.

Si n es un entero positivo, con n > 2, varias propiedades de la aplicacion
asociada a la transformacién

w =1z osea pe'® = pein [3]
son similares a las de w = 22, La transformacioén [3] aplica la regién r > 0,
0 £ 0 < n/n sobre el semiplano superior P 200=< ¢ < n También aplica
todo el plano z sobre todo el plano w, donde cada punto no nulo del plano w
es imagen de n puntos distintos del plano z. El circulo r = To se aplica sobre el

circulo p = ro, y €l sector r < re, 0 < 0 < 2n/n sobre el disco p = rg, aunque
no de modo uno a uno.

71. LA FUNCION g1/
Como en la Seccién 7, los valores de z!/? son las dos raices cuadradas de :

cuando z # 0. De acuerdo con esa seccion, si se usan coordenadas polares y
Z=rexp(®)(r >0 -1 < O < m), entonces

ZU2 \ﬂexp M (k =0,1), [1]

estando asociada la raiz principal al valor k = 0. En la Seccion 27 vimos que z!/2
se puede escribir como

21/2

= exp <§ log z) (z # 0). [2]
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La rama principal Fy(z) de la funcion bivaluada z'/2 se obtiene tomando el valor
principal de log z y haciendo (véase Sec. 28)

Fy(z) = exp G Log z) (zIl >0, -7 < Arg z < =),
es decir,
i (r>0—n<0® < a). [3]
Fyz) = /r exp - ,

El miembro de la derecha en esa ecuacion es, por supues?o, el mismo que el de
[1] cuando se toman k = 0y —n < ©® < x alli. Fl origen y el rayo (] =7
forman el corte de ramificacion de F,, siendo el origen su punt_o de ramificacién.
. Las imagenes de curvas y regiones bajo la transformacién w = Fy(z) se

pueden hallar escribiendo w = p exp (i¢) con p = \/; y ¢ = /2.

Ejemplo 1. La transformacion w = Fy(z) aplica el dominio r > 0, —m < @ <r
sobre la mitad derecha p > 0, ~7/2 < ¢ < /2 del plano w. En particular,
aplica la region 0 < r < ry, — 1 < ® < 7 sobre el semidisco 0 < p =< \/a,
—n/2 < ¢ < m/2. (Véase Ej. 3, Sec. 10).

Ejemplo 2. La transformacion w = Fy(sen z) se puede poner como
Z =senz, w= Fy(Z) (1Z] >0, —n < Arg Z < n).

Ya se dijo al final del Ejemplo 1 en la Seccién 69, que la primera .transformacwn
aplica la banda semiinfinita 0 < x < #/2, y=0 §9bre el primer cuadrante
X 20,Y 2 0del plano Z. La segunda transformacion, en el supuesto de que
Fy(0) = 0, aplica ese cuadrante sobre un octante del plano w. Estas transforma-
ciones sucesivas se ilustran en la Figura 77, donde se muestran puntos frontera
correspondientes.

y Yl v
D D 2 //
¢ c / )
T o5 Ax cr B e

Figura 77. w = Fy(sen 2).

Cuando —n < ©® < 7y se usa la rama

logz=lnr+i(®+2n)
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de la funcion logaritmo, la Ecuacién [2] da la rama

Fl(z)=\/;expm (r>0-1<©<n [4]
de z'/2, que corresponde a elegir k = 1 en la Ecuacién [1]. Puesto que exp (in) =
= —1, se sigue que Fi(z) = — Fy(z). Los valores 1 Fy(z) representan, pues, la
totalidad de los valores de z'/2 en todos los puntos del dominio r > 0,-1<®<
< 7. Si por medio de la expresion [3] extendemos el dominio de definicién de
F, para que incluya el rayo ® = n y hacemos F,(0) = 0, entonces los valores
1 Fy(z) representan la totalidad de los valores de z'/2 en todo el plano z.

Otras ramas de z'/? se obtienen usando ramas distintas de log z en [2]. Una
rama en la que el rayo @ = « se elige como corte de ramificacion viene dada por
la ecuacion

0
f,(z)=\ﬁexp% r>00<6<ad+ 2 [5]
Notese que cuando @« = —7 tenemos la rama Fy(z) y cuando o« = 7 tenemos la

rama Fi(z). Igual que para F,, el dominio de definicién de /. se puede extender a
todo el plano complejo usando la expresion [5] para definir f, en los puntos no
nulos del corte y haciendo f,(0) = 0. Ahora bien, tales extensiones nunca son
continuas sobre todo el plano complejo. ,

Finalmente, sea n un entero positivo, con n = 2. Los valores de z'/* son las
raices n-ésimas de z cuando z # O Yy, por las Secciones 7 y 27, la funcién
multivaluada z!/" se puede escribir

1 .
" = exp (; log z) = (‘/;exp w k=012 .,n—-1), [6]

donde r = |zl y © = Arg z. El caso n = 2 se acaba de considerar. En el caso
general, cada una de las » funciones

E(2) = I/r exp M k=012 .,n—1 [7]

es una rama de z'’*, definida sobre el dominio r > 0, -7 < ® < 7. Si'w — pe'®,
la transformacion w = F(z) es una aplicacion uno a uno de ese dominio sobre el
dominio p > 0, (2k — n/n < ¢ < (2k + 1)n/n. Estas n ramas de z'/" producen
las n raices n-ésimas de z en cualquier punto z del dominio r > 0, -1<®<m
La rama principal se obtiene con k = 0, y otras ramas del tipo [5] se construyen
facilmente.

‘

72. RAICES CUADRADAS DE POLINOMIOS

Consideraremos ahora algunas aplicaciones que son composiciones de polino-
mios y raices cuadradas de z.
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Ejemplo 1. Se obtienen las ramas de la funcién bivaluada (z — z,)'"? teniendo
en cuenta que es una composicion de la traslacién Z = 7 — zo con la funcidn
bivaluada Z'/2. Cada rama de Z'/? produce una rama de (z — 25)'2. 81 Z = Re®,
las ramas de Z'/? son

- ‘9
Z”2=\/1_(exp% R>0a<8<a+ 2

En consecuencia, si llamamos R = |z — zo|, 0 = arg (z — z)), y © = Arg
(z — zo), dos ramas de (z — z,)'/? son

Golz) = ﬁexp? R>0,-1<0© <7 [1]

9
£0(2) = /R exp ’7 (R>0,0<8 < 2. [2]

La rama de Z'/? usada al escribir Go(2) esta definida en todos los puntos del
plano Z excepto en el origen y en los puntos del rayo Arg Z = 7. La transforma-
cion w = Gy(z) es, por tanto, una aplicacién uno a uno del dominio lz — z4] > 0,
—n < Arg (z — z,) < 7 sobre el semiplano w > 0 (Fig. 78). La transformacién
w = go(z) aplica el dominio |z — z| > 0,0 < arg (z — zo) < 2n de manera
uno a uno sobre el semiplano superior Imw > 0.

Y Y

R

Figura 78. w = Gy(2).
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Ejemplo 2. Como ejemplo instructivo, pero menos elememental, consideremos

ahorg la funcion bivaluada (z2 — 1)Y2, Usando propiedades ya conocidas de los
logaritmos, escribimos

1 1
(z* — 1)12 = exp [5 log (z2 — 1)] = exp [E log(z — 1) + %log z + 1)],
0 sea

@ = D' = (- )2 4 (z # +1) [3]
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Asi pues, si f1(z) es una rama de (z — 1)"/2 definida sobre un dominio Dy fi(z)es
una rama de (z + 1)'/? definida sobre un dominio D,, el producto f = f, f, es
una rama de (z — 1)'/? definida en todos los puntos comunes a D,y D,.

Con objeto de conseguir una rama especifica de (z> — 1)"/2, usamos la rama
de (z — 1)!/? y de (z + 1)"/? dadas por la Ecuacién [2]. Si llamamos ry=lz — 1|
y 0, = arg (z — 1), esa rama de (z — 1)'/2 es

filz) = Jry exp % (r, >0,0 <6, < 2n).
La rama de (z + 1)!/? dada por la Ecuacién [2] es
falz) = \/Z exp > (r, >0,0 <86, <2n),

donder, = |z + 1|y 0, = arg(z + 1). El producto de esas dos ramas es, por
consiguiente, la rama f de (z> — 1)!/2 definida por la ecuacién

0, + 6
1@ = riry exp 1 E ), [4]
donde
>0 0<6 <2t (k=12

Tal como ilustra la Figura 79, la rama f esta definida en todo el plano z, excepto
sobre el rayo r, 2 0, 8, = 0, que es la porcion x = —1 del eje x.

Figura 79

La rama f de (z*> — 1)!/? dada en [4] admite extensiéon a una funcion

, Hz) = /rir; exp w, [5]

donde

>0 0<6 <2n k=12 y ri+r>2
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Como veremos ahora, esta funcion es analitica en todo su dominio de definicion
que es todo el plano complejo z, salvo el segmento —1 < x < 1 del eje x.

Como F(z) = f(z) para todo z del dominio de definicion de F, excepto en el
rayo r; > 0,0, = 0, basta ver que F es analitica en ese rayo. Para ello, formamos
el producto de-las ramas de (z — 1)"2 y (z + 1) dadas por [1]. Es decir,
consideramos la funcion

i@, + ©
G(z) = \/ryr, exp 1—1—2—-1),

]

donder, = |z —1,r, =z 4+ 1,0, = Arg(z — 1),0, = Arg (z + )y
>0 —-n1<0O,<n k =1,2).

"\G es analitica en todo el plano z, excepto en el rayo r; > 0, ®, = n. Ahora bien,
F(z) = G(z) cuando z esta por encima de o en el rayor; > 0, ®, = 0; porque
entonces 6, = @, (k = 1, 2. Si z esta por debajo de ese rayo, 6, = ©, + 2= (k =
= 1, 2). Luego exp (i6,/2) = —exp (i0,/2); lo cual significa que

6, + 6, i6, 0\ {0, + ©,)
exp—z‘ = |exp > expT = exp#

Asi que, de nuevo, F(z) = G(z). Ya que F(z) = G(z) en un dominio que contiene al
rayor; > 0,0, = 0, y siendo G analitica en ese dominio, F es analitica alli. Por
tanto, F es analitica en todas partes, salvo en el segmento P, P, de la Figura 79.
La funcion F definida en [5] no admite extension a una funcion armoénica en
los puntos del segmento P, P,, porque los valores de la derecha en la Ecuacion

[5] saltan desde i,/r,r, hasta nimeros proximos a —i,/r,r,, cuando el punto z
se mueve hacia abajo cruzando ese segmento recto. De modo que la extension no
seria continua alli.

La transformacion w = F(z) es, como veremos, una aplicaciéon uno a uno del
dominio D, consistente en todo el plano z, salvo el segmento P,P,, sobre el
dominio D,, consistente en todo el plano w, salvo el segmento —1 < p < 1 del
eje v (Fig. 80).

Antes de comprobar eso, observemos que si z = iy (y > 0), entonces
Ffi1=rir > 1y60, + 0, = n; luego el eje y positivo se aplica bajo w = F(z)
sobre la parte v > 1 del eje v. Ademas, el eje y negativo se aplica sobre la parte
U < —1 del eje v. Cada punto de la mitad superior y > 0 del dominio D, se
aplica en la parte superior v > 0 del plano w, y cada punto de la mitad inferior
Y < 0 del dominio D, en la mitad inferior v < 0 del plano w. El rayo r, > 0,
8, = 0 se aplica sobre el eje real positivo del plano w, y el rayor, > 0,0, ==
sobre el eje real negativo.

Para demostrar que la transformacion w = F(z) es uno a uno, hagamos notar
que si F(z,) = F{(z,), entonces 22 — | = z3 — 1. De donde se deduce que z, = z,
0 z; = —2z,. Sin embargo, debido a la manera en que F aplica las mitades
Superior e inferior de D,, asi como las porciones del eje real que estan en D, el
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caso z; = —z, es imposible. Luego si F(z,) = F(z,), entonces z, = 2, asi que F
€S uno a uno.

Podemos demostrar que F aplica D, sobre D,, hallando una funcion H que
aplique D,, sobre D, con la propiedad de que si z = H(w) entonces w = F(z). Eso
probara que para todo w en D, existe un punto z en D, tal que F(z) = w; esto es,
la aplicacion F es suprayectiva (sobre). La aplicacion H serd la inversa de F.

Para hallar H, notemos que si w es un valor de (z> — 1)'/? para un z concreto,
entonces w2 = z2 — 1y, por tanto, z es un valor de (w?> + 1)!/? para ese w. La
funcién H sera una rama de la funcion bivaluada

Ww? + DV = (w — )'Hw + )2 w # +i).

Siguiendo nuestro procedimiento para obtener la funcion F(z), escribimos w — i =
= p, exp (ip,) yw + i = p, exp (i¢,). (Véase Fig. 80.) Con las restricciones

- 3n
p.‘>0,7§¢k<7 k=12 y pr+p>2
tenemos
i, + ¢,)
Hw) = /p1pz exp ———= (6]
v . w
4]
%,
D i

Figura 80. w = F(2).

siendo D,, el dominio de definicion. La transformacion z = H(w) aplica puntos
de D,, que estan por encima o por debajo del eje u sobre puntos que estan por
encima o por debajo del eje x, respectivamente. Aplica el eje u positivo en la parte
x > 1 del eje x, y el eje u negativo en la parte x < —1 del eje x. Si z = H(w),
entonces z2 = w? + 1, luego w? = z2 — 1. Como z estd en D, y dado que F(2)
y — F(z) son los dos valores de (z2 — 1)!/? para un punto de D,, vemos que
w = Rz) o w = — Fz). Pero es evidente por la forma en que F y H aplican las
mitades superior e inferior de sus dominios de definicion, incluidas las partes de
los ejes reales en ellos contenidas, que w = F{(2).
Aplicaciones mediante ramas de funciones bivaluadas

w= (2 + Az + BY? = [(z — 20 — z{]'” @ #0, [7]
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donde A = —2z,y B = z§ — z3, se pueden estudiar con ayuda de los resultados
obtenidos para la funcién F del Ejemplo 2 y las transformaciones sucesivas

zZ — Zp
Z =

s W=(Z2 - 1) w=z,W (8]

23

EJERCICIOS

1. Probar que cada rama de hipérbola 2xy = c, (¢, > 0) se aplica bajo la transforma-
cion w = z2 en la recta v = ¢,, como indica la Figura 76, Seccion 70.

En referencia al Ejemplo 2, Seccidn 70, y al Ejercicio 1, hallar un dominio del plano z
cuya imagen bajo la transformacion w = z? sea el dominio cuadrado del plano w
limitado por las rectasu = 1, u = 2,v = 1 y v = 2. (Véase Fig. 2 del Apéndice 2).

Hallar y dibujar, mostrando las orientaciones correspondientes, las imigenes de las
hipérbolas x2 — y* = ¢, (¢; < 0) y 2xy = ¢, (¢, < 0) bajo la transformacion
w = z%

Demostrar, indicando las orientaciones correspondientes, que la aplicacion w = z?
transforma las rectas y = ¢, (¢, > 0) en parabolas v? = 4c3(u + c3), todas con focos
en w = 0. (Comparar con el Ej. 1 de la Sec. 10.)

Usar el resultado del ejercicio anterior para probar que w = z* es una aplicacién uno
a uno de una banda a £ y £ b por encima del eje x, sobre la regién cerrada
contenida entre las parabolas

v* = 4a*(u + a?), v? = 4b%u + b?).

Refiriéndonos a la Figura 10 del Apéndice 2, probar que la transformacion w = sen”® z
aplica la franja 0 £ x < n/2, y 2 O sobre el semiplano v = 0. Indicar partes
correspondientes en los contornos.

Usar la Figura 9 del Apéndice 2 para demostrar que bajo la transformacion
w = (sen z)"/4, donde se toma la rama principal de la potencia racional, la banda
semiinfinita —n/2 < x < m/2, y > 0, se aplica sobre la parte del primer cuadrante
que queda entre la recta v = u y el eje . Sefialar partes correspondientes sobre los
contornos.

8. Segin el Ejemplo 2, Seccion 67, la transformacion racional lineal Z = (z — 1)/(z + 1)
aplica el eje x sobre el eje X y los semiplanos y > 0 e y < 0 sobre los semiplanos
Y > 0e Y < 0, respectivamente. Probar que, en particular, aplica el segmento
—1 £ x £ 1 del eje x sobre el segmento X < 0 del eje X. Demostrar entonces que
cuando se usa la rama principal de la raiz cuadrada, la funcion compuesta

w=Z1? = z = 1\
- T\z+ 1

aplica el plano z, excepto el segmento —1 < x £ 1 del gje x, sobre el semiplano
u >0,
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9. Hallar la imagen del dominio r > 0, -7 < © < 7 del plano z bajo cada una de las
transformaciones w = E(z) (k = 0, 1, 2, 3), donde F(z) son las cuatro ramas de z'/4
dadas por la Ecuacién [7], Seccién 71, paran = 4. Usar esas ramas para calcular las
raices cuartas de i.

10. Larama F de (z2 — 1)"2 en el Ejemplo 2, Seccién 72, se definid en términos de las
coordenadas ry, r,, 8, 6,. Explicar geométricamente por qué las condiciones r, > 0,
0 < 6, + 6, < n describen el cuadrante x > 0, ¥y > 0 del plano z. A continuacién,
demostrar que la transformacién w = F(z) aplica ese cuadrante sobre el cuadrante
u > 0,v > 0 del plano w.
Sugerencia: Para ver que se describe el cuadrante x > 0, y > 0 del plano z,
noétese que 6, + 0, = = en cada punto del eje y positivo, y que 8, + 6, decrece al
moverse el punto z hacia la derecha por un rayo 8, = ¢ (0 < ¢ < n/2).

11. Para la transformacion w = F(z) del primer cuadrante del plano z sobre el primer
cuadrante del plano w (Ejerc. 10), probar que

1 1
u=—=\/rr, +x* —y* -1 y v=—2,/r1r2—x2+y2+1,

V2 V2

donde rir] = (x* + y* + 1)> — 4x%, y que la imagen de Ia porcion de la hipérbola
x%2 — »? = 1 en el primer cuadrante es el rayo v = u (u > 0).

12. Probar que en el Ejercicio 11 el dominio D que esta bajo la hipérbola y en el primer
cuadrante del plano z queda descrito por las condiciones ry, >0,0<86, +0, <
< m/2. Probar entonces que la imagen de D es el octante 0 < v < . Representar
D y su imagen.

13. Sea Fla rama de (z> — 1)'/2 definida en el Ejemplo 2, Seccién 72,y sea zy = rq exp
(@) conro > 0y 0 < 6, < 2n. Probar que una rama F, de (z2 — z3)Y2, cuyo corte
de ramificacion sea el segmento recto entre Zy Y —2zo, se puede escribir como
Fo(z) = 2o F(Z), donde Z = z/z,.

14. Escribamos z — 1 = r exp (i) yz + 1 = 7, €Xp (i®,),con 0 < 0, < 2ny —7 <
< @, < m. para definir una rama de la funcion:

z — 1\'?
a (- p'y b (z n 1) .

En cada caso, el corte ha de consistir en los dos rayos , = 0y ®, =z

15. Con la notacién de la Seccion 72, probar que la funcion

z — 1\2 r, 6, — 6,)
w_<z+1> T\ P

es una rama con el mismo dominio de definicién D, y el mismo corte que la funcion
w = Fz) de esa seccion. Demostrar que esta transformacion aplica D, sobre el
semiplano derecho p > 0, —n/2 < ¢ < n/2, donde el punto w = 1 es la imagen del
punto z = oo. Adem{a.s, probar que la transformacién inversa es

2
L+w (Re w > 0).

(Comparar con el Ejerc. 8)

16.

17.
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Probar que la transformacion del ejercicio anterior aplica la regién exterior al circulo
unidad |z| = 1 en el semiplano superior del plano z, sobre la region del primer
cuadrante del plano w entre la recta v = u y el eje u. Esbozar ambas regiones.

Escribir z = rexp (i0), z — 1 = r, exp (i®,), yz + 1 =r,exp (i0,), donde los
valores de los.tres angulos estan entre —=n y 7. Definir entonces una rama de la
funcién [z(z> — 1)]'/? cuyo corte conste de los dos segmentos x < —1 y0sx<1
del eje x.

«



CAPITULO

OCHO

TRANSFORMACIONES
CONFORMES

En este capitulo introducimos y desarrollamos la nocién de transformacién
conforme, con énfasis en las conexiones entre tales aplicaciones y las funciones
armonicas. En el préximo capitulo analizaremos su utilizacion en problemas
fisicos.

73. CONSERVACION DE ANGULOS

Sea C un arco suave (Sec. 31) representado por la ecuacion z = z(f) (a < ¢ < b),
y sea f(z) una funcion definida en todos los puntos de C. La ecuaciéon w = f [z(#)]
(@ = t £ b) es una representacion paramétrica de la imagen I' de C bajo la
transformacion w = f{(z).

Supongamos que C pasa por un punto z, = z(t)) (@ < t, < b)en el que fes
analitica y f"(zo) # 0. Por la regla de la cadena dada en el Ejercicio 10, Sec-
cion 31, si w(f) = f[z(2)], entonces

wlto) = f'[z(t6)12'(to); (1]

y eso significa que (véase Sec. 5)

arg wito) = arg f'[2(t)] + argz/(,). , (2]

La Ecuacion [2] es util para relacionar las direcciones de C y T en los puntos
26 Y wo = f(z,), respectivamente.

Concretamente, sea ,, el valor de arg f"(zo), y sea 6, el angulo de inclinaciéon
de una recta dirigida tangente a C en zo (Fig. 81). De acuerdo con la Sec. 31, 0,
es un valor de arg z(,), y se sigue de la Ecuacién [2] que la cantidad

b0 = Yo + b,

es un valor de arg w(1,) y es, por tanto, el angulo de inclinacion de una recta
dirigida tangente a I en el punto w, = S(zo). Por lo tanto, el angulo de inclina-
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Figura 81. ¢, = ¥, + 0,

cion de la recta en w, difiere del angulo de inclinacién de la z, por el angulo de
rotacion.

Yo = arg f'(zo). 3]

. Sean ahora C, y C, dos arcos suaves que pasan por z, y sean 8,, 8, los
angulos de inclinaciéon de sus respectivas rectas tangentes dirigidas en z,. Sabe-
mos por el parrafo anterior que las cantidades

br=VYo+ 0, y ¢d2=yYo+ 0,
son angulos de inclinacién de rectas dirigidas tangentes a las curvas imagen T,
y I';, respectivamente; en el punto wy = f(z,). Asi que ¢, — ¢, = 0, — 6,; esto

es, el angulo ¢, — ¢, desde I, hasta T, es el mismo en magnitud y sentido que
el angulo 6, — 0, desde C; hasta C,. Esos dngulos se han denotado por « en

la Figura 82.

G

o

x u

Figura 82

A causa de esta propiedad de conservar angulos, una transformacion w = f{(z)
se llama conforme en un punto z, si f es analitica en €l y f'(z;) # 0. Tal
transformacion es conforme, de hecho, en un entorno de z,, porque f es necesa-
riamente analitica en un entorno de z, (Sec. 20), y al ser f” continua en z, (Sec. 40)
se deduce de la Seccion 14 que existe un entorno de ese punto en el que f(z) # 0.

Una transformacion w = f(z), definida en un dominio D, se llama transforma-
cion conforme, o aplicacién conforme, si es conforme en todo punto de D. Es
decir, f es conforme en D si es analitica en D y su derivada no tiene ceros en D.
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Cada una de las funciones elementales estudiadas en el Capitulo 3 se puede usar
para definir una transformacion conforme en cierto dominio.

Ejemplo 1. La aplicacion w = e* es conforme en todo el plano z porque
d(e®)/dz = e* # O para todo z. Consideremos dos rectas arbitrarias x = C1,
¥ = c,, en el plano z, la primera dirigida hacia arriba y la segunda hacia la
derecha. Segiin la Seccion 68, sus imagenes bajo w = ¢ son un circulo orientado
positivamente centrado en el origen y un rayo que arranca del origen, respecti-
vamente. Como ilustra la Figura 68 (Sec. 68), el angulo entre las rectas en su
punto de interseccion es un angulo recto en la direccion negativa, y 1o mismo es
cierto para el angulo que forman el circulo y el rayo en el punto correspondiente
del plano w. El caracter conforme de la aplicacion w = e* queda ilustrado
asimismo por las Figuras 7 y 8 del Apéndice 2.

Ejemplo 2. Consideremos dos arcos suaves que son curvas de nivel u(x, y) = ¢,
y v(x, y) = c, de las componentes real e imaginaria de una funcién

@) = ulx, y) + iv(x, y),

Yy supongamos que se cortan en un punto z, en el que f es analitica y f7(z,) # 0.
La transformacién w = f(z) es conforme en z, y aplica esos arcos en las rectas
U = ¢ yv = ¢, que son ortogonales en el punto w, = f(z,). Por la teoria
expuesta, los arcos han de ser ortogonales en z,. Esto ya ha sido verificado e
ilustrado en los Ejercicios 12 a 16 de la Seccion 21.

Una aplicacion que conserva la magnitud del angulo entre arcos suaves pero
no necesariamente el sentido se llama una aplicacion isogonal.

Ejemplo 3. La transformacion w = Z, que es una reflexion en el eje real, es
isogonal pero no conforme. Si va seguida por una transformacidén conforme, la
transformacion resultante w = f{(Z) es también isogonal pero no conforme.

Sea f una funcién no constante y supongamos que f es analitica en z,. Si
Sf'(zo) = 0, entonces z, se llama un punto critico de la transformacion w = f(z).

Ejemplo 4. El punto z = 0 es un punto critico de la transformacion w = 1 + z2,
que es una composicion de las aplicaciones Z = z2y w = 1 + Z. Un rayo
6 = o que parte del punto z = 0 es obviamente transformado en el rayo que
arranca del punto w = 1 con angulo de inclinacién 2x. Ademas, el 4ngulo entre
cualesquiera dos rayos trazados desde el punto critico z = 0 se duplica bajo la
transformacion. }

Mas en general, se puede probar que si z, es un punto critico de una trans-
formacion w = f{(z), existe un entero m (m = 2) tal que el angulo entre cualquier
par de arcos que pasen por z, queda multiplicado por m bajo la transformacion.
El entero m es el menor entero positivo tal que f™(z,) # 0. Dejamos como
ejercicio la comprobacion de estos asertos.
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74. OTRAS PROPIEDADES

Otra propiedad de una transformacion w = f{(z) que es conforme en el punto z,
se obtiene considerando el modulo de f'(z,). De la definicion de derivada y la
propiedad [8], Seccion 12, de los limites, se sigue que

i 1O = SC| _ o 1SG) = o)l

z=z0 |2 — Zol

|f"(zo)| = (1]

Ahora bien, |z — z4| es la longitud de un segmento recto que une z, con z, y
| f(z) — f(zo)| es la longitud de un segmento de recta que une f(zy) con f(z) en el
plano w. Es evidente que si z esta cerca del punto z,, la razén

1f(2) = fzo)l

lz — 2l

de las dos longitudes es aproximadamente el nimero | f'(z,)|. Notese que | /'(zo)|

- representa una dilatacion si es mayor que 1 y una contraccion si es menor que 1.

Aunque el angulo de rotaciéon arg f7(z)(Sec. 73) y el factor de escala | f'(z)|
varian en general punto a punto, de la continuidad de f’ concluimos que sus
valores son aproximadamente arg f'(zy) ¥ |f'(zo)| en puntos z proximos a z,.
Luego la imagen de una pequefia region en un entorno de z, es conforme con la
region original en el sentido de que tiene aproximadamente la misma forma. Sin
embargo, una region grande puede transformarse en una region que no guarda
parecido con la original.

Ejemplo 1. Para f(z) = z2, la transformacion
w = f(z) = x* — y* + i2xy
es conforme en el punto z = 1 + i, donde las semirrectas y = x (y = Q) y
x = 1 (y = 0) intersectan. Denotemos esas semirrectas por C, y C,, con sentido
positivo hacia arriba, y observemos que el angulo desde C; hasta C, es n/4 en
su punto de interseccion (Fig. 83). Como la imagen de un punto (x, y) del plano z
€s un punto del plano w cuyas coordenadas rectangulares son
u=x*—-y>y v=2xy
la semirrecta C, se transforma en la curva I', con representacion paramétrica

u=0 v=2° 0=y < ) [2]

Asi pues, T, es la mitad superior v = 0 del eje v. La semirrecta C, se transforma
en la curva I, representada por las ecuaciones

u=1-=3y% v =2 ©

IIA
IIA

y £ o). 3]
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y ve T,
®/4
G
¢ b
x/4 2i
1+i
/2 Cs n/2 T

o 1 x o 1 u

Figura 83. w = 22

Por tanto, C, es la mitad superior de la pardbola v> = —4(u — 1). En cada
caso, el sentido positivo de la curva imagen es hacia arriba.
Si u y v son las variables en la representacion [3] de la curva imagen T,,

entonces
dv _ dvjdy 2 2
du  duldy T -2y :

En particular, dv/du = —1 cuando v = 2. En consecuencia, el angulo desde la
curva imagen I'; hasta la curva imagen I, en el punto w = f(1 + i) = 2ies n/4,
como requiere el caracter conforme de la aplicacion. Tal como se ha anticipado,
el angulo de rotacion n/4 en el punto z = 1 + i es un valor de

arg[f'(1 + )] = arg[2(1 + )] = g + 2nn n=0,+1, +£2,.).

El factor de escala en ese punto es el namero
IS+ )l =120 + i) = 2/2

Para poner de manifiesto como el angulo de rotacién y el factor de escala
pueden cambiar punto a punto, notemos que son 0 y 2, respectivamente, en el
punto z = 1, ya que f'(1) = 2. Véase la Figura 83, donde las curvas C,yh,
son las mismas de antes y donde el eje x no negativo C, se transforma en el eje u
no negativo I';.

Una transformacion w = f(z) que sea conforme en el punto z, tiene una
inversa local alli. Esto es, si w, = f(z,), entonces existe una Gnica transformacion
z = g(w), definida y analitica en un entorno N de w,, tal que g(w,) = z, y f[g(w)] =
= w para todo punto w en N. La derivada de g es, de hecho,

1
W) = —. (4]
£ = 76
Hagamos notar de la expresion [4] que la transformacidén z = g(w) es también
conforme en w,,.
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Comprobemos la existencia de tal inversa, que es consecuencia directa de
resultados del calculo avanzado*. Como se hizo notar en la Seccidén 73; el que
]a transformacion w = f{(z) sea conforme en z, implica que hay un entorno de
Zo donde la transformacion es conforme y, en consecuencia, f analitica. Por tanto,
si escribimos z = x + iy, zg = Xxo + iyg, ¥

f@) = ulx, y) + iv(x, ),

sabemos que existe un entorno del punto (xo, o) en el que las funciones u(x, y)
y v(x, y), junto con sus derivadas parciales de todo orden, son continuas (Sec. 40).
Ahora bien, el par de ecuaciones

u= u(xs y)a v = v(x, )’) [5]

representa una transformacion del entorno mencionado en el plano uv. Ademas,
\el determinante

u, u,
= U, — DUy,

x ¥y

que se conoce como jacobiano de la transformacion, es no nulo en el punto
(X0, ¥o). Porque, en vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v, y
u, = —v,, podemos escribir J como

J =) + () = 1/

¥ f'(zo) # 0, ya que la transformacion w = f(z) es conforme en z,. Las anteriores
condiciones de continuidad sobre las funciones u, v y sus derivadas, junto con
esa condicion sobre el jacobiano, son suficientes para asegurar la existencia de
una inversa local de la transformacion [5] en (x,, y,). Esto es, si

Uy = ulxg, Yo) Y o = 0(Xq, o) [6]

entonces existe una unica transformacion continua
x = x(u,v), y= yu,v), (7]

definida sobre un entorno N del punto (u, v,) que aplica ese punto sobre (xo,
Yo), tal que las ecuaciones [5] son validas cuando se cumplen las ecuaciones [7].
Asimismo, aparte de ser continuas, las funciones [7] tienen derivadas parciales
continuas de primer orden que satisfacen

1 1 1 1
= - = —— = —_—— = — 8
Xy 7 Uy, X, J Uy, Vu J U, Vo J Uy [ ]

sobre N.

* Los resultados de calculo avanzado que vamos a usar aqui aparecen, por ejemplo, en Advanced
Calculus, 3.2 ed., pp. 241-247, de A. E. Taylor y W. R. Mann.
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Si hacemos w = u + iv, wy = u, + ivy, y

gw) = x(u, v) + iy, v), [9]

la transformacion z = g(w) es evidentemente la inversa local de la transformacion
w = f(z) en z,. Las transformaciones [5] y [7] se pueden escribir

St o= ux,y) +ivlxy) y x + iy = x(u, v) + iy, o)

y estas dos ultimas ecuaciones son lo mismo que

w=fz) vy z=gw),

donde g tiene las propiedades deseadas. Las ecuaciones [8] pueden usarse para
demostrar que g es analitica en N. Relegamos los detalles a los ejercicios, en los
que se deducira la expresion [4] para g'(w).

Ejemplo 2. Si f(z) = ¢, la transformacién w = f(z) es conforme en todo el
plano z y, en particular, en el punto z = 27 La imagen de zy €s el punto
wo = 1. Si se expresan los puntos del plano w como w = pe%, la inversa local
en z, se obtiene escribiendo g(w) = log w, donde log w denota la rama

logw = 1np + i¢ (p>0,7n< ¢ < 3n)

de la funcién logaritmo, restringida a cualquier entorno de W, que no contenga
al origen. Obsérvese que

gl) =Inl + 27 = 2ni
¥ que, si w esta en ese entorno,
SLew)] = exp(logw) = w.

Asimismo,

’(w)—dlow—1~ !
£ ~aw B _w_expz’

de acuerdo con la Ecuacion [4].
Notese que si elegimos el punto z, = 0, puede usarse la rama principal

Logw = Inp + i¢ p >0, -1t < ¢ <n

de la funcion logaritmo para definir g. En ese caso, g(1) = 0.
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EJERCICIOS

1.

4.

Hallar el angulo de rotacion en z = 2 + i para la transformacién w = z2, e ilustrarlo
para alguna curva especial. Probar que el factor de escala de esa transformacion en

ese punto es 2\/5.

{Qué angulo de rotaciéon produce la transformaciéon w = 1/z en el punto

a z=1 b) z =1

/

Sol. @ m B O

Demostrar que bajo la transformaciéon w = 1/z, las imagenes de las rectas y = x — 1,
yy = ,sonelcirculo #* + v> — u — v = Oy larecta v = 0, respectivamente. Dibujar
las cuatro curvas, determinando las direcciones correspondientes en ellas, y compro-
bar el caracter conforme de la aplicacion en el punto z = 1.

Probar que el angulo de rotacion en un punto no nulo z, = r, exp (if,) bajo la trans-
formacion w = 2" (n = 1, 2, ..) es (n — 1)8,. Hallar el factor de escala de la
transformacion en ese punto.

Sol. nry1,

Probar que la transformacion w = sen z es conforme en todos los puntos, excepto
enz = (2n + Hn/2(n = 0, £1, +2, ...). Notese que esto estd de acuerdo con la
aplicacion de segmentos dirigidos de recta que muestran las Figuras 9, 10 y 11 del
Apéndice 2.

Hallar la inversa local de la transformacion w = z2 en el punto

a) zo =2 b) z, = -2 €) zog = —I

Sol. a) w'? = \/;e""’/2 (>0, —n < ¢ < n)
A wir = /pe? (p>0,2n < ¢ <dn).

En la Seccion 74 se hizo ver que las componentes u, v de la funcion inversa g(w)
definida por la Ecuacion [9] son continuas y tienen derivadas parciales continuas de
primer orden en el entorno N. Usar [8], Seccion 74, para demostrar que las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann x, = y,, x, = —y, son validas en N. Concluir de ahi
que g(w) es analitica en ese entorno.

Probar que si z = g(w) es la inversa local de una transformacién conforme w = f{(z)
€n un punto z,, entonces

1
gw) = —
S
en puntos w del entorno N en los que g sea analitica (Ejerc. 7).
Sugerencia: Partir del hecho de que f[g(w)] = w, y aplicar la regla de la cadena
para derivar funciones compuestas.

Sea C un arco suave contenido en un dominio D en el que la transformacion
w = f(z) es conforme, y sea I' la imagen de C bajo esa transformacion. Probar que
I" es también un arco suave.
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10. Supongamos que f es una funcién analitica en Zy, ¥ Que
S'@o) = f(zo) = - = f™Vzg) = 0, f™(z;) % 0

para algan entero positivo m (m = 1). Ademas, denotemos wo = f(zo).

a) Mediante la serie de Taylor de f centrada en el punto z,, probar que existe un
entorno de z, en el que la diferencia f(z) — w, se puede escribir

"z o)

J@) = wo = (z — zoJ" por

[1 + g(2)],
con g continua en z, y g(z,) = 0.

b) Sea I' la imagen de un arco suave C bajo la transformacion w = f(z), como
indica la Figura 81 (Sec. 73), y notese que los angulos de inclinacién 0,y ¢, en
esa figura son los limites de arg(z — zo) y arg[f(z) — w,), respectivamente,
cuando z tiende hacia z, a lo largo del arco C. Usar entonces el resultado de la
parte a) para demostrar que 6, y ¢, estan relacionados por la ecuaciéon

$o = mpo + arg f™(z,).

¢) Sea a el angulo entre dos arcos suaves C, y C, que pasan por z,, como se ve a
la izquierda en la Figura 82 (Sec. 73). Poner de manifiesto como se sigue de la
relacién obtenida en b) que el angulo correspondiente entre las curvas imagen
I'y y I, en el punto w, = f{(z,) es ma. (Notese que la transformacion es conforme
en z, cuando m = 1y que z, es un punto critico cuando m = 2)

75. ARMONICAS CONJUGADAS

Vimos en la Seccién 21 que si una funcién

J@) = ulx, y) + iv(x, y)

es analitica en un dominio D, entonces las funciones reales u y v son armoOnicas
en €l. Es decir, tienen derivadas parciales continuas de primer y segundo orden
en Dy satisfacen alli la ecuacién de Laplace:

Uex + Uy =0, v, + v, = 0. 1]

Habiamos visto ya antes que las de primer orden cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

v uy = Uy [2]

¥, como se hizo constar en la Seccion 21, se dice que v es armonica conjugada
de u.

Supongamos ahora que u(x, y) es una funcién arménica dada, definida sobre
un dominio D simplemente conexo (Sec. 38). En esta seccion probaremos que
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u(x, y) admite siempre una arménica conjugada v(x, y) en D y obtendremos una
expresion para ella.

A tal fin, recordemos primero varios hechos relevantes acerca de las integrales
curvilineas (o de contorno) en Calculo avanzado*. Supongamos que P(x, »y
Q(x, y) tienen derivadas parciales de primer orden continuas en un dominig D
simplemente conexo del plano xy, y sean (x,, y,) y (x., y) dos puntp's cualesquiera
en D. Si P, = Q, en todo punto de D, entonces la integral curvilinea

f P(s, yds + Q(s, ) dt
C

desde (xo, yo) hasta (x, y) es independiente del contorno C escogido, siempre que
esté contenido en D. Ademas, si el punto (x,, y,) se mantiene fijo y se permite
que (x, y) varie sobre D, la integral representa una funcién univaluada

F(x, y) = r’ ” P(s, ds + Qs, 1) dt [3]

X0, Yo)

de x e y cuyas primeras derivadas parciales vienen dadas por las ecuaciones

Efx, y) = P(x,y), Ffx,y) = Q(x, y) (4]

Notese que el valor de F cambia en una constante aditiva cuando se toma un’
punto (x,, y,) diferente.

Volviendo a la funcion arménica dada u(x, y), observemos que la ecuacion
de Laplace u,, + u,, = 0 se sigue que

(_uy)y = (ux)x
en todo punto de D. Asimismo, las segundas derivadas parciales de u son

continuas en D; y esto significa que las derivadas de primer orden de —~u, y u,
son continuas ahi. Asi pues, si (x,, o) €s un punto fijo de D, la funcién

olx, y) = J 7 —uls, ) ds + ufs, ) dt (5]
(

X0, yo)

esta bien definida para todo (x, y) en D, y de acuerdo con (4],

vx(x’ ,V) = _uy(x, .V), vy(x’ y) = ux(x9 )’) [6]

Estas son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Como las derivadas de primer
orden de u son continuas, es evidente de [6] que las de v también son continuas.

—_———
* Véase, por ejemplo, W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers, pp. 546-550, 1981.
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Por tanto (Sec. 18), u + iv es una funcién analitica en D, y v es, por consiguiente,
una armonica conjugada de u.

La funcién v definida por [5] no es, claro esta, la Unica arménica conjugada
de u. La funcion v(x, y) + ¢, donde c es una constante real arbitraria, es también
una armonica conjugada de u. [Recordar el Ejerc. 9a), Sec. 21.]

Ejemplo. Sea u(x, y) = xy, que es arménica en todo el plano xy. Segin [5], Ia
funcién

x,y)
v(x, y) = f —sds + tdt
(0, 0)

€s una armoénica conjugada de u. La integral aqui se calcula ficilmente por
inspeccion; puede calcularse también integrando primero sobre el camino hori-
zontal desde el punto (0, 0) al (x, 0), y después sobre el vertical, desde (x, 0) hasta
el (x, y). El resultado es

1 1
u(x, y) = 5 x* + Eyz,

y la correspondiente funcion analitica resulta ser

f@) = xy — g(xz— ) = _é

76. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES ARMONICAS

El problema de hallar una funcién arménica en un dominio especifico que
satisfaga sobre su contorno condiciones previamente establecidas es prominente
en Matematica Aplicada. Si se prescriben los valores de la funcion sobre la
frontera, el problema se conoce como un problema de contorno de primera
especie, o problema de Dirichlet. Si se prescriben los valores de la derivada
normal de la funcion sobre la frontera, se habla de un problema de contorno de
segunda especie, o problema de Neumann. También aparecen combinaciones de
ambos tipos de problemas.

Los dominios més frecuentes en las aplicaciones son simplemente conexos; y
como una funcién arménica en un dominio simplemente conexo siempre tiene
una armonica conjugada (Sec. 75), las soluciones de los problemas de contorno
para tales dominios son las partes real ¢ imaginaria de funciones analiticas.

Ejemplo 1. Es facil é:omprobar que la funcion H(x, y) = e~ 7 sen x satisface las
condiciones

Hxx(x’ y) + Hyy(xa y) = 09 [1]
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H@O,y) =0, H(n, y) =0, [2]
H(x, 0) = senx, lim H(x, y) = 0, [3]
y— 0

que plantean un problema de Dirichlet para la franja vertical semiinfinita
0 < x <= y > 0(Fig. 84). Notese que, como

—ie” = eV senx — ie”? cos x,

la solucion H(x, y) citada es la parte real de la funcion entera — je>. Es, asimismo,
la parte imaginaria de la funcion entera ¢

Figura 84

A veces, se puede descubrir una solucién de un problema de contorno dado
identificindola como la parte real o imaginaria de una funcién analitica. Pero el
éxito de tal procedimiento depende de la simplicidad del problema y de la
familiaridad de cada cual con las partes reales e imaginarias de diversas funciones
analiticas. El siguiente teorema es de gran ayuda.

Teorema. Supongamos que una Sfuncion analitica
w = f2) = ulx, y) + iv(x, y) (4]

aplica un dominio D, del plano z sobre un dominio D,, del plano w. Si h(u, v)
es una funcion armonica definida sobre D,, entonces la funcion

H(x, y) = hlu(x, y), v(x, y)] [5]

es armonica sobre D,.

Demostraremos en primer lugar el teorema en el caso en que el dominio D,
€s simplemente conexo. Por la Seccion 75 sabemos que esa propiedad de D,
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asegura que la funcion armonica dada A(u, v) tiene una armonica conjugada
g(u, v). Luego la funcidn es analitica en D,,. Puesto que la funcién

D(w) = h(u, v) + ig(u, v) [6]

es analitica en D,, la funcion compuesta ®[ f(z)] es también analitica en D,. En
consecuencia, la parte real Alu(x, y), v(x, y)] de esa composicion es armonica en
D,

Si D,, no es simplemente conexo, hagamos notar que cada punto w, de D,
tiene un entorno |[w —w,| < & contenido por completo en D,. Ya que ese
entorno es simplemente conexo, una funcién del tipo [6] es analitica en él.
Ademas, como f es continua en un punto z, de D, cuya imagen es w,, existe un
entorno |z — zo| < & cuya imagen esta contenida en el entorno |[w — wy| < &
Por tanto, la composicion @[ f(z)] es analitica en el entorno |z — z,| < 4§, y
podemos concluir que Alu(x, y), v(x, y)] es armdnica alli. Finalmente, como W
era arbitrario en D, y cada punto de D, se aplica sobre uno de ellos bajo la
transformacion w = f(z), la funcién A[u(x, y), v(x, y)] ha de ser arménica en D,

La demostracién del teorema para el caso general en que D, no sea solo
simplemente conexo puede lograrse directamente por medio de la regla de la
cadena para derivadas parciales. Los detalles, no obstante, son algo tediosos
(véase Ejerc. 8, Sec. 77).

Ejemplo 2. La funciéon h(u, v) = e™” senu es armoénica en el dominio D,
consistente en el semiplano superior v > 0 (véase Ejemplo 1). Si la transforma-
cién es w = 22, entonces u(x, y) = x2 — y* y v(x, y) = 2xy; ademas, el dominio
D, del plano z que consta de los puntos del primer cuadrante x > 0, y > 0, se
aplica sobre D,, como se vio en el Ejemplo 1, Seccién 70. Luego la funcién

H(x, y) = e *¥ sen(x* — y?)
es armoénica en D,.
Ejemplo 3. Consideremos la funcién A(x, y) = Imw = v, que es armdnica en
la banda horizontal —n/2 < v < =/2. Se deduce facilmente de la discusion que

siguio al Ejemplo 2 de la Seccién 68 que la transformacion w = Log z aplica al
semiplano superior x > 0 sobre esa banda. Escribiendo

Logz = In/x* + y* + iarctg%

donde —mn/2 arctg(y/x) < /2, encontramos que la funcién

‘

H(x, y) = arctg%

es armonica en el semiplano x > 0.
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77. TRANSFORMACION DE LAS CONDICIONES
DE CONTORNO Ny ypivan

Aquellos en que una funcién o derivada normal toman valores prefijados sobre
el contorno de un dominio en el que es arménica son los tipos mas importantes,
si bien no los Gnicos, de problemas de contorno. En esta seccion probaremos que
algunas de estas condiciones de contorno quedan inalteradas bajo cambios de
variables asociados a una transformaciéon conforme. Estos resultados se utiliza-
ran en el Cap. 9 para resolver problemas de contorno. La técnica bésica sera la
de transformar un problema de contorno dado en el plano xy en otro mas
sencillo en el plano uv, y usar entonces los teoremas de esta seccion y de la
precedente para escribir la solucién del problema original en términos de la
solucion obtenida para el mas sencillo.

. Teorema. Sea

w = fz) = ulx, y) + iv(x, y) (1]

una transformacion conforme sobre un arco suave C, y sea I la imagen de C
bajo esa transformacion. Si a lo largo de T una JSuncion h(u, v) satisface alguna
de las condiciones

h=h o = =0 [2]

donde hy, es una constante real y dh/dn denota la derivada normal a T, entonces,
sobre C, la funcion

H(x, y) = hlu(x, »), vlx, ] [3]

satisface la condicién correspondiente

dH
H=h a7 _
o0 N=0 (4]

donde dh/dN denota la derivada normal a C.

Para probar que la condiciéon # = ho sobre I' implica que H = h, sobre C,
hotemos de [3] que el valor de H en cualquier punto (x, y) de C es el mismo
qQue ¢l valor de hen la imagen (u, v) de (x, y) bajo la transformacion [1]. Como
12_1 Imagen del punto (, v) estd en I' y puesto que £ = h, sobre esa curva, se
Sigue que H = h, sobre C.

Por otra parte, supongamos que dh/dn = 0 sobre I. El Calculo ensefia que

dh
-, = (gradi)-m, [5]
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donde grad A denota el gradiente de 4 en un punto (4, v) de T, y n es un vector
unitario normal a T en (4, v). Ya que dh/dn = 0 en (4, v), 1a Ecuacion [5] nos
dice que grad 4 es ortogonal a n en (4, v). Esto es, grad & es tangente a I allj
(Fig. 85). Ahora bien, los gradientes son ortogonales a las curvas de nivel, y como
grad  es tangente a I', concluimos que T es ortogonal a la curva de nivel
h(u, v) = h; que pasa por (u, v).

Segiin la Ecuacién [3], la curva de nivel H(x, y) = h; en el plano z se puede
expresar como

h[u(x, y)’ U(X, y)] = hl’

Hix,y)=c grad h

N
(x,)" (u,v) r

h(up)=h,

Figura 85

asi que es transformada evidentemente en la curva de nivel h(u, v) = h, bajo [1].
Ademas, como C se transforma en I, y T es ortogonal a la curva de nivel
h(u, v) = hy, tal como se ha demostrado en el parrafo precedente, se deduce del
caracter conforme de la transformacion [1] sobre C que C es ortogonal a la
curva de nivel H(x, y) = h, en el punto (x, y) correspondiente al (1, v). Debido
a que los gradientes son ortogonales a las curvas de nivel, eso significa que
grad H es tangente a C en (x, y) (véase Fig. 85). En consecuencia, si N denota
un vector unitario normal a C en (x, y), grad H es ortogonal a N. O sea,

(grad H)*N = 0. [6]

Finalmente, ya que

dH
N = (grad H)- N,

podemos concluir de [6] que dH/dN = 0 en los puntos de C.
En esta discusion hemos supuesto tacitamente que grad &/ # 0. Sigrad h = 0,
se sigue de la identidad

lgrad H(x, y)| = Igrad (h, v)|| /'(2),

deducida en el Ejercicio 10a) de esta seccion, que grad H # 0; luego dhjdn
y la correspondiente derivada normal dH|dN son ambas cero. Hemos supuesto
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también que: a) grad & y grad H existen siempre, y b) que la curva de nivel
H(x, y) = h; es un arco suave en el punto (x, y) cuando grad# # 0 en (#, v).
La condiciéon b) garantiza que los angulos entre arcos se conservan bajo la
transformacion [1] cuando es conforme. En todas las aplicaciones que estudie-
mos, ambas condiciones a) y b) seran satisfechas.

Ejemplo. Sea, por ejemplo, la funcion h(u, v) = v + 2. La transformaciéon
w=iz2 = =2xy + i(x? — y?)

es conforme si z # 0. Aplica la semirrecta y = x (x > 0) sobre el eje u negativo,

donde & = 2,y el eje x positivo sobre el eje v positivo, donde la derivada normal

h, es 0 (Fig. 86). Por el teorema anterior, la funcion

\ H(x,y) = x> — y* + 2

debe cumplir las condiciones H = 2 sobre la semirrecta y = x (x > 0) y H, =0
sobre ¢l eje x positivo, como se puede comprobar directamente.

y v
o
A

" h,=0

7 u

$
B H=0 ¢ x A  h=2 B

Figura 86

Una condicion de contorno que no sea de uno de los dos tipos mencionados
en el teorema se puede transformar en una condicién que es sustancialmente
diferente de la original (véase Ejerc. 6). Las nuevas condiciones de contorno para
el problema transformado pueden obtenerse en cualquier caso para una transfor-
macién particular. Es interesante hacer constar que, bajo una transformacion
conforme, el cociente entre una derivada direccional de H a lo largo de un arco
suave C en el plano z y la derivada direccional de # a lo largo de la curva imagen
I" en el punto correspondiente del plano w es | f'(2)|; usualmente, ese cociente no
es constante a lo largo de un arco dado. (Véase Ejerc. 10.)

EJERCICIOS

L. Usar la expresion [5], Seccion 75, para hallar una arménica conjugada de la fun_ci(')n
armoénica u(x, y) = x> — 3xp2. Escribir la funcién analitica resultante en términos
de la variable compleja z.
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Sea u(x, y) arménica en un dominio D simplemente conexo. Mediante 10s resultados
de las Secciones 75 y 40, probar que sus derivadas parciales de todo orden son
continuas sobre D.

La transformacion w = expz aplica la franja horizontal 0 < Y < & sobre el
semiplano superior v > 0, como indica la Figura 6 del Apéndice 2; y la funcion

h(u, v) = Re(w?) = u? — p?

es armoénica en ese semiplano. Con ayuda del teorema de la Seccién 76, demostrar
que la funciéon H(x, y) = e?* cos 2y es armonica en la franja. Verificar este resultado
directamente.

Bajo la transformaciéon w = expz, la imagen del segmento 0 < y < 7 del eje y es
el semicirculo ¥> + v? = 1, v 2 0. Ademas, la funcién

1
h(u,v)=Re<2—W+;>=2_u+2L

es armonica en todo el plano w, excepto en el origen, y toma el valor A = 2 sobre el
semicirculo. Escribir una expresién explicita para la funcién H(x, y) definida en el
teorema de la Seccion 77. Tlustrar entonces el teorema probando directamente que
H = 2 sobre ¢l segmento 0 < y < 7 del eje y.

La transformacion w = z? aplica los ejes x e y positivos y el origen del plano z sobre
el eje u del plano w. Consideremos la funcién arménica

h(u, v) = Re(e™™) = e * cosy,

y observemos que su derivada normal h,, es cero sobre el eje u. Ilustrar el teorema
de la Seccion 77 para f(z) = 22, probando directamente que la derivada normal de
la funcién H(x, y) definida en el teorema es cero sobre los dos ejes positivos del
plano z. (Notese que la transformacion w = z2 no es conforme en el origen.)

Sustituir la funcién 4 del Ejercicio 5 por la funcién armoénica
h(u, v) = Re(=2iw + ¢™™) = 20 + e~* cos .

Entonces probar que 4, = 2 sobre el eje u, pero H, = 4x sobre el eje x positivo y
H, = 4y sobre el eje y positivo. Esto ilustra cémo una condicion del tipo

dh
%=h0¢0

no se transforma necesariamente en una condicién del tipo dH/dN = h,,.

Probar que si una fupcién H(x, y) es solucion de un problema de Neumann (Sec. 76),
entonces H(x, y) + A, donde A es cualquier constante real, también es soluciéon de
ese problema.

Supongamos que una funcién analitica w = f@ = ulx, y) + iv(x, y) aplica un
dominio D, del plano z sobre un dominio D,, del plano w; y sea A(u, v) una funcidn
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con derivadas principales de primer y segundo orden continuas, definida sobre D.,,.
Usar la regla de la cadena para derivadas parciales con el fin de demostrar que si

H(x, y) = hlu(x, y), v(x, y)], entonces
H,(x,y) + Hy/(x, y) = [hfu, v) + h,(u, v)]]| f )%

Concluir que la funcion H(x, y) es armoénica en D si h(u, v?'lo es en D, Esto
proporciona una nueva demostracion del teorema de la Seccion 76, incluso si el
dominio D,, no es simplemente conexo.

Sugerencia: En las simplificaciones es importante notar que al ser f analitica,
las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v, u, = —uv,, son validas, y que las
funciones u y v satisfacen ambas la ecuacion de Laplace. Asimismo, las condiciones
de continuidad sobre las derivadas de 4 aseguran que 4,, = A,,.

Sea p(u, v) una funcion que tiene derivadas parciales de primer y segundo orden
continuas y satisface la ecuacion de Poisson

Pultt, V) + pou, v) = Oy, v)

en un dominio D,, del plano w, donde ® es una funcién prefijada. Poner de maniﬁes-
to como de la identidad obtenida en el Ejercicio 8 se desprende que si una funcién
analitica

w = fl2) = ulx, y) + ivlx, y)
aplica un dominio D, sobre un dominio D,, entonces la funcion
P(x, y) = plu(x, y), v(x, y)]
satisface en D, la ecuacion de Poisson

P(x, y) + P,lx, y) = ®Lu(x, y), v(x, 1S (@)%

Sea w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una aplicacion conforme de un arco suave C sobre
un arco suave I' del plano w. Sea h(u, v) definida sobre T, y escribamos

H(x, y) = hlu(x, y), v(x, y)].

a) Sabemos por el Calculo que las componentes x ¢ y de grad H son las derivadas
parciales H, y H,, respectivamente. Del mismo modo, grad 4 tiene componentes
h, y h,. Aplicando la regla de la cadena para derivadas parciales, y haciendo uso
de las ecuaciones de Cauchy-Reimann, probar que si (x, y) es un punto de Cy
(4, v) su imagen en T, entonces

lgrad H(x, y)| = lgrad h(u, v)|| f'(2)I.

b) Probar que el angulo entre el arco C y grad H en el punto (x, y) de C es igual
al angulo entre T y grad 4 en la imagen (x, v) del punto (x, »)-

¢) Sean s, ¢ las distancias a lo largo de los arcos C y T, respectivamente. Sean t y
T vectores unitarios tangentes en un punto (x, y) de C y su imagen (u, v), en la
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direccién de distancia creciente. Con a

yuda de los result
b), y usando el hecho de que sultados de las partes a) y

—d = (grad H)-t
= (gra . -— = .
ds g Y % (grad ) - 7,

Rrobar que la derivada direccional a lo largo del arco T se transforma como
sigue:

— = 1/C)

dH dh
ds do

S el

CAPITULO

NUEVE

APLICACIONES
DE LAS TRANSFORMACIONES
CONFORMES

I}tilizaremos ahora transformaciones conformes para resolver un cierto numero
de problemas relativos a la ecuacion de Laplace en dos variables independientes.
Trataremos cuestiones de conduccién térmica, potencial electrostatico y flujo de
fluidos. Puesto que estos problemas tienen por objetivo ilustrar los métodos, se
mantendran a un nivel elemental.

78. TEMPERATURAS ESTACIONARIAS

En la teoria de la conduccion del calor, el flujo a través de una superficie interior
a un solido en un punto de tal superficie es la cantidad de calor que fluye en una
direccion especifica normal a la superficie por unidad de tiempo y por unidad de
area en el punto. Por tanto, el flujo se mide en unidades tales como calorias por
segundo por centimetro cuadrado. Lo denotaremos aqui por @, y varia con la
derivada normal de la temperatura T en el punto en cuestion:

, dT
® = —K (K > 0). [1]

La constante K se conoce como la conductividad térmica del material del sélido,
que se supone homogéneo.

A los puntos del solido se les asignan coordenadas rectanguiares en el espacio
tridimensional, y restringimos nuestra atencion a aquellos casos en que la tempe-
ratura T varia s6lo con las coordenadas x, y. Ya que T no varia con la coordena-
da perpendicular al plano xy, el flujo de calor es bidimensional y paralelo a ese
plano. Supondremos ademas que el flujo es estacionario, es decir, que 7 no varia
con el tiempo.

Damos por cierto que ni se crea ni se destruye energia térmica en el interior
del solido. Esto es, no hay en él ni fuentes ni sumideros de calor. Ademas, la
funcion temperatura T(x, y) y sus derivadas parciales de primer y segundo orden
son continuas en todo punto interior al solido. Esta afirmacion y la expresion [1]
para el flujo de calor son postulados para la formulacion matematica de la teoria
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de conduccidn térmica, aplicables también al interior de u
una distribucién continua de fuentes o sumideros.

. Consideremos ahora un elemento de volumen interior al s6lido en forma d
prisma rectangular de altura unidad perpendicular al plano xy, con base Ax oe
Ay en ese plgno _(F ig. 87). La razon a la que el calor fluye hacia la derecha a tralzré;
de la cara izquierda es —KT,(x, y)Ay; y hacia la derecha a través de la cara
de,:regha es —KT.(x + Ax, y)Ay. Restando uno de otro, obtenemos la razén d
pérdida de calor de ese elemento a través de las dos caras, a saber, )

n sélido que contenga

TAx + Ax, y) — Tux,
- Kl: A}Z (. J’):l Ax Ay,

O sea

_K];x(xs }’) Ax Ay [2]

si A)‘c ©s muy pequefio. La expresion [2] es, claro esta, una aproximacion, cuya
precision aumenta al haer Ax, Ay mas y méas pequefios.

y

Ax
( D )
(x,»)
\\_/ x

Figura 87

De manera analoga, la razon de pérdida de calor a través de las otras dos
caras perpendiculares al plano xy, resulta ser

—KT,,(x, y) Ax Ay [3]

El calor entra o sale del elemento solo a través de esas cuatro caras, y las

temperaturas dentro de él son estacionarias. Luego 1
. a suma de [2 .
o sea, ) [2] y [3] es cero;

L%, y) + T,(x, ) = 0. (4]

La fun.ci('m' temperatura satisface, por tanto, la ecuacion de Laplace en todo
punto interior al so6lido.
En vista de [4] y de la continuidad de la funcién temperaura y de sus

derivadas parC{ales, T es una funcion armonica de x e y en el dominio representa-
do por el interior del sélido.
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Las superficies T(x, y ) = ¢,, donde ¢, es cualquier constante real, son las
isotermas interiores al sélido. Pueden considerarse también como curvas en el
plano xy; entonces T(x, y) puede interpretarse como la temperatura en un punto
(x, y) de una fina placa de material en ese plano, con sus caras aisladas térmica-
mente. Las isotermas son las curvas de nivel de la funcion 7.

El gradiente de T es perpendicular a la isoterma en cada punto, y el flujo
méximo en un punto va en la direccion del gradiente en ese punto. Si T(x, y)
denota la temperatura en una placa delgada y S es una armoénica conjugada de la
funcién T, entonces una curva S(x, y) = c, tiene al gradiente de T como vector
tangente en cada punto en que la funcién analitica T(x, y) + iS(x, y) sea
conforme. Las curvas S(x, y) = ¢, se llaman lineas de flujo.

Si la derivada normal dT/dN es cero sobre cualquier fragmento de la frontera
de la placa, el flujo de calor por €l es nulo. Es decir, esa parte esta térmicamente
aislada y es, en consecuencia, una linea de flujo.

. La funcién T puede, asimismo, denotar la concentracion de una sustancia que
se difunde por un solido. En tal caso, K es la constante de difusion. La discusion
anterior y la deduccion de la Ecuacion [4] son aplicables a la difusion en estado
estacionario.

79. TEMPERATURAS ESTACIONARIAS
EN UN SEMIPLANO

Hallemos una expresion para las temperaturas estacionarias T'(x, y) en una placa
delgada constituida por el semiplano y = 0 cuyas caras estan aisladas y cuyo
borde y = 0 se mantiene a temperatura cero, excepto el segmento —1 < x < 1,
donde se mantiene un valor unidad para la temperatura (Fig. 88). La funcion
T(x, y) ha de ser acotada; esta condicién es natural si consideramos la placa
dada como limite del caso 0 £ y £ y, cuyo borde superior se mantiene a tem-
peratura fija mientras y, crece. De hecho, seria fisicamente razonable estipular
que T(x, y) tiende a cero cuando y tiende a infinito.
El problema de contorno que debemos resolver se formula asi:

Tx, ) + T(x,y) = 0 (—0o < x <00,y >0), (1]
1 si x| <1,
T =
(x, 0) {0 si x| > 1 [2]

ademas, |T(x, )] < M, donde M es una constante positiva. Este es el problema
de Dirichlet para un semiplano del plano xy. Nuestro método de solucion
consistira en obtener un nuevo problema de Dirichlet para una region del plano
uv. Esta region sera la imagen del semiplano bajo una transformacion w = f(z)
analitica en el dominio y > 0 y conforme sobre el borde y = 0, excepto en los
puntos (+1, 0), en los que no esta definida. Sera facil descubrir una funciéon
armonica acotada que satisfaga el nuevo problema. Los dos teoremas del Capitu-
lo 8 se aprovecharan entonces para transformar la solucién del problema en el
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plano uv en una solucién del problema original en el plano xy. Concretamente,
una funcion arménica de u, v se transformara en una funcién armonica de x, y, y
las condiciones de contorno en el plano uv se preservaran sobre las porciones
correspondientes de la frontera en el plano xy. Experamos que no provoque

confusion el uso del mismo simbolo T para denotar las funciones de temperatura
en ambos planos.
Escribamos

z — 1

riexp (0)) y z 4+ 1 =r,exp (if,),

donde 0 < 0, < 7 (k

1, 2). La transformacion

_ z—-1 . r n 3n
w—logz+1—lng+z(01—02) (Z>O,_5<01_02<7>

(3]

esta definida sobre el semiplano superior Y 2 0, excepto en los puntos z = +1,
yaque 0 < 6, — 0, < = de esa regidn. (Véase Fig. 88.) Ahora el valor del
logaritmo es el valor principal cuando 0 < 6, — 0, < &, y observamos de la
Figura 19 del Apéndice 2 que el semiplano superior y > 0 se aplica sobre la
franja 0 < v < = del plano w. De hecho, es esta figura la que sugiere la trans-
formacion [3]. El segmento del eje x entre z = —1 yz = 1,donde 8, —- 0, = =,
se aplica sobre el borde superior de esa franja; y el resto del eje x, donde
0, — 0, = 0, sobre el borde inferior. La transformacion [3] cumple obviamente
las condiciones de analiticidad y conformidad exigidas.

C’ T=1 B’
i
C DA B
T=0 u

z—1/(r T 3n
i 3 = — —-= -6 —}
Figura 88. w logz+1< > 0, 2<91 2<2>

Una funcién arménica acotada de u, v que es nula sobre el borde v = 0 de
la franja e igual a la unidad sobre el borde v = 7, es claramente

, 1
T=—uy [4]
n

es armonica por ser la parte imaginaria de la funcién entera (1/7)w. Cambiando a
coordenadas x, y por medio de la ecuacion
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._.1 . Z—l [5]
1‘ + iarg (z——+ 1),

z
w = In

yemos que

(- DE+D] _ x2+y2—1+i2q
”=a‘g[(z_;1—)<z— Tn]'arg[ o+ 0P+t ]

es decir,

2y
v = arctg m_—l .

Aqui el recorrido de la funcion arcotangente es de 0 a =, ya que

-1
arg<§+1>=91—02

y0 £ 0, — 0, < n. La expresion [4] adopta ahora la forma

T = Larct —2y-—)
= et

Como la funcién [4] es arménica en la banda 0 <v<my la transformacy?n
[3] es analitica en el semiplano y > 0, podemos aplicar el teorema dela Secgpn
76 para concluir que la funcién [6] es armonica en ese semlp!ago. Las condicio-
nes de contorno son las mismas para las dos funciones armoénicas sobre partes
correspondientes de las fronteras, ya que son del tipo & = h, tratado en el
teorema de la Secciéon 77. La funcion acotada [6] es, por tan}o, la anhelada
solucion del problema original. Uno puede, claro esta, verificar dlrec}amentc que
la funcién [6] cumple la ecuacion de Laplace y que sus valores }1enden a los
indicados a la izquierda en la Figura 88 cuando el punto (x, y) desciende hacia el

‘eje x. ’
Las isotermas T(x, y) = ¢, (0 < ¢, < 1) son arcos de los circulos

(0 £ arctg t < n). (6]

x% + (y — ctg ncy)* = csec? ney,

que pasan por los puntos (+1, 0), con centros en el eje y. g o
Finalmente, hagamos notar que como el producto de una funcion armoénica
por una constante es también una funcién armonica, la funcién

T, 2y
T = P arctg <m>

O < arctg t < n)

representa las temperaturas estacionarias en el semiplano dad.o cuando la tempe-
ratura T = 1 sobre el segmento —1 < x < 1 del eje x se sustituye por otro valor
fijo cualquiera T = To.
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80. UN PROBLEMA RELACIONADO

Consideremos una losa semiinfinita en el espacio tridimensional, acotado por los
planos x = +n/2 e y = 0, cuando las dos primeras superficies se mantienen a
temperatura cero y la Gltima a temperatura unidad. Deseamos hallar una expre-
sion para la temperatura T(x, y) en cualquier punto interior a la losa. El proble-
ma es también el de hallar las temperaturas en una placa delgada que tiene la

- forma de una banda semiinfinita ~mn/2 < x £ w2, y = 0 con sus caras
perfectamente aisladas (Fig. 89).

El problema de contorno es ahora

Tl 1) + Toplx, ») = 0 (—; <x<3zy> 0>, [1]
T(‘g’ y> = T(g y> =0 (y >0, (2]
T(x,0) = 1 (—g <x< g) [3]

donde T(x, y) es acotada.
A la vista del Ejemplo 1 en la Seccién 69, asi como de la Figura 9 del
Apéndice 2, la aplicacion

w = sen z ‘ [4]

transforma este problema de contorno en el planteado en la Seccién 79 (Fig. 88).
Por tanto, de acuerdo con la solucién [6] de esa seccién,

1 v
T=- — < < n).
7t‘arctg <u2 R 1) O < arctgr < n) [5]

£l cambio de variables indicado en la Ecuacién [4] se puede escribir

u = sen x cosh y, v = cos x senh y;
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y la funcion armonica [5] se convierte en

1
T =L aretg < 2 cos x senh y )
n

sen’ x cosh? y + cos? x senh? y — 1

Como el denominador se reduce a senh” y — cos? x, el cociente se puede poner
en la forma

2 cos x senh y 2(cos x/ senh y)
p) 2 v > = tg 2a,
senh® y — cos?> x 1 — (cos x/senh ¥)

donde tg & = cos x/senh y. Por tanto, T = (2/m)a; esto es,

2 cos x T
= — < < -
T - arctg (senh y) (0 Sarctgt < 2). [6]

N\

Esta funcion arcotangente tiene recorrido de 0 a m/2, ya que su argumento es no
negativo.

Dado que sen z es entera y la funcién [5] es armonica en el semiplano v > 0,
la funcion [6] es arménica en la banda —m/2 < x < m/2, y > 0, Asimismo, la
funcién [ 5] satisface la condicion de contorno 7 = 1 cuando luf < 1yv = 0, asi
como la condicion T = 0 cuando |u| > 1 y v = 0. Luego la funcion [6] satisface
las condiciones de contorno [2] y [3]. Ademas, |T(x, y) < 1 sobre la banda. La
expresion [6] es, por consiguiente, la formula buscada para la temperatura.

Las isotermas T(x, y) = ¢, (0 < ¢; < 1) son las porciones de las superficies

cos x = tg (%) senh y

interiores a la losa, pasando cada una de ellas por los puntos (+ /2, 0) del plano
xy. Si K es la conductividad térmica, el flujo de calor en la losa a través de la
superficie que estd en el plano y = 0 es

2K /4 n
~KLx 0) = T COS X <‘5 <x< §>'
El flujo que sale a través de la superficie que esta en el plano x = 7/2 es
T 2K
‘KTI<5’ y) “wsenny (V70

El problema de contorno planteado en esta seccidon puede resolverse por el
método de separacion de variables. Ese método es mas directo, pero da la solucion
en forma de serie infinita*.

* Esencialmente este mismo problema esta tratado en el libro del autor Fourier Series and
Boundary Vatue Problems, 4.* ed., Problema 8, pag. 127, 1987. En su Capitulo 10 puede encontrarse
también una breve discusion sobre la unicidad de las soluciones a problemas de contorno.
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81. TEMPERATURAS EN UN CUADRANTE

Vamos a hallar las temperaturas estacionarias en una placa delgada en forma de
un cuadrante, si se aisla un segmento al extremo de uno de sus bordes, mientras
el resto de ese borde se mantiene a una temperatura fija, y el segundo borde se
mantiene a otra temperatura fija. Las superficies estan aisladas, de modo que el
problema es bidimensional.

Se pueden escoger la escala de temperaturas y la unidad de longitud de modo
tal que el problema de contorno para la funcidn temperatura sea

Tlx, p) + Ty(x, 3) = 0 x>0,y >0), (1]
T,(x,00=0 si 0<x<,
{Ty(x, 0)=1 si x>1, [2]
TO,y) =0 (y > 0), (3]
y v
D

Figura 90

donde T'(x, y) es acotada en el cuadrante. La placa y sus condiciones de contorno

se muestran en la Figura 90. Las condiciones [2] prescriben el valor de la

derivada normal de la funcién T en una parte de una recta del contorno y el valor

de la propia funcion sobre el resto de esa recta. El método de separacion de

variables mencionado al final de la Seccién 80 no se adapta a tales problemas,

con diferentes tipos de condiciones a lo largo de la misma recta frontera.
Como se indica en la Figura 10 del Apéndice 2, la transformacion

z =senw [4]

es una aplicaciéon uno a uno de la banda 0 £ u < n/2, v = 0 sobre el cuadrante
x 2 0,y = 0. Notese que ahora la existencia de inversa esta garantizada por el
hecho de que la transformacion dada es a la vez uno a uno y suprayectiva. Como
la transformacion [4] es conforme en la franja, excepto en el punto w = /2, la
transformacion inversa es conforme en el cuadrante, salvo en el punto z = 1. Esa
transformacion inversa aplica el segmento 0 < x < 1 del eje x sobre la base de la
franja, y el resto de la frontera sobre los lados de la franja, como muestra la
Figura 90.
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Al ser conforme en el cuadrante la transformacion inversa de [4], excepto en
z = 1, la solucion del problema dado puede obtenerse encontrando una funcién
que sea armonica en la franja y que satisfaga las condiciones de contorno que se
ven a la derecha en la Figura 90. Notese que estas condiciones de contorno son
de los tipos & = hy y dh/dn = 0 del teorema de la Seccion 77.

La requerida temperatura estacionaria T para el nuevo problema de contorno
es claramente

T= ;u, [5]

siendo la funcion (2/m)u la parte real de la funcion entera (2/7)w. Ahora hemos de
expresar T en términos de x e y.

Para hallar u en términos de x e y, hagamos notar en primer lugar que, de
acuerdo con [4],

x = sen u cosh v, y = cos u senh v. [6]

Cuando 0 < u < 7/2, tanto sen u como cos u son no nulos y, en consecuencia,

x2 2
-2 1 [7]

sen®u  cos? u

Conviene observar ahora que, para cada u fijo, la hipérbola [7] tiene sus focos en
los puntos

z= +./sen*u + cos?u = +1

¥ que la longitud del eje transverso, que es el segmento recto que une los dos
vértices, es 2sen u. Asi pues, el valor absoluto de la diferencia de las distancias
entre los focos y un punto (x, y) que esté en la porcion del primer cuadrante de la
hipérbola es

VE+ D2+ 32 — Jix — )7 + 37 = 2senu

Se sigue directamente de [6] que esta relacion es valida también cuando u = 0 o
u = m/2. Segin [5], la requerida funcién temperatura es, por tanto,

T = %arcsen % [Vx + 12 + 2 — \/(;— 1)? + y?], [8]

donde al ser 0 < u < /2, la funcién arcoseno tiene recorrido entre 0 y 7/2.
Si se desea comprobar que esta funcion cumple las condiciones de contorno

[2], basta recordar que \/(x — 1)2denotax — 1six > 1 yl —xsi0 < x < 1,
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siendo positivas las raices cuadradas. Notese ademas que la temperatura en
cualquier punto de la parte aislada del borde inferior de la placa es

2
T(x,0) = - arcsen x 0 < x< 1.

Se ve de la Ecuacion [5] que las isotermas T(x, y) = ¢; (0 < ¢; < 1) son las
partes de las hipérbolas cofocales [7], con u = nc,/2, que estan en el primer
cuadrante. Como la funcién (2/n)v es armonica conjugada de la funcion [5], las
lineas de flujo son cuartos de las elipses cofocales obtenidas al mantener v
constante en las Ecuaciones [6].

EJERCICIOS

1. En el problema de la placa semiinfinita de la izquierda de la Figura 88, Seccion 79,
obtener una armonica conjugada de la funcion temperatura T(x, y) de la Ecuacion
[5], Seccion 79, y hallar las lineas de flujo del calor. Probar que éstas consisten en la
parte superior del eje y y las mitades superiores de ciertos circulos a ambos lados de
ese eje, estando los circulos centrados en los segmentos 4B o CD del eje x.

2. Demostrar que si no se exige que la funcién T de la Seccion 79 sea acotada, entonces
la funcién armoénica [4] de esa seccion puede sustituirse por la funcién armonica

1 1
T=Im(;w+Acoshw>=—v+Asenhusenv,
n

donde A4 es una constante real arbitraria. Concluir que la solucion del problema de
Dirichlet para la banda del plano uv (Fig. 88) no seria Unica.

3. Supongamos que se omite la condicién de acotacion de T en el problema de las
temperaturas en la losa semiinfinita de la Seccion 80 (Fig. 89). Probar que entonces
son posibles infinitas soluciones, analizando el efecto de afiadir a la solucién encon-
trada alli la parte imaginaria de la funcidn A4 sen z, donde 4 es una constante real
arbitraria.

4. Usar la funcién Log z para hallar una expresion de las temperaturas estacionarias en
una placa en forma de cuadrante x = 0, y = O, si sus caras estan perfectamente
aisladas y sus bordes tienen temperaturas T(x, 0) = 0y 7(0, y) = 1 (Fig. 91). Hallar
las isotermas y las lineas de flujo, dibujando ademas algunas de ellas.

Sol. T = (2/n arctg (y/x).

¥y

T=0 x
Figura 91
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5. Hallar las temperaturas estacionarias en un solido cuya forma es la de una larga cufia

cilindrica, si sus planos frontera 6 = 0y 8 = 6, (0 < r < ro) s€ mantienen a
temperaturas constantes 0 y T, respectivamente, y su superficie r = r, (0 < 6 < 6,)
esta perfectamente aislada (Fig. 92).

Sol. T = (T,/0,) arctg (y/x).

Figura 92

6.\\Hallar las temperaturas estacionarias 7(x, y) en el solido semiinfinito y = 0si 7 = 0
en la parte x < —1,y = 0 del contorno, si T = lenlapartex > 1,y = 0,ysila
banda —1 < x < 1,y = 0 del contorno esta aislada (Fig. 93).

1 1
Sol. T = % + —arcseni[\/(x + 17+ — Jx — D + 7]
n

(—=n/2 < arcsen t £ 7w/2).

-1 1
1
T=Q /777777 T=1 x

Figura 93

7. Hallar las temperaturas estacionarias acotadas en el solido x = 0,y 20, quando
las superficies frontera se mantienen a temperaturas fijas, excepto fragmentos aislados
de la misma anchura en la esquina, como indica la Figura 94.

1
Sol. T= % + ! arcsen - (Vo2 =y + 12 + 4x%? — J(x? — 2 — 1) + 4x%)’]
n
(—n/2 £ arcsen t £ 7/2).

Figura 94
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8. Resolver el problema de Dirichlet para una franja semiinfinita (Fig. 95):

H(x,y) + H,(x,y) = 0 O<x<n2ys>o,
H(x,00 =0 0 < x < n),
HO,y) =1, Hm/2,y) =0 (y > 0),

donde 0 < H(x,y) < 1.
Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 4.

~ g "
? .

* Sol. H = 2 arctg (ﬂ)
T

tg x

H=0 1 «x
2

Figura 95

9. Deducir una expresion para las temperaturas T(r, 6) en una placa semicircular r < 1,
0 <0 <, con caras aisladas, si T=1alo largo de la arista radial § = 0 O<r<1
Y T = O en el resto del contorno.
Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 8.

s

2 r 0
Sol. T = ~ arct tg — ).
0 7[arcg<1+rcg2>

10. Resolver el problema de contorno para la placa x 2 0,y > 0, en el plano z, cuando

las caras estan aisladas y las condiciones de contorno son las indicadas en la Fi-
gura 96.

Sugerencia: Usar la aplicacion w = i/z = iz[|z|* para transformar este proble-
ma en el planteado en la Seccién 81 (Fig. 90).

y

N

T=0 x
Figura 96

11.  Las porciones x < 0, ¥y =0yx <0,y = nde las aristas de una placa infinita 0 < »
= 7 estan aisladas térmicamente, al igual que sus caras. Las condiciones T(x,0) =1
¥ T(x, 1) = 0 se mantienenen x > 0 (Fig. 97). Hallar las temperaturas estacionarias
en la placa.

Sugerencia: Este problema se puede transformar en el del Ejercicio 6.
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IS T=1 x
Figura 97

12. Sea una placa delgada, con las caras aisladas, cuya forma es la de la mitad superior
de la region encerrada por una elipse de focos (£1,0). La temperatura en la parte
eliptica de su contorno es T = 1. La temperatura a lo largo del segmento —1 < x < 1
del eje x es T = 0, y el resto del contorno del eje x esta aislado. Con ayuda de la
Figura 11 del Apéndice 2, hallar las lineas de flujo del calor.

13. Segin la Seccion 42 y el Ejercicio 4, Seccion 43, si una funcién f@) = ulx, y) + iw(x, y)
es continua en una regién cerrada y acotada R, y analitica y no constante en su

N interior, entonces la funcién u(x, y) alcanza sus valores mAaximo y minimo en la

frontera de R, nunca en su interior. Interpretando u(x, y) como una temperatura
estacionaria, dar una razon fisica de por qué tal propiedad ha de ser cierta.

82. POTENCIAL ELECTROSTATICO

En un campo de fuerzas electrostatico, la intensidad del campo en un punto es un
vector que representa la fuerza ejercida sobre una carga positiva unidad colocada
en ese punto. El potencial electrogtatico es una funcion escalar de las coordena-
das espaciales tal que, en cada punto, su derivada direccional en cualquier
direccion es la opuesta de la componente de la intensidad del campo en esa
direccion.

Para dos particulas cargadas estacionarias, la magnitud de la fuerza de atrac-
cién o repulsion ejercida por una particula sobre la otra es directamente propor-
cional al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre las particulas. De esta ley del cuadrado inverso se puede deducir
que el potencial en un punto debido a una sola particula en el espacio es
inversamente proporcional a la distancia entre ¢l punto y la particula. En toda
region libre de cargas, se puede demostrar que el potencial debido a una distribu-
cién de cargas externa a esa region satisface la ecuacion de Laplace para el
espacio tridimensional.

Si las condiciones son tales que el potencial V' es el mismo en todos los planos
paralelos al plano xy, entonces en regiones libres de cargas ¥V es una funcion
armonica de sélo dos variables x e y:

Vas(x, y) + V,y(x, y) = 0.

El vector intensidad del campo en cada punto es paralelo al plano xy, con
Componentes x ¢ y respectivas — Vdx, ) y —V,(x, ). Por tanto, el vector es el
Opuesto del gradiente de V(x, ).

Una superficie sobre la que V(x, y) es constante se llama una superficie
equipotencial. La componente tangencial del vector intensidad del campo en un
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punto de una superficie conductora es cero en el caso estatico, pues las cargas son
libres de desplazarse sobre ella. Por tanto, V(x, y) es constante sobre la superficie
de un conductor, y esa superficie es equipotencial.

Si U es una arménica conjugada de V¥, las curvas U(x, y) = ¢, en el plano xy
se llaman lineas de flujo. Cuando una de estas curvas intersecta a una curva
equipotencial ¥(x, y) = c; en un punto en que la derivada de la funcién analitica
V(x, y) + iU(x, y) es no nula, las dos curvas son ortogonales en ese punto y la
intensidad del campo es tangente a la linea de flujo alli.

Los problemas de contorno para el potencial ¥ son los mismos que para las
temperaturas estacionarias 7 y, como en este caso, los métodos de variable
compleja se limitan a situaciones bidimensionales. El problema planteado en la
Seccion 80 (Fig. 89), por ejemplo, puede ser interpretado como el de hallar el
potencial electrostatico bidimensional en el espacio vacio —n/2 < x < /2, y > 0
limitado por los planos conductores x = +n/2 e y = 0, aislado en sus intersec-
ciones, cuando las primeras dos superficies se mantienen a potencial cero y la
tercera a potencial unidad. En Electronica aparecen situaciones de este tipo. Si
la carga espacial interior a un tubo de vacio es pequefia, se considera a veces el
espacio como libre de cargas y se supone que alli el potencial satisface la ecuacion
de Laplace.

El potencial en el flujo estacionario de electricidad en una ldmina conductora
plana es también una funcién armoénica en zonas libres de fuentes o sumideros. El
potencial gravitatorio es otro ejemplo de funcién arménica en Fisica.

83. POTENCIAL EN UN ESPACIO CILINDRICO

Un largo cilindro circular hueco, formado por una fina capa de material conduc-
tor, esta cortado longitudinalmente en dos partes iguales. Estas dos partes estan
separadas por cintas muy finas de material aislante y se usan como electrodos,
uno de ellos conectado a tierra a potencial cero y el otro mantenido a potencial
fijo no nulo. Tomamos los ejes de coordenadas y las unidades de longitud y de
diferencia de potencial como se indica a la izquierda en la Figura 98. Inter-
pretamos entonces el potencial electrostatico ¥(x, y) sobre cualquier seccidn
transversal del espacio encerrado distante de los extremos del cilindro como una
funcién arménica dentro del circulo x> + y* = 1 en el plano xy. Nétese que
V' = 0 en la mitad superior del circulo y ¥ = 1 en la inferior.

Una transformacion racional lineal que aplica el semiplano superior sobre el
interior del circulo unidad centrado en el origen, el eje real positivo sobre la
mitad superior del circulo y el eje real negativo sobre la mitad inferior del circulo,
fue presentada en el Ejercicio 11 de la Seccion 67. El resultado se recoge en la
Figura 13 del Apéndice 2; intercambiando z y w alli, hallamos que la inversa de la
transformacion '

I
S

2=t [1]

+
=

B o
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nos da un nuevo problema para ¥ en un semiplano, indicado a la derecha en la
Figura 98.

u

Figura 98

Ahora bien, la parte imaginaria de la funciéon

Ny

1 .
Llogw="mp+i¢ (p>00=4=n 2]
n i3 i3

es una funcion acotada de u y de v que toma los requeridos valores constantes en
las dos partes ¢ = 0y ¢ = = del eje u. Por tanto, la deseada funciéon armoénica
para el semiplano es

V= 1 arctg <3>, (3]
n u

donde los valores de la funcion arcotangente van de 0 a =.
La inversa de la transformacion [1] es

1 -2
14+ z

, (4]

w=1

de donde u y v pueden ser expresadas en términos de x e y. La Ecuacidn [3] pasa
a ser entonces

1 1 — x2 —y?
V:— t —
narcg( 2

0 £ arctg ¢t < n). [5]
La funcion [5] es la funcién potencial para el espacio encerrado por los electro-
dos cilindricos, pues es arménica dentro del circulo y toma los valores adecuados
sobre los semicirculos. Si deseamos comprobar que es solucién, debemos notar
que

lim arctg 7 = 0 y limarctgt = =
>0 <0
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Las curvas equipotenciales V(x, y) = ¢, (0 < ¢; < 1) en la regidn circular son
arcos de los circulos

x* 4+ (y + tg ncy)? = sec? ney,

con cada circulo pasando por los puntos (+ 1, 0). Ademas, el segmento del eje x
entre esos puntos es la equipotencial ¥(x, y) = 1/2. Una armonica conjugada U
de Ves —(1/n) In p, o sea, la parte imaginaria de la funcién —(i/m) Log w. En
vista de la Ecuacidn [4], U se puede escribir

1 -2
1 + 2z

U= ——1In
n

De esta ecuacion podemos ver que las lineas de flujo U(x, ¥) = ¢, son arcos de
circulos centrados en el eje x. El segmento del eje y entre los electrodos es
también una linea de flyjo.

EJERCICIOS

1. La funcion armonica [3] de la Seccion 83 es acotada en el semiplano v = 0 y
satisface las condiciones de contorno indicadas a la derecha en la Figura 98. Probar
que si se afiade a esa funcion la parte imaginaria de 4e”, donde A es una constante
real arbitraria, !a funcién resultante satisface todos los requisitos, excepto la condi-
cion de acotacion.

2. Probar que la transformacién [4] de la Seccion 83 aplica la mitad superior de la
region circular que se ve a la izquierda en la Figura 98 sobre el primer cuadrante del
plano w y el didmetro CE sobre el eje v positivo. Hallar a continuacién el potencial
electrostatico ¥ en el espacio encerrado por el semicilindro x? + ¥=1,y20yel
plano y = 0 cuando ¥ = 0 sobre la superficie cilindrica y ¥ = 1 sobre la superficie
plana (Fig. 99).

2 1 — 2 42
Sol. V = — arctg (_x 4 >
n 2y

-1 V=1 1 x
Figura 99

3. Hallar el potencjal electrostatico ¥(r, 6) en el espacio 0 < r < 1,0 < 0 < w/4
limitado por los semiplanos # = 0y 8 = n/4 y la porcion 0 £ 0 < n/4 de la
superficie cilindrica r = 1, cuando ¥ = 1 sobre las superficies planas y V' = 0 sobre
la cilindrica. (Véase el Ejerc. 2). Comprobar que la funcién obtenida cumple las
condiciones de contorno.
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Notese que todas las ramas de log z tienen la misma parte real, que es armonica en
todo el plano, salvo en el origen. Escribir una expresion para el potencial electros-
tatico V(x, y) en el espacio entre dos superficies cilindricas coaxiales conductoras
x + y? =1yx* + y* = rj(ro # 1)si ¥ = 0 sobre la primera superficie y ¥ = 1
sobre la segunda.

2 2
Sol. V = In (x* + y%)
2Inr,

Hallar el potencial electrostatico acotado ¥(x, y) en el espacio y > 0 limitado por un
plano onductor infinito y = 0, una franja del cual (—a < x < aq, y = 0) esta aislada
del resto del plano y mantenida a potencial ¥ = 1, mientras que ¥ = 0 en el resto
(Fig. 100). Verificar que la funciéon obtenida satisface las condiciones de contorno.

1 2ay
Sol. V = ; arctg (m) (0 =< arctg ¢ < 75)

V=0 Vv=1 V=0 x
Figura 100

Deducir una expresion para el potencial electrostatico en el espacio semiinfinito
indicado en la Figura 101, limitado por dos semiplanos y un semicilindro, cuando
V = 1 sobre la superficie cilindrica y ¥ = 0 sobre las superficies planas. Dibujar
algunas curvas equipotenciales en el plano xy.

2 2y
Sol. V = ; arctg (m)

V=0 V=0 x
Figura 101

Hallar el potencial ¥ en el espacio entre los planos y = 0 e y = 7, cuando ¥ = 0
sobre la parte de cada uno de esos planos en que x > 0,y ¥ = 1 sobre las partes en
que x < 0 (Fig. 102). Comprobar que el resultado cumple las condiciones de
contorno.

Sol. V = l arctg <Sen y) (0 £ arctg t £ m).
n senh x
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V=1 V=0 x
Figura 102

8. Deducir una expresion para el potencial electrostatico ¥ en el espacio interior a un
largo cilindro r = 1 cuando ¥ = 0 en el primer cuadrante (r = 1,0 < 6 < n/2) de la
superficie cilindrica y ¥ = 1 sobre el resto (r = 1, 7/2 < 0 < 27) de esa superficie,
(Veéase Ejerc. 15. Sec. 67, y la Fig. 67 alli) Probar que ¥ = 3/4 sobre el eje del
cilindro. Comprobar en el resultado las condiciones de contorno.

9. Usando la Figura 20 del Apéndice 2, hallar una funcién temperatura T(x, y) que sea
armdnica en el dominio en sombra que en ella se indica y que tome los valores T = 0
enel arco ABCy T = 1 en el segmento recto DEF, Verificar que la funcién obtenida
satisface las condiciones de contorno requeridas. (Véase Ejerc. 2).

10. El problema de Dirichlet

V%, 7)) + Vi, 7)) =0 (0 < x <a,0 <y < b),
Vix, 00 =0, V(x,5) =1 (0 < x < a),
VO0,y) = Vi, y) =0 O<y<b

para V(x, y) en un rectingulo se puede resolver por el método de separacién de
variables*. La solucion es

_ i ® senh (mny/a) mnx

14 St e e -
n =1 m senh (mnb/a) a

(m = 2n — 1)

Aceptando ese resultado y adaptandolo al problema en el plano uv, hallar el poten-
cial ¥(r, 0) en el espacio 1 < r < ry, 0 < 8 < m cuando ¥ = 1 sobre la parte del
contorno donde 6 = my ¥ = 0 en el resto del contorno. (Véase Fig. 103.)

Sol. V = —
° T »=1 senh (a,7) 2n — 1

4 = senh (a,0) sen (x, In r) [ _(@n - l)n]

In r,

V=0 V=0

V=0 Inr, u

T 3n
Figura 103. w = log z <r > 0, 5 <8 < 7)

* Véase el libro del autor Fourier Series and Boundary Value Problems, 4." ed. pags. 120-121 y 174-
175, 1987.
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11.  Con ayuda de la solucion del problema de Dirichlet para el rectangulo 0 < x < q,
0 < y £ b, que se ha usado en el Ejercicio 10, hallar la funcién potencial V(r, 6)
para el espacio 1 < r < ro, 0 < 8 < 7, cuando ¥ = 1 en la porcioén de contorno

r=repo <@ <myV = 0en el resto del contorno (Fig. 104).

4 & (r" — r ™\ sen m0
Sol. V = — = —
0 ) (r’g — r;"') o (m=2n—1).
’|
V=1
(N
V=0 V=0 x
Figura 104

84. FLUJO DE UN FLUIDO BIDIMENSIONAL

Las funciones armoénicas juegan un papel importante en hidrodindmica y aerodi-
namica. De nuevo, consideraremos solo el caso bidimensional estacionario. En
otras palabras, el movimiento del fluido se supone idéntico en todos los planos
paralelos al plano xy, siendo su velocidad paralela a ese plano e independiente
del tiempo. Es suficiente considerar, en tales circunstancias, el movimiento de una
capa de fluido en el plano xy.

El vector representante del nimero complejo

V=p+ig

denotara la velocidad de una particula del fluido en un punto cualquiera (x, y), de
manera que las componentes x ¢ y de la velocidad seran p(x, y) y q(x, y),
respectivamente. En los puntos interiores a una region del fluido en la que no
haya fuentes ni sumideros, las funciones reales p(x, y), q(x, y) y sus primeras
derivadas parciales se suponen continuas.

La circulacion del fluido a lo largo de un contorno C se define como la
integral sobre C, con respecto a la longitud de arco o, de la componente tangen-
cial Vr(x, y) de la velocidad:

f Vi(x, y)do. (1]
c

El cociente entre la circulacion a lo largo de C y la longitud de C es, por tanto,
una medida de la velocidad media del fluido a lo largo de ese contorno. Se
demuestra en calculo avanzado que una tal integral puede expresarse*

* Las propiedades de las integrales que se van a utilizar en esta seccidn y en la siguiente se pueden
consultar, por ejemplo, en el libro de W. Kaplan, Advanced Mathematics for Engineers, Capitulo 10,
1981.
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f Vi(x, y)do = ( p(x, y)dx + q(x, y)dy. [2]
(o] C

v

Si C es un contorno cerrado simple orientado positivamente y contenido en un

dominio simplemente conexo de flujo sin fuentes ni sumideros, el teorema de
Green nos permite escribir

fc plx, y)dx + q(x, y)dy = f L [a:(x, ¥) — py(x, y)]dx dy,

donde R es la region cerrada consistente en los puntos interiores a C y los
propios puntos de C. Asi pues,

L Vr(x, y)do = f L [ax(x, ») — py(x, y)]dxdy (3]

para tal contorno.

Es facil dar una interpretacion fisica del integrando de la derecha en [3] para
la circulacion sobre un contorno cerrado simple C. Sea C un circulo de radio r
centrado en el punto (x,, y,) y orientado positivamente. La velocidad media a lo
largo de C se obtiene dividiendo la circulacion por la circunferencia 27r, y la
correspondiente velocidad angular media del fluido respecto del centro del circu-
lo se obtiene dividiendo esa velocidad media por r:

1 1
=) fL ) [g:(x, y) — Py(x, y)]dx dy.

Pero esto no es sino una expresion del valor medio de la funcién
1
a)(x, y) = 5 [qx(xa )’) - py(xa .V)] [4]

sobre la region circular R delimitada por C. Su limite cuando r tiende a cero es el
valor de w en el punto (x0, ¥o). Luego la funcién o(x, y), llamada rotacion del
fluido, representa la velocidad angular limite de un elemento circular del fluido
cuando el circulo colapsa hacia su centro (x, »), el punto en el que se evalia .

Si w(x, ) = 0 en todo punto de un dominio simplemente conexo, el flujo es
irrotacional en ese dominio. Aqui consideramos sélo flujos irrotacionales, y supo-
nemos ademas que el fluido es incompresible 'y sin viscosidad. Bajo nuestra
hipétesis de flujo estacionario irrotacional de fluidos con densidad uniforme o

puede demostrarse que la presion del fluido P(x, y) satisface el siguiente caso
especial de la ecuacion’ de Bernoulli-

1
— + = |V|®> = constante.
p T2
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Obsérvese que la presion es maxima donde el valor absoluto de la velocidad |V]

es minimo. _ ‘ .
Sea D un dominio simplemente conexo en el que el ﬂu_]O.eS 1rrota01(?nlal.
Segun la Ecuacion [4], p, = ¢, en D. Esta relacion entre derivadas parciales

implica que la integral
f ps, Hds + qls, f)dt
c

sobre un contorno C contenido completamente en D, que una dos puntos (xo,. Yo
(x, y) en D, es de hecho independiente del camino. Luego si (xo, y,) se mantiene
fijo, la funcion

(x, y)

d(x, y) = J p(s, nds + qls, 1) dt (5]

R (x0, Y0)
.

esta bien definida sobre D, y tomando derivadas parciales en cada miembro de
esta ecuacion, encontramos que

B(x, y) = p(x,y), d,(x, ) = q(x, ). [6]

. . . vl
= p + iq es el gradiente de ¢; y
De [6] vemos que el vector velomdac} 4 =P
derivaedEl gireccional de ¢ en cualquier direccion representa la componente de la

idad del flujo en esa direccion. .
Ve]o]f;dﬁmcién d)J(x, y) se llama potencial de velocidad. De [5] resulta evidente que

$(x, y) cambia en una constante aditiva cuando se cambia e1. punto' de re%renc:;
(x ,yo). Las curvas de nivel ¢(x, ) = c¢; se llaman equngtenaalf?sl. orasd !
grgl,diente de ¢, el vector velocidad V' es normal a una equipotencial en ¢

to en que ¥ no sea cero. o o ]
punlgual c;lue en el caso del flujo de calor, la condicion de que el fluido incompre

sible entre o salga de un elemento de volumep tinicamente fluyendo a través de su
frontera exige que ¢(x, y) satisfaga la ecuacion de Laplace

¢xx(xa y) + ¢yy(x9 y) =0

en un dominio donde no haya fuentes ni sumideros..A la vista dz [6]y (’1:1::
continuidad de las funciones p y g, asi como de sus primeras derl(\;a as girzlo nti:
se sigue que las derivadas parciales de primer y segundo qrden eos ) coni-
nuas en ese dominio. Por consiguiente, el potencial de velocidad ¢ es una

armonica en ese dominio.

85. LA FUNCION DE CORRIENTE

Segun la Seccion 84, el vector velocidad

V = p(x, y) + iglx, y) (1]
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para un dominio simplemente conexo en el que el flujo es irrotacional puede
escribirse

V= 0:x y) + id)(x, y) = grad ¢(x, y), [21

siendo ¢ el potencial de velocidades. Cuando el vector velocidad no es cero, es
normal a una equipotencial que pasa por el punto (x, y). Ademas, si y(x, »)
denota una armonica conjugada de é(x, y) (véase Sec. 75), el vector velocidad es
tangente a una curva y(x, y) = c,. Las curvas y(x, ¥) = ¢, se llaman lineas de
corriente del fluido, y y se llama la funcion de corriente. En particular, un

contorno a través del cual el fluido no puede fluir es una linea de corriente.
La funcion analitica

Fz) = ¢(x, y) + iY(x, y)

se llama el potencial complejo del flujo. Néotese que

Fl2) = ¢ux, y) + iu(x, y),

0 sea, a la vista de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

F@) = ¢ulx, ) — i, (x, y).

La expresion [2] para la velocidad se convierte, pues, en
V = F(2). [3]
El médulo Qe la velocidad se obtiene escribiendo
V| = IF().

De acuerdo con la Ecuacion [5], Secciéon 75, si ¢ es arménica en un dominio
simplemente conexo D, una arménica conjugada de ¢ se puede expresar como

(x,y)

Y(x, y) = f —¢ds, ds + ¢ s, 1) dt,

(x0, yo)

donde la integracion es independiente del camino. Con ayuda de las ecuaciones
[6], Seccidon 84, podemos, por tanto, escribir

l//(xa y) = f —q(s, t) ds + p(s’ t) dt’ [4]

C

donde C es cualquier camino en D que va desde (x,, y,) hasta (x, y).
Ahora bien, se demuestra en calculo avanzado que el lado derecho de [4]
representa la integral sobre C, respecto de la longitud de arco o, de la componen-
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te normal Vy(x, y) del vector cuyas componentes x e y son p(x, y) ¥ ¢(x, ¥),
respectivamente. De modo que [4] admite la escritura

Y(x, y) = J Va(s, ?) do. (5]
(o

Fisicamente, por tanto, y(x, y) representa el ritmo al que el flujo atravie§a C. Con
mas precision, Y(x, y) denota el ritmo de flujo, por volumen, a través de una
superficie de altura unidad colocada perpendicular al plano xy sobre la curva C.

Ejemplo. Si el potencial complejo es la funcion
K(z) = Az, 6]
donde A es una constante real positiva,
ox,y) = Ax 'y Y(x,y) = Ay. (7]

Las lineas de corriente /(x, y) = ¢, son las rectas horizontales y = ¢,/4, y la
velocidad en cualquier punto es

V=F( = 4.

Aqui en cualquier punto (x,, yo) del eje X ocurre ¥ = 0. Si se'toma el puqto
(x0» ¥o) como origen, entonces Y(x, y) es el ritmo de ﬂu;o a t{'aves de cualquler
contorno trazado desde el origen hasta el punto (x, y) (véase F{g. 105). El flujo es
uniforme y hacia la derecha. Cabe interpretarlo como el flujo uplforme en el
semiplano superior limitado por el eje x , que es una linea de corriente, o como
flujo uniforme entre dos rectas paralelas y = y, e y = y,.

y

(x,y) T

0 x
Figura 105

La funciéon de corriente ¥ caracteriza un flujo definido en una region. La
cuestion de la unicidad de tal funcion, modulo una constante aditiva oun factor
constante, no sera tratada aqui. En algunos de los ejemplos que seguiran, donde
la velocidad es uniforme lejos del obstaculo, o en el Capitulo 10, fionde se
consideran fuentes y sumideros, la situacion fisica indica que el fluyjo queda
univocamente determinado por las condiciones dadas en el problema. o

Una funcién armonica no siempre queda univocamente determinada, ni si-
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quiera modulo una constante aditiva o un factor constante, prefijando tan solo
sus valores sobre el contorno de una region. En el ejemplo precedente, la funcién
Y(x, ) = Ay es armonica en el semiplano y > 0 y tiene valor nulo sobre el
contorno. La funcion (x, y) = Be* sen y satisface también esas condiciones. No
obstante, la linea de corriente ¥/,(x, y) = 0 consta no solo de la recta y = 0, sino
también de las rectas y = nn (n = 1, 2, ..). Aqui Fi(z) = Be* es el potencial
complejo para el flujo en una banda comprendida entre las rectas y=0ey=n,
constituyendo ambas la linea de corriente /,(x, y) = 0; si B > 0, el fluido fluye
hacia la derecha a lo largo del contorno inferior y hacia la izquierda a lo largo del
superior.

86. FLUJO EN TORNO A UNA ESQUINA
Y A UN CILINDRO

Al analizar un flujo en el plano xy, o plano z, suele ser mas sencillo considerar un
flujo correspondiente en el plano uv, o plano w. Entonces, si ¢ es un potencial de
velocidades y ¥ una funcion de corriente para el flujo en el plano wv, los
resultados de las Secciones 76 y 77 pueden ser aplicados a estas funciones
armonicas. Es decir, cuando el dominio D,, del flujo en el plano uv es la imagen
de un dominio D, bajo la transformacion

w = f(Z) = u(x’ J’) + iv(x7 y)’

donde f es analitica, las funciones

olulx, y), o(x, y)1, Ylu(x, y), v(x, y)]

son armonicas en D,. Estas nuevas funciones pueden interpretarse como poten-
cial de velocidades y funcion de corriente en el plano xy. Una linea de corriente o
frontera natural y(u, v) = ¢, en el plano uv corresponde a una linea de corriente
o frontera natural ¥[u(x, y), v(x, y)] = c, en el plano xy.

Al usar esta técnica, resulta con frecuencia mas eficiente escribir primero la
funcion potencial complejo para la regidn en el plano w, y obtener entonces de
ella el potencial de velocidades y la funcidn de corriente para la correspondiente
region en el plano xy. Mas precisamente, si la funcion potencial en el plano uv es

Fw) = é(u, v) + iy, v),

entonces la funcion compuesta

FLf@] = olulx, y), v(x, y)] + ip[u(x, y), v(x, y)]

es el deseado potencial complejo en el plano xy.
Con el fin de evitar exceso de notaciones, usaremos los mismos simbolos F, ¢
y ¥ para el potencial complejo, etc., tanto en el plano xy como en el up.

:
b
.
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Ejemplo 1. Consideremos un flujo en el primer cuadrante x > 0, y > 0, que
desciende paralelo al eje y pero se ve forzado a girar en una esquina situada en el
origen, como muestra la Figura 106. Para determinar el flujo, recordemos (Sec.
70) que la transformacion

w=2z"=x%— % 4 2xy

aplica el primer cuadrante sobre la mitad superior del plano uv, y su contorno
sobre todo el eje u.

Figura 106

Del ejemplo de la Seccion 85 sabemos que el potencial complejo para un flujo
uniforme hacia la derecha en la mitad superior del plano w es F = Aw, donde 4
es una constante real positiva. Por tanto, el potencial en el cuadrante es

F = Az = A(x* — y*) + R24xy; [1]
y se sigue que la funcion de corriente para el flujo es
Y = 2A4xy. [2]
Esta funcion es, claro esta, armonica en el primer cuadrante, y se anula sobre el
borde.
Las lineas de corriente son ramas de las hipérbolas rectangulares

24xy = c,.

Segun la Ecuacion [3], Seccion 85, la velocidad del fluido es

V =24z = 24(x — iy).
Notese que el modulo de la velocidad
V| = 24 /x* + y?

de una particula es directamente proporcional a su distancia al origen. El valor
de Ia funcion de corriente [2] en un punto (x, ») puede interpretarse como el
ritmo de flujo a través de un segmento recto que une el origen con ese punto.
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Ejemplo 2. Sea un cilindro circular muy largo de radio unidad, colocado en el
interior de una gran masa de fluido que se desplaza con velocidad uniforme,
siendo el eje del cilindro perpendicular a la direccion del flujo. Para hallar e}
flujo estacionario en torno al cilindro, representamos el cilindro por el circulo
x* 4+ y* = 1y tomamos el flujo distante de & como paralelo al eje x y hacia
la derecha (Fig. 107). Por simetria, la parte del eje x exterior al circulo puede
tratarse como borde, de modo que sélo es necesario considerar la parte superior
de la figura como regién del fluido.

y

|
|

—
| Z

Figura 107

El borde de esa region, que consta del semicirculo superior y de las partes del
eje x exteriores al circulo, se aplica sobre todo el eje u mediante la transformacién

w=z+

N} -

La propia region se aplica sobre el semiplano superior v > 0, como indica la
Figura 17 del Apéndice 2. El potencial complejo para el correspondiente flujo
uniforme en ese semiplano es F = Aw, donde A4 es una constante real positiva.
Luego el potencial complejo para la region exterior al circulo y por encima del eje
X es

F = A(z + 1) [3]
Z
La velocidad
1
V= A(l - _—2) [4]
z

tiende hacia A al crecer [z|. Asi que el flujo es aproximadamente uniforme y
paralelo al eje x en puntos distantes del circulo, como cabia esperar. De [4]
vemos que V(z) = Wz); por tanto, esa expresion representa también las velocida-
des del fluido en la region inferior, siendo el semicirculo inferior una linea de
corriente.
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De acuerdo con la Ecuacion [3], la funcién de corriente para el problema
dado es, en coordenadas polares,

Y = A(r - %) sen 6. [5]

A(r - %) sen § = ¢,

son simétricas respecto del eje y, y tiene asintotas paralelas al eje x. Téngase en
cuenta que cuando ¢, = 0, la linea de corriente consiste en el circulo = | y las
partes del eje x exteriores al circulo.

Las lineas de corriente

EJERCICIOS

1. Argumentar por qué las componentes de la velocidad se pueden obtener de la
funcién de corriente por medio de las ecuaciones

p(x’ y) = lpy(x’ y), Q(X, y) = ~‘//x(x1 y)

2. En un punto interior de una region de fluido y bajo las condiciones que hemos
supuesto, la presion del fluido no puede ser menor que la presion en todos los demas
puntos de un entorno de dicho punto. Justificar esta firmacién con ayuda de las
Secciones 84, 85 y 42.

3. Para el flujo en torno a una esquina descrito en el Ejemplo 1, Seccion 86, ien qué
punto de la region x = 0, y = 0, es maxima la presion del fluido?

4. Probar que la velocidad del fluido en los puntos de la superficie cilindrica del
Ejemplo 2, Seccion 86, es 24[sen 6] y que la presion del fluido sobre el cilindro es
maxima en los puntos z = +1 y minima en z = +i

5. Hallar el potencial complejo para el flujo en torno a un cilindro r = r,, si la
velocidad ¥ en un punto z tiende a la constante real 4 cuando el punto se aleja del
cilindro.

6. Hallar la funcién de corriente ¥ = Ar* sen 46 para el flujo en la region angular
rz 0,0 =<0 = n/4 (Fig 108), y esbozar algunas lineas de corriente en el interior
de la citada region.

de

Figura 108 -
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7. Obtener el potencial complejo F = 4 sen z para un flujo dentro de la region
semiinfinita —n/2 < x < 7/2, y = 0 (Fig. 109). Escribir las ecuaciones de las lineas
de corriente.

8. Demostrar que si el potencial de velocidades es ¢ = Alnr(4 > 0) para un flujo en
la regién r 2 ry, las lineas de corriente son las semirrectas r 2 ro, 0 = ¢, yelritmo de
flujo hacia el exterior a través de cualquier circulo completo en torno al origen es
2n4, correspondiente a una fuente de esa intensidad en el origen.

9. Hallar el potencial complejo F = A(Z*> + z72) para un flujo en la regién r > 1,

0 < 0 = n/2. Escribir las expresiones de ¥ Yy ¥. Notese como varia la rapidez 14
a lo largo del borde de la region, y comprobar que §(x, y) = 0 sobre el borde.

10. Supongamos que el flujo a distancia infinita del cilindro de radio unidad en el
Ejemplo 2, Seccién 86, es uniforme en una direccion que forma un angulo « con el eje
X; esto es,

lim V = 4 exp (io) (4 >0).

|z} = ©

Hallar el potencial complejo.

Sol. F = Alzexp(—ia) + z™! exp (i)].

11. La transformacion z = w + (1/w) aplica el circulo |w] = 1 sobre el segmento recto
que une los puntos z = —2yz = 2, y el dominio exterior a ese circulo sobre el resto
del plano z. [Véase Ejerc. 7, Sec. 10.] Escribamos

z—=2=ryexp (i), z+ 2=r,exp (i)

(2 — 42 = \/rl‘rzexp (0, + 6,)

5 0<6, <27,0<0, < 2n)

la funcion (z2 — 4)1/2 es entonces univaluada y analitica en todas partes excepto en el
corte de ramificacion consistente en el segmento del €je x que une los puntos z = +2.
Probar que la inversa de la transformacion z = w + (1/w) tal que |w| >. 1 para todo
z que no esté en el corte, se puede expresar

1 1 i0 i0,\?
w=§[2+(z2—4)”2]=Z<\/Zexpl2—l+ rzeXP72>.

12.

13.

14.

15.
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La transformacion y su inversa establecen, por tanto, una correspondencia uno a uno
entre los puntos de ambos dominios.

Con ayuda de los resultados de los Ejercicios 10 y 11, deducir la expresion
F = A[z cos o — i(z> — 4)"/? sen «a]

para el potencial complejo del flujo estacionario en torno a una larga placa de
anchura 4 y cuya seccion transversal es el segmento que une ]os'punt(?s z=+ 2enla
Figura 110, en el supuesto de que la velocidad del fluido a d1§tan01a mfjmxtg .de la
placa es A exp (ix). La rama de (z2 — 4)'/2 que se usa es la descrita en el Ejercicio 11,
yA >0

Figura 110

Probar que si sen « # 0 en el Ejercicio 12, entonces la velocidad del ﬂuidf) en el
segmento recto que une los puntos z = +2 es infinita en los extremos e igual a
Alcos of en su punto medio.

Por sencillez, supongamos que 0 < o < 7/2 en el Ejercicio 12. Probar entonces que

la velocidad del fluido a lo largo del borde superior del segmento que representa a la
placa en la Figura 110 es cero en el punto x = 2 cos «, y que la velocidad en el borde

inferior es cero en el punto x = —2 cos a.
Un circulo centrado en un punto x, (0 < x, < 1) del eie X, y que pasa por el punto
z = —1, se transforma bajo w = z + (1/z). Puntos individuales no nulos z = exp (i)

pueden aplicarse afiadiendo el vector 1/z = (1/r) exp (—if) al vecto.r z. Comprobar,
estudiando varios puntos, que la imagen del circulo es un perfil del tipo que muestra
la Figura 111, y que los puntos exteriores al circulo se aplican sobre puntos exteriores

b———

Figura 111
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a ese perfil. Este es un caso especial del perfil de ala de Joukowski. (Véanse también
los Ejerc. 16 y 17 aqui abajo).

16. a) Demostrar que la aplicacion del circulo en el Ejercicio 15 es conforme salvo en
z= —L

b) Representemos por los nameros complejos

im Az im Aw
Az=0 |AZ[ Az—0 }Awl

vectores tangentes a un arco suave dirigido en z = —1 y al arco imagen,
respectivamente, bajo la transformacion w = z + (1/z). Probar que 1 = —¢2 y

que, en consecuencia, el perfil de Joukowski de la Figura 111 tiene una ciispide
en el punto w = —2, siendo cero el angulo entre las tangentes en esa clspide.

17. La inversa de la transformacion w = z + (1/z) usada en el Ejercicio 15 viene dada,
con z y w intercambiados, en el Ejercicio 11. Hallar el potencial complejo para el flujo
en torno al ala del Ejercicio 15 cuando la velocidad ¥V del fluido a distancia infinita
del origen es una constante real A.

18. Nétese que bajo la transformacion
w=¢e + z,

las mitades x £ 0y x = 0, de la recta y = = se aplican sobre la semirrecta u < -1,
v = 7. Analogamente, la recta y = —n se aplica sobre la semirrectay < 1,v = —m;
y labanda —n < y < = sobre el plano w. Notese asimismo que el cambio de
direcciones, arg (dw/dz), bajo esa transformacion tiende a cero cuando x tiende a
—o0. Demostrar que las lineas de flujo de un fluido a través del canal abierto
formado por las semirrectas del plano w (Fig. 112) son las imagenes de las rectas
¥ = ¢, en la banda. Estas lineas de corriente representan también las curvas equipo-

tenciales del campo electrostatico cerca del borde de un condensador de placas
paralelas.

Figura 112

CAPITULO

DIEZ

LA TRANSFORMACION
DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

En este capitulo construimos una transformacion, conocida como transformacion
de Schwarz-Christoffel, que aplica el eje x y la mitad superior del plano z‘s.obr(,:
un poligono cerrado simple prefijado, y su interior s?bre el p}ano w. Se utl}lzarai
para hallar la solucion de ciertos problemas en teoria de fluidos y en teoria de
potencial electrostatico.

87. APLICACION DEL EJE REAL SOBRE UN POLIGONO

Representamos el vector unitario tangente a un arco suave C en un punto zo por
el nimero complejo ¢. Denotemos por el nimero t .el vector umtano.t,angcnte ala
imagen I de C en el punto w, correspondiente bajo la transformacion w = f(2).
Suponemos que f es analitica en z, y que f'(zo) # 0. De acuerdo con la Sec-
cion 73,

arg v = arg f'(zo) + arg t. [13

En particular, si C es un segmento del eje x con sentido positivo hacia la
derecha, entonces ¢ = 1 y arg ¢ = 0 en todo punto z, = x sobre C. En ese caso,
la Ecuacidn [1] se convierte en

arg T = arg f'(x). (2]

Si f'(z) tiene un argumento constante a lo largo de ese segmento, arg 7 ¢S
constante. Por tanto, la imagen I' de C es también un segmento recto.

Construyamos ahora una transformacion w = f(z) que aplica el eje x sob{e
un poligono de n lados, donde x;, x;, ..., X,—1, € 00 son los puntos de ese €)€
cuyas imagenes van a ser los vértices del poligono, y donde

X; < X3 < v < Xgog.

319
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Los vertices son los puntos Wy =fx)(G =12 .,n — 1)y w, = f(©). La
funcién f ha de ser tal que arg f(z) salte de un valor constante a otro en los
puntos z = x; cuando el punto z recorre el eje x (Fig. 113).

Si la funcién f se escoge como

@) = Az — x)™Mz — x)™% e (z — x, ) TR, [3]

donde A es una constante compleja y cada kj es una constante real, el argumento
de la derivada [3] se puede expresar

argf'(z) = arg A — k, arg(z — x,)

— kaarg(z — x)) — - k,_jarg(z — x,_,).
[4]

Siz=xyx<x1,
arg (z — x;) = arg (z — x;) = --- = arg z—x,_) ==

Cuando x; < x < x5, arg(z — x;) = 0 y cada uno de los demas argumentos es
7. Segin [4], en tal caso arg f(z) crece en un angulo k7 al moverse z hacia la
derecha cuando pasa por el punto z = x;. Salta de nuevo su valor en la cantidad
k,m cuando z pasa por el punto x,, etc.

A la vista de [2], el vector unitario T es constante en direccion mientras z va
desde x;_; hasta x;; asi que w se mueve en esa direccién fija por una recta. La
direccién de t cambia bruscamente, en un angulo k;m, en el punto imagen w; de
x;, tal como muestra la Figura 113. Esos angulos k;m son los 4ngulos exteriores
del poligono descrito por el punto w.

y v

»r2

/
A
ENEVA. L1 |
x; ot

Figura 113

Los angulos exteriores pueden mantenerse entre — 1 y m; es decir, —1 < k; < 1.
Suponemos que los lados del poligono nunca se cruzan unos con otros y que se
asigna al poligono una orientacién positiva (contraria a las agujas de un reloj).
La suma de los angulos exteriores de un poligono cerrado es, entonces, 2x; y el

angulo exterior en el vértice Wn, que es la imagen del punto z = oo, se puede
escribir

ke = 2n — (ky + ky + -+ + k,_ ).

&
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Asi que los nimeros k; deben satisfacer necesariamente las condiciones

ky + ky + o+ ks + k=2 —1<k;<1 G=12.,n. [5]

Notese que &k, = O si

kl + kz + e + k"_l = 2. [6]
En ese caso, la direccion de t no cambia en el punto w,. De manera que w, no es
un vértice, y el poligono tiene n — 1 lados.

La existencia de una funcién f cuya derivada venga dada por [3] se probara a
continuacion.

- 88. LA TRANSFORMACION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

En nuestra expresion (Sec. 87)
@) = Az — x))7"(@z — xp))7% oo (2 — x,_,) T [1]

para la derivada de una funcion que ha de aplicar el eje x sobre un poligono, sean
los factores (z — x;)~* ramas de las funciones potencias con cortes de ramifica-
cién localizados por debajo del eje x. Mas concretamente, sean

(£e0<2)

(z — xj)_kj = |z — le—k,- eXp (_ikjej) 2

donde 6; = arg(z — x) yj = 1,2, ..,n — 1. Entonces f"(z) es analitica en todo el
semiplano y = 0, excepto en los » — 1 puntos de ramificacion x5

Si zy es un punto en esa regidn de analiticidad, denotada por R, entonces la
funcion

na=rfm@ [3]

es univaluada y analitica en esa misma region, siendo el camino de integracion
desde z, hasta z para cualquier contorno contenido en R. Ademas, F'(z) = f'(2)
(véase Sec. 34).

Para definir la funcién F en el punto z = x, de modo que sea continua alli,
notemos que (z — x,)”** es el anico factor en [1] que no es analitico en X ?n
consecuencia, si ¢(z) denota el producto del resto de los factores en esa expresion,
¢(2) es analitica en x, y se representa en el disco abierto |z — x;| < R, por su
serie de Taylor centrada en x,. Asi que

[ =@~ x)™e) =
=&—xwﬁpuo+¢“”@—xo+ﬁuﬂc—nf+~}

1! 2!
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O sca
@) = ox)z — x)™" + (2 — x;)' "*y(z) [4]

donde ¥ es analiEicg y, por tanto, continua en todo el disco abierto. Com

1 - ky > 0, el Gltimo término de la derecha en [4] representa una 'func"o
cpntl'nua de z en la mitad superior del disco, donde Imz 2 0, si asignam o
término el valor cero en z = x;. Deducimos que la integ_ral’ maee

f (s — x1)' "MY(s) ds

Zy

del Gltimo término a lo largo de un camino desde Z, hasta z, cuando Z, y el

z Z X La

z _ 1
Ll (s — x))Mds = e [ — x)'™" = (Z, — x))' 7]

Zol;rq el mismo camino representa también una funcion continua de z en x,, si
d : 1{1(11r_nos el vqlor de la integral alli como su limite cuando z tiende a x, polr’ el
" midisco. La integral dej la funplon [4] a lo largo del camino citado desde Z
asta z es, en consecuencia, continua en z = x,; y lo mismo es cierto para [3] yzll
que se puede escribir como una integral sobre un camino en R desde z hasta,Z
mas la integral desde Z, hasta z. ° 1

Los argumentos f«mteriores se aplican a cada uno de los » — 1 puntos x;, de
modo que F es continua en la region y = 0. 7
De la Ecuacion [1] podemos concluir que, para un nimero real R positivo

g > = ’

@ < si |z > R (5]

PR

Como 2 — k.,, > 1., esta I?ro_piedad de orden del integrando en la Ecuacién [3]
asegura la existencia del limite de la integral que figura en ella al tender z hacia
infinito; es decir, existe un niimero M, tal que

Iim Fz) = W, (Im z = 0). [6]

Los detalles del argumento se relegan a los Ejercicios 10 y 11, Seccidén 90.

f )N_ue;tra funcic'?n,‘ cuya derivada viene dada por [1], puede escribirse
z) = F(z) + B, siendo B una constante compleja. La tansformacion resultante,

w= A J;o (s — xl)—kx(s _ xz)—kz e (s — xn_l)‘kn—lds + B, [7]
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es la transformacion de Schwarz-Christoffel, asi llamada en honor de los matema-
ticos alemanes H. A. Schwarz (1843-1921) y E. B. Christoffel (1829-1900), quienes
la descubrieron independientemente.

La transformacién [7] es continua en el semiplano y = 0y es conforme en él,
salvo en los puntos x; Hemos supuesto que los nimeros k; satisfacen las condi-
ciones [5], Seccion 87. Asimismo, suponemos que las constantes x; y k; son tales
que los lados del poligono no se cruzan, esto es, el poligono es un contorno
cerrado simple. Entonces, de acuerdo con la Seccion 87, al recorrer z €l eje x en la
direccion positiva, su imagen w describe el poligono P en sentido positivo, y
existe una correspondencia uno a uno entre los puntos del eje y los de P. Segin
[6], 1a imagen w, del punto z = © existe, yes w, = W, + B.

Si z es un punto interior al semiplano superior y = 0y x, es cualquier punto
del eje x distinto de los x;, el angulo que va desde el vector 7 en X, hasta el
segmento recto que une x, con z, €8 positivo y menor que © (Fig. 113). En la
imagen w, de x,, ¢l angulo correspondiente desde el vector 7 hasta la imagen del
segmento recto que une xo con z tiene el mismo valor. Luego las imagenes de
puntos interiores del semiplano estan a la izquierda de los lados del poligono,
recorrido en sentido positivo (contrario al de las agujas de un reloj). Dejamos al
lector la demostracion de que la transformacion establece una correspondencia
uno a uno entre los puntos interiores del semiplano y los puntos interiores al
poligono (Ejerc. 12, Sec. 90).

Dado un poligono especifico P, examinemos ¢l numero de constantes a
determinar en la transformacion de Schwarz-Christoffel para aplicar el eje x
sobre P. A tal fin, podemos tomar z, = 0, 4 = 1y B = 0, y exigir simplemente
que el eje x se aplique sobre algan poligono P’ similar a P. El tamaiio y la
posicion de P’ se pueden ajustar para que coincidan con los de P introduciendo
las constantes apropiadas 4 y B.

Los nimeros k; se determinan todos a partir de los angulos exteriores en los
vértices de P. Quedan por elegir las n — 1 constantes X;. La imagen del eje x es
algan poligono P’ con los mismos angulos que P. Pero si P’ ha de ser similar a P,
entonces n — 2 lados conectados han de tener una razoén comun con los lados
correspondientes de P; esta condicion se expresa en n — 3 ecuaciones en las
n — 1 incognitas reales x;. Asi pues, dos de los numeros x;, o sea, dos relaciones
entre ellos, pueden escogerse arbitrariamente, en el supuesto de que las n — 3
ecuaciones en las restantes n — 3 incognitas tengan soluciones con valores reales.

Cuando el punto cuya imagen es el vértice w, no es el punto del infinito sino
un punto finito z = x, del eje x, s desprende de la Seccion 87 que ]a transforma-
cion de Schwarz-Christoffel adopta la forma

z
w=A J (s — xp) s — x))™% o (s — x,) *~ds + B, [8]
Zo

donde k, + k, + --- + k, = 2. Los exponentes k; se determinan a partir de los
angulos exteriores del poligono. Ahora bien, en este caso, hay n constantes reales
x; que deben cumplir las antedichas n — 3 ecuaciones. De manera que tres de los
numeros X; o sea, tres condiciones sobre esos n numeros, se pueden elegir arbitra-
riamente en la transformacion [8] del eje x sobre un poligono dado.
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89. TRIANGULOS Y RECTANGULOS

La transformacion de Schwarz-Christoffel se escribe en términos de los puntos x;
y no en términos de sus imagenes, los vértices del poligono. Sélo tres de esos
puntos pueden tomarse arbitrariamente, de modo que si el poligono dado tiene
mas de tres lados, algunos de los puntos x; han de ser calculados con el fin de
lograr que el poligono dado, u otro similar a él, sea la imagen del eje x. La
seleccion de las condiciones que permitan determinar esas constantes, las condi-
ciones que conviene utilizar, requiere con frecuencia una cierta dosis de ingenio.

Otra limitacion en el uso de la transformacion se debe a la integracion que
conlleva. A menudo la integral no se puede evaluar en términos de un numero
finito de funciones, elementales. En tales circunstancias, la solucion de problemas
por medio de la transformacion puede convertirse en algo muy complicado.

Si el poligono es un tridngulo con vértices en los puntos wy, Wy y wy (Fig. 114),
la transformacion puede formularse como

z
w = AJ (s — x)7M(s — x,)7*(s — x;) "% ds + B, [1]
Zo0
y v
A
Wy wy
| | | kymw \ \
Xy Xy X3 x : ]
kn
w1
Figura 114

con k; + k, + k3 = 2. En términos de los angulos interiores 0,
1 .
kj=1—;0j U =12713).

Aqui hemos tomado los tres puntos x; como puntos finitos del eje x. Cabe
asignarles valores arbitrarios. Las constantes complejas 4 y B, que estan asocia-
das al tamafio y a la posicion del triangulo, se pueden determinar de manera tal
que el semiplano superior se aplique sobre la region triangular dada.

Si tomamos el vértice w5 como la imagen del punto del infinito, la transforma-
cion se convierte en

w =‘Af (s — x)7*(s — x,)7*2ds + B, [2]

donde se pueden asignar valores cualesquiera a X, Y X,
Las integrales en 1] y [2] no representan funciones elementales a menos que
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el triangulo sea degenerado, con uno o dos de sus vértices en el infinito. La
integral en [2] es una integral eliptica cuando el triangulo es equilatero o cuando
es un triangulo rectangulo con uno de sus angulos igual a n/3 o n/4.

Ejemplo 1. Para un triangulo equilatero, k; = k, = k3 = 2/3. Conviene poner
x, = —1,x, = 1yx; = ooy usar la Ecuacion [2], con z, = ,LA=1yB=0.
Con ello, la transformacién queda

w = .r (s + 1)723s — 1)"23 ds. [3]
1

La imagen del punto z = 1 es claramente w = 0, es decir, w, = 0. Cuando
z = —1 en la integral, podemos escribir s = x, donde —1 < x < 1. Entonces
x4 1> 0yarg(x + 1) = O, mientras que |[x — 1] =1 — xy arg(x — 1) = =
Luego

3
il

-1 2 B
j (x + 1)7231 — x)"*3 exp <—%> dx =
1

m\ (' 2dx
=P \F) ), = P

Con la sustitucion x = \ﬂ, la Gltima integral se reduce a un caso especial de la
que se usa en la definicion de la funcion beta (Ejerc. 18, Sec. 61). Sea b su valor,
que es positivo:

1 1 _ 11
- [ [ ey}
i

El vértice w, es, por tanto, el punto (Fig. 115)

(4]

w, = bexp ’-;1 6]

El vértice w, esta en el eje x positivo, porque
® -2/3 =23 gy — ® dx .
wy = J (x + )7 (x = 1) x = o

1

Pero el valor de w, viene, asimismo, representado por la integral [3] cuando z
tiende a infinito a lo largo del eje x negativo; es decir,

_ i
wy = j 1 (Ix + 1lx — 1))7? exp (—%)dx +

B 4ni
+ j (Ix + lx — 1727 exp (—T>dx,
-1
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A la vista de la primera de las expresiones [4] para w,,

- oo

w3 = wy + exp (-T>J (x + Uix — 1)~ dx =

-1

i i © dx
= CXP? + exp —? . —(xz — 1)2[33

0 sca

i ni
wy = b exp 3 + w3 €exp (—?)

Despejando w;, vemos que

ws = b 7]

Hemos comprobado asi que la imagen del eje x es el triangulo equilatero de lado

b que muestra la Figura 115. Podemos ver también que w = (b/2) exp (ni/3)
cuando z = 0.

y v wy
b
f —__\ 3 \»
PR PR, M
Figura 115

Si el poligono es un rectangulo, todo k; = 1/2. Si elegimos +1 y +a como
los puntos x; cuyas iméagenes son los vértices, y escribimos

g@) = + @7z + 1)z — 1)z — @)1, (8]

con 0 < arg (z — x;) £ =, la transformacion de Schwarz-Christoffel pasa a ser

w = ——fz g(s)ds, [9]

(]

salvo una transformacion W = Aw + B para ajustar el tamafio y la posicion al
rectangulo. La integral [9] es una constante por la integral eliptica

j (1 _ sH)TUY1 — k2s?) V2 g (k _ 1),
0

pero la forma [8] del integrando indica mas nitidamente las ramas de las funcio-
nes potencia implicadas.
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Ejemplo 2. Localicemos los vértices del rectangulo cuando a > 1. Cox,nq se ve
en la Figura 116, x, = —a, x; = — Lxy=1y X4 = @ Los cuatro ver(tilcesdsc;
pueden describir en términos de dos nameros positivos b y ¢ que dependen de
valor de a del modo siguiente:

1 1 dx
= , [10]
b= .L gl dx = jo J( = x¥)@® — x?)
a a dx
_ ) [11]
¢ = j g dx = L N T
| T 1
wy (4} w3 wu

Figura 116

Si —1 < x < 0, entonces

arg (x + a) = arg (x + )=0 y arg(x — 1) =arg(x —a =m

N\ 12
g = [exp (—%)] g0l = — g0l

Si —a < x < —1, entonces g(x) = [exp (—ni/2)PPlgx) = i|g(x)|. Asi pues,

—a -1 -a
w, = -—j gx)dx = -—j‘ g(x)dx — J g(x)dx

por tanto,

0 0 -1

j g0l dx — zj gl dx = —b + ic.
1

0

Se deja para los ejercicios la demostracion de que
w, = —b, w3 =Db Wwy= b + ic. [12]

La posicion y las dimensiones del rectangulo se muestran en la Figura 116.

90. POLIGONOS DEGENERADOS

Aplicaremos ahora la transformacion de Schwarz-Christoffel a ?lgunos pollgt(;rll:ss
degenerados para los cuales las integrales representan funciones elemen .
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Para facilitar el desarrollo, los ejemplos utilizados llevan a transformaciones que
ya han aparecido en el Capitulo 7.

Ejemplo 1. Apliquemos el semiplano y = 0 sobre la banda semiinfinita

A
A

0.

4 m
== v

v

Consideramos la banda como la forma limite de un triangulo con vértices w,, w,
y w; (Fig. 117) al tender a infinito la parte imaginaria de w,.

y

Figura 117

Los valores limite de los angulos exteriores son

Escogemos los puntos x, = —1, X2 = 1yx3 = oo como aquellos cuyas
Imagenes son los vértices. Entonces la derivada de la funcién que define la
aplicacion es

d
o= AC )TV - )T =g = 2y

Por tanto, w = 4’sen™! z + B. Si escribimos 4’ — l/ay B = b/a, se deduce que
z = sen (aw — b).

Esta transformacion del plano w al plano z satisface las condiciones z = — 1
cuandow = —n/2yz = 1 cuando w = n/2sia = 1y b = 0. La transformacion
resultante es

z = sen w,

que, como vimos en la Seccién 69, aplica la banda sobre el semiplano.
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Ejemplo 2. Consideremos la franja 0 < v < 7 como la forma limite de un
rombo con vértices en los puntos w, = i, w,, w3 = 0y wy cuando w, y w, se
alejan hacia el infinito por la izquierda y por la derecha, respectivamente (Fig.
118). En el limite, los angulos exteriores se convierten en

kin =0, kyr =m, kyn =0, kyt = 7.
Dejamos x, sin determinar y elegimos los valores x, = 0, x; = 1 yx, = . La

derivada de la funcion que da la transformacion de Schwarz-Christoffel es en-
tonces

dw _ A
— = Az — x)°27 Yz - 1)° = 5
dz z
luego
w=ALlogz + B.
y V|
wii m
"1 \\\\
1 5\\\ /’/—.
[ z Rl U W
X Xy X3 X ws u

Figura 118

Ahora B = 0 porque w = 0 cuando z = 1. La constante 4 ha de ser real, ya
que el punto w esta en el eje real cuando z = x y x > 0. El punto w = 7i es la
imagen del punto z = x,, donde x, es un nimero negativo; por tanto,

ni = ALogx; = AIn|x,| + Ani.

Identificando partes real e imaginaria aqui vemos que |x;] = 1y A4 = 1. Asi que
la transformacion pasa a ser

w = Log z

ademas x; = —1. Ya sabemos, por la discusién que siguio al Ejemplo 2 en la
Seccion 68, que esta transformacion aplica el semiplano sobre la franja.

El procedimiento empleado en estos dos ejemplos no es riguroso, ya que los
valores limites de 4ngulos y coordenadas no se han tratado de forma ortodoxa.
Los valores limites se han utilizado siempre que ha parecido oportuno hacerlo.
Ahora bien, si al final verificamos la aplicacion obtenida, no es esencial que
justifiquemos los pasos en su deduccién. El método formal usado aqui es mas
breve y menos tedioso que el estrictamente riguroso.
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EJERCICIOS
L. En la transformacion [1], Seccion 89, hagamos B = 7, — Oy
0 =
3ni
A—expT, X1=-1 x, =0, x5 =1,
3 1
k = — = — = 3
1=y k, 3 ky = 2

para aplicar el eje x sobre un triang,

3 ulo rectangulo isé érti
ese triknglo o Tos ey gl Osceles. Probar que los vértices de

wi=bi, w, =0y w, = b,

siendo b la constante positiva
1
b= f (1 — x?)7 34y 12 gy
0

p -
robar, asimismo, que 25 = B(3> 3), donde B es la funcién beta,

2. Obtener las expresiones [12] de la Seccién

rectangulo que muestra la Figura 116 " pars el esto ds los vértioos de

3. Demostrar quesi0 < a < 1 en las ec

del rontimpene e i Fuac:lones [81y [9] de la Seccién 89, los vértices

igura 116, donde 4 y ¢ toman ahora los valores

a 1
b = L lgx)dx, ¢ = f 18(x)] dx.

4. Probar que el caso especial

w = IJ; (s + D)™Vs — 1)~vzg-12 gg

de la transformacion de Schwarz-Christoffe

Cnadrads somacién de 1 [7], Seccién 88, aplica el eje x sobre el

wi =bi, w, =0, wy = b, Wy = b + ib,

dond , . .
e el nimero positivo b viene dado en términos de la funcién beta:

1 /11
b=:B-x
2(42)‘

Usir la transformacién de Schwarz-Christoffel
(v)v z z" (0 < m < 1), que aplica el sem

= arg w = mn y transforma el pun
region angular como limite de la
angulo « hacia 0.

para llegar a la transformacié

( i6n
iplano y > 0 sobre la region angular |w| 2= 0,
P tolz = lenel punto w = 1. Considérese la
fangular que muestra la Figura 119 al tender el
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/
/

)
mw b/,\“
i

Figura 119

6. Refiriéndonos a la Figura 26, Apéndice 2, cuando el punto z se mueve hacia la
derecha por el eje real negativo, w se mueve hacia la derecha por todo el eje u. Si z
describe el segmento 0 < x < 1 del eje real, su imagen w se desplaza hacia la
izquierda por la semirrecta ¥ = 1, v = ni;y al moverse z hacia la derecha por la
parte del eje x en que x 2 1, su imagen w va hacia la derecha a lo largo de la misma
semirrecta u = 1, v = wi. Notense los cambios de direccion en el movimiento de w en
las imagenes de los puntos z = 0y z = 1. Estos cambios sugieren que la derivada de
una funcién que defina la aplicacion deseada habria de ser

fiz) = Az = 07}z — 1)
donde A es alguna constante. Obtenemos asi formalmente la funcion
w=mi+ 2z — Logz

que, como se puede comprobar, aplica el semiplano Rez > 0 tal como indica la
figura.

7. Si z se mueve hacia la derecha por la parte del eje real negativo en laquex < —1,su
imagen ha de moverse hacia la derecha por el eje real negativo del plano w. Si z se
mueve hacia la derecha a lo largo del segmento real —1 < x <0y después por el
segmento 0 £ x < 1, su punto imagen w ha de moverse en la direccion de v creciente
por el segmento 0 < v < ldelejevy después en la direccion de v decreciente por ese
mismo segmento. Finalmente, al desplazarse z hacia la derecha por la parte x = 1 del
eje real, su imagen ha de moverse hacia la derecha a lo largo del eje real positivo en el
plano w. Notense los cambios de direccion del movimiento de w en las imagenes de
lospuntosz = —1,z=0yz =1 Resulta apropiada, en consecuencia, una funcion

cuya derivada sea
f2) = Az + D)7z — Oz — D72,
donde A es una constante. Obtenemos formalmente la funcién
w=.Jz* -1,

con 0 <arg./z> — 1 <n. Considerando las aplicaciones sucesivas Z = 2, W=Z-1

y w = /W, verificar que la transformacion resultante aplica el semiplano Rez > 0
sobre el semiplano Imw > 0, con un corte a lo largo del segmento 0 < v £ 1
del eje v.

8. La inversa de la transformacion racional lineal

i —z
i+ z

Z =
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10.

11.
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aplica el disco unidad [Z] < 1 de manera conforme, excepto en el punto Z = —1,
sobre el semiplano Im z > 0 (véase Fig. 13 en el Apéndice 2). Sean Z; los puntos del
circulo [Z] = 1 cuyas imagenes son los puntos z = x; (j = 1, 2, ..., n) usados en la
transformacion de Schwarz-Christoffel [8] de la Seccion 88. Demostrar formalmente,
sin determinar las ramas de las funciones potencia, que

dw - _ -
i = A,(Z - Zl) h(Z - ZZ) k2. (Z - Zn) kn»

donde A’ es una constante. Probar asi que la transformacion
z
w = A’f (S = Z)™MS - Z,) % (s — Z,) *dS + B
o

aplica el interior del circulo |Z| = 1 sobre el interior de un poligono cuyos vértices son
las imagenes de los puntos Z '+ del circulo.

En la integral del Ejercicio 8, sean Z ;U = 1,2, .., n) las raices n-ésimas de la unidad. ’
Escribamos w = exp @rimyZ, =1,2, = o, .., Z, = "', Hagamos todos los

nameros k; (j = 1, 2, ..., n) iguales a 2/n. La integral del Ejercicio 8 pasa a ser ;
entonces ]

zZ 4s B
—a| —® i
" fo BT ‘

Probar que para 4’ = 1y B = 0, esta transformacion aplica el interior del circulo
unidad |Z| = 1 sobre el interior de un poligono regular de » lados cuyo centro es el
punto w = 0.

Sugerencia: La imagen de cada Z, G = 1,2,
poligono con angulo exterior 2n/n en él. Escribamos

W [f__as
N PR ey

siendo el camino de integracion el eje real positivo desde Z = 0 hasta Z = 1Ly
tomandoel valor positivo de la raiz n-ésima de (8" — 1)%. Demostrar entonces que las
imagenes de los puntos Z, = o, ..,2Z, = ©" ! son los puntos ww,, ..., ©" 'w,,
respectivamente. Verificar de ese modo que el poligono es regular y con centro en
w = 0.

- n) €s un vértice de cierto

Obtener la desigualdad [5] de la Seccion 88.

Sugerencia: Sea R mayor que los nimeros ;1 G =1,2,..,n — 1). Notese que st
R es suficientemente grande, las desigualdades 1z1/2 < |z — x;| < 2|z| son validas
para todo x; cuando |z| > R. Usar ahora la Ecuaci6n [1], Seccion 88, junto con las
condiciones [5] de la Seccion 87.

Usar la condicion [5] de la Seccion 88, y condiciones suficientes para la existencia de
integrales impropias de funciones reales, con el proposito de demostrar que F(x) tiene
algin limite W, cuando x tiende a infinito, donde £ viene definida por la Ecuacién
[3] de esta seccion. Asimismo, probar que Ia integral de f7(z) sobre todo arco de un
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semicirculo |z] = R, Imz 2 0, tiende a 0 al tender R hacia infinito. Deducir entonces
que

lim F(z) = W, (Im z 2 0),

Z= 0

tal como se afirmaba en [6] de la Seccion &8.

12. De acuerdo con la Seccion 63, la expresion

1 jg,(—z)dz

T 2mi e gl2)

se puede utilizar para determinar el nimero c!e ceros d; una funcion g interiores aun
contorno cerrado simple C, positivamente orientado, si g(z) ;ﬁ 0 sobre C'y C esta e]n
algin dominio D simplemente conexo en el que g es analitica y g’(z}fno se a(;mla
nunca. Pongamos en esa expresion g(z) = f(z) — Wo donde f(z) es la uncion de la
transformacion de Schwarz-Christoffel [7], Seccion 88, y €l punto w, es interior o
exterior al poligono P, imagen del eje x; asi que f(z2) # w,. Sea C el cont;z)r(l;c;
formado por la mitad superior de un ciculo [z] = Ry un segmer:to —R <tx < t meo
eje x que contiene alosn — 1 punt0§ X, excep.to que un pequefio segmexl 0 er;og no
a cada punto x; se sustituye por la mltacli superior de un cxr(.:ulo !z — Xj|c_t ;; é con ¢
segmento por diametro. Entonces, ¢l nimero de puntos z interiores a C tales q

_1I_f&d2.
C

€7 21 Jo f&) — wo

6 i i lo W, — wocuando {z| = Ry R
Notese que f(z) — w, tiende hacia el punto no nu V. ,
tiende a infinito, y recuérdese la propiedad [5], Seccion 88, para | f(2)- Hagan:os
tender p; a cero, y probemos que el nimero de puntos en el semiplano superior en los
J b

que f(z) = wo €8

N lim Jm —fl(;)dx.

=2_7U.R—’oo _Rf(x)—W()

Deducir que al ser
R "(x
pPW — Wy  R-ow J-r f(X) — W

N = 1si w, es interior a Py que N = O si w, es exterior a P. Probar asi que la
aplicacion del semiplano Im z > 0 sobre el interior de P €s uno a uno.

FLUJO DE FLUIDO EN UN CANAL
A TRAVES DE UNA RENDIJA

91.

. . . . el
Presentaremos ahora otro ejemplo del flujo ideal estacionario tratado erilde-
Capitulo 9, un ejemplo que nos ensefiara cOmo tener en cue'nta. fuentes ly sum -
ros en problemas de fluidos. En esta seccion y en las dos siguientes, planteam
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los problemas en el plano uv, en lugar de hacerlo en el plano xy. Ello nos permite
referirnos directamente a resultados previos de este capitulo, sin necesidad de
intercambiar los planos.

Consideremos el flujo estacionario de fluido entre dos planos paralelos v =
y v = = cuando el fluido entra por una estrecha rendija a lo largo de la recta del
primer plano que es perpendicular al plano uv en el origen (Fig. 120). Sea el flujo
de fluido en el canal a través de la rendija de Q unidades de volumen por unidad
de tiempo por cada unidad de profundidad del canal, medida ésta perpendicular-
mente al plano uv. El ritmo de flujo en cada extremo es, por tanto, Q/2.

o TN\ —
0 x; 1 x x u 0 4 p
Figura 120

La transformacion w = Log z, deducida en el Ejemplo 2 de la Seccion 90, es
una aplicacion uno a uno del semiplano z superior sobre la franja del plano w. La
transformacion inversa

Z ==t [1]

aplica la franja sobre el semiplano (Ej. 2, Sec. 68). Bajo la transformacion [1], la
imagen del eje u es la mitad positiva del eje x, y la imagen de la recta v = 7 es el
semieje x negativo. Asi que la frontera de la franja se transforma en la del
semiplano.

La imagen del punto w, es el punto z = 1. La magen de un punto w = u,,
con 4y > 0, es un punto z = x, con x, > 1. El ritmo de flujo a través de una
curva que une el punto w = u, con un punto (u, v), interior a la franja, es una
funcion de corriente y(u, v) para el flujo (Sec. 85). Si u; €s un nimero real
negativo, el ritmo de flujo en el canal a través de la rendija se puede escribir

'//(ul’ 0) = Q

Ahora bien, bajo una transformacién conforme, la funcién ¥ se transforma en
una funcién de x e y que representa la funcion de corriente para el fluido en la
correspondiente region del plano z; es decir, el ritmo de flujo es el mismo a través
de curvas correspondientes en los dos planos. Como en el Capitulo 9, usamos el
mismo simbolo § para denotar las diferentes funciones de corriente en ambos
planos. Ya que la imagen del punto w = u, es un punto z = x,, donde 0 < x, < 1,
el ritmo de flujo a través de cualquier curva que conecte los puntos 7z — Xo ¥
Z = X, que est¢ contenida en el semiplano z superior, es igual a Q. Por tanto,
existe una fuente en el punto z = 1| igual a la fuente en w = 0.
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El argumento anterior se aplica en general para demostrar que bajo una
transformacion conforme, una fuente o un sumidero en un punto dado corresponde'a
una fuente o sumidero idéntico en la imagen de ese punto. Al ten@er Rew hacia
— o0, la imagen de w se aproxima al punto z = 0. [_Jn sumldero' de mtens}dac! Q/2
en este Gltimo punto corresponde al sumidero mﬁmtamentg ale].a,do ala gqu1erda
de la franja. Para aplicar el anterior razonamiento a esta situacioén, consideremos
el ritmo de flujo a través de una curva que conecta las .rectas fr?ntera v = Oy
v = = de la parte izquierda de la franja y el ritmo de flujo a través de la imagen

a en el plano z. .
de cI?las:.:llrlrrlivdero delixtremo derecho de la franja se transforma en un sumidero en
el infinito del plano z. . .

La funcioén de corriente ¥ para el flujo en el semiplano z superior en este caso
debe ser una funcidon con valores constantes a lo largo de cada una de las tres
partes del eje x. Ademas, su valor ha de ipcrementarse en Q al moverse el punto z
en torno al punto z = 1 desde la posicion z = Xo hasta la posicion z = X1, Y
debe decrecer en (/2 al moverse z en torno al origen del modo correspondiente.
Vemos que la funcion

] Q l:Arg(z -1 - %Arg z]

[

satisface todos esos requisitos. Mas atn, esa funcion es arménica en el semiplano
Imz > 0, ya que es la componente imaginaria de la funcion

F = 4 [Log (z—1) - 1Log z:l _e Log (z}? — z71%),
n 2 4

La funcién F es un potencial complejo para el flujo en el semiplano superior z.
Como z = e", un potencial complejo F(w) para el flujo en el canal es

Q

F(w) = = Log (e** — e™™?).
n

Modulo una constante aditiva, podemos escribir

Fw) = Q Log <senh %) 2]

i

Hemos usado el mismo simbolo F para denotar tres funciones distintas, una de
ellas en el plano z y dos en el plano w.
" El vector velocidad F'(w) viene dado por
Q

- = v, [3]
V = o cotgh 2
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De donde se ve que

Q

lim V==
|u] = o0 2n

Ademas, el punto w = i es un punto de remanso, es decir, un punto en el que la
velocidad es cero. Por tanto, la presion del fluido a lo largo de la pared v = 7 es
maxima en los puntos situados frente a la rendija.

La funcién de corriente y(u, v) para el canal es la componente imaginaria de
la funcién F(w) dada por la Ecuacién [2]. Las lineas de corriente Y(u, ¢) = ¢, son,
€n consecuencia, las curvas

0 w
. Arg (senh 5) = ¢,

Esta ecuacién se reduce a

v u
tg F=c tgh X [4]

donde c es cualquier constante real. Algunas lineas de corriente se recogen en la
Figura 120.

92. FLUJO EN UN CANAL CON RECODO

Como ilustracion adicional de la transformacion de Schwarz-Christoffel, vamos
a hallar el potencial complejo para el flujo de un fluido en un canal con un
cambio abrupto en su anchura (Fig. 121). Tomamos nuestra unidad de longitud
de modo que la mayor anchura del canal sea de m unidades; entonces Az, con
0 < & < 1, representara su anchura menor. Denotemos por la constante real Vs

la velocidad del fluido en la parte infinitamente alejada de maxima anchura, o
sea,

lim vV =V,

u— —ow

donde la variable compleja V representa el vector velocidad. El ritmo de flujo por
unidad de profundidad a través del canal, o sea, la intensidad de la fuente de la
izquierda y del sumidero de la derecha, es por consiguiente

Q = nV, (1]

Cabe considerar la seccién del canal como caso limite del cuadrilatero de
vertices wy, w,, w3 y w, que muestra la Figura 121, cuando el primero y el gltimo
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y v
Wy Im Wa
~ /"‘
\\\ //// hm
— \\\ - ¥
Mg, g =
o e >~
Xy X, X3 X Wy u
Figura 121

de esos vertices se desplaza infinitamente lejos a izquierda y a derecha, respectiva-
mente. En el limite, los angulos exteriores pasan a ser

T T
ki =mn, k= 3 kyn = —3 ko =7

Como antes, procederemos formalmente, usando valores limite siempre que con-
venga. Si hacemos x; = 0, x; = 1, x, = o y dejamos x, a determinar, con
0 < x; < 1, la derivada de la funcién que define la aplicacidn se convierte en

dw = Az Yz — x,) V3 z — 1)1 [2]

dz

Para simplificar la determinacion de las constantes 4 y x,, buscamos directa-

mente el potencial complejo del flujo. La fuente en el canal infinitamente alejada

a la izquierda corresponde a una fuente idéntica en z = 0 (Sec. 91). La frontera
total del canal es la imagen del eje x. En vista de [1], la funcién

F=V,Logz="V,Inr + iV,0 [3]

es el potencial complejo del flujo en el semiplano z superior, con la fuente

requerida en el origen. Aqui la funcidn de corriente es iy = V6. Crece en valor

desde 0 hasta ¥, sobre cada semicirculo z = Re? (0 < < 7), donde R > 0, al

variar 6 de 0 a n. [Comparar con la Ecuacidn [5], Sec. 85, y el Ejerc. 8, Sec. 86.]
El complejo conjugado de la velocidad ¥ en el plano w se puede escribir

V—_dF_dFdz.
(W)—Ehdzdw

Asi pues, refiriéndonos a las ecuaciones [2] y [3], podemos ver que

Vom = <Z = x2>”2. [4]

A\z -1

En la posicion limite del punto w,, que corresponde a z = 0, la velocidad es la
constante real V;, luego de [4] se desprende que

Ve
Vo =70\/x»2.
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En la posicion limite de Wy, que corresponde a z = oo, denotemos la velocidad
por el niimero real ¥,. Parece plausible que al mover infinitamente lejos hacia la
derecha un segmento recto vertical que tapone la parte estrecha el canal, ¥ tiende
a ¥, en todo punto de ese segmento. Podriamos probar esta conjetura hallando
primero w como funcion de z a partir de [2], pero para abreviar la discusidn lo
daremos por cierto. En tal circunstancia, como el flujo es estacionario,

mhVy = n¥y = Q,

o sea, V, = V,/h. Haciendo tender z hacia infinito en [4], vemos que

o _ Y,
h A
Asi pues,
A=h x, =h, [5]
y
- ()"

De [6] vemos que la magnitud |V| de la velocidad se hace infinita en la
esquina wj, ya que es la imagen del punto z = 1. Asimismo, la esquina w, es un
punto de remanso, un punto en el que ¥ = 0. A lo largo de la frontera del canal
la presion del fluido es, por tanto, maxima en w, y minima en wj.

Para escribir la relacion entre el potencial y la variable w, hemos de integrar
la Ecuacion [2], que ahora se escribe

dw  h(z — 1\¥?
E_E<z—h2> ' (7]

Sustituyendo una nueva variable s, donde

z — W

z —1

= SZ,

se puede probar que [7] se reduce a

aw 1 1
ds 2h<1 — 2 R = s2>'

En consecuencia,

1 + 5 h+s

W= hlLog = - Log /—— (8]
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La constante de integraciéon aqui es cero porque cuando z = A2, s s cero y, por

tanto, w es cero. g ,
En términos de s, el potencial F de la Ecuacion [3] se convierte en

h — s?
F = VO Log *—1-:72—,

y, por tanto,

2

_ exp (FIVy) — h* [9]

exp (F/Vp) — 1

Sustituyendo s de esta ecuacion en [8] obtenemos una relacion implicita que
define el potencial F como funcion de w.

93. POTENCIAL ELECTROSTATICO EN EL BORDE
DE UNA PLACA CONDUCTORA

Dos placas conductoras paralelas de extension infinita se mant{enen a poten_cial
electrostatico ¥ = 0. Se escogen el sistema coordenado y la unidad de lgngltud
de manera que las placas estén en los planos v = 0,v = n y v = =n/2 (Fig. 122).
Hallemos el potencial ¥(u, v) en la region comprendida entre las placas.

y v
V=0 xi w3
—- _____.,’O
—————— e
=T w2 ""  v=1
® == i ——
~~~~~ ~
-1 1 oo T T —— S~
| L L | h""“:ﬁh‘
Xy X X3 X V=0 wy u
Figura 122

La seccion de esa region en el plano uv tiene la forma limite del cuadrilatero
acotado por las lineas de trazos en la figura cuando w; y w, se desplazan a la
derecha y w, a la izquierda. Al aplicar aqui la transformacion de Sghwgrz-
Christoffel, tomamos como punto x,, correspondiente al vértice wy, el dc}l infinito.
Elegimos x; = —1, x; = 1y dejamos x, a determinar. Los valores limites de los
angulos exteriores del cuadrilatero son

kit =mn, k= —mn ksn =km=m.

Luego

z — X Afl + x 1 — x,
d—w=A(z+1)"1(Z—x2)(z—1)_1=A<22_w :>=E( 2 4 >,

dz z + 1 z — 1
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de modo que la transformacién del semiplano z superior en |a franja dividida del
plano w adopta la forma

W= 300+ ) Log(: + 1) + (1 — x) Log ¢ — 1] + B [1]

Sean 4, 4, y B,, B, las partes reales e imaginarias de las constantes Ay B
Cuando z = x, el punto w esti en la frontera de la franja dividida ¥y, de acuerdo
con [1],

u+iv= %{(1 + x)n [x + 1) + jarg (x + 1] +
+ (I — xy)[In [x — 1] + iarg (x — 1)]} + B, + iB,. (2]

Para hallar las constantes, hagamos notar en primer lugar que la posicion
limite del segmento recto que une w; con w, es el eje u. Ese segmento es la
imagen de la porcion del eje x a la izquierda del punto x; = —1;ello se debe a
que el segmento recto que une W3 con w, es la imagen de la parte del egjexala
derecha de x5 = 1, y los otros dos lados del cuadrilatero son las imagenes de los
dos segmentos restantes del eje x. Por tanto, cuando v = 0 y u tiende a infinito
por valores positivos, el correspondiente punto tiende hacia el punto z = —1 por
la izquierda. Luego

arg(x + 1) = g, arg(x — 1) = x,

yln|x + 1| tiende a — oo, Ademds, por ser —1 < X, < 1, la parte real de la
cantidad que esta entre paréntesis en la Ecuacion [2] tiende a — o0. Puyesto que
v = 0, se sigue que 4, = 0; de lo contrario, la parte imaginaria de la derecha
se haria infinita. Igualando las partes imaginarias de ambos lados se ve que

0= ﬁzl [T+ x)r + (1 — X)n] + B,.

Por consiguiente
—nd, = B,, A4, = 0. [3]

La posicion limite del segmento recto que une w, y w, es la semirrecta
v = 7m/2, u 2 0. Los puntos de esa semirrecta son imagenes de los puntos
zZ = x,donde —1 < x < X,; asi pues,

arg (x + 1) = 0, arg(x — ) =n

Identificando las partes imaginarias de ambos miembros de la Ecuacion [2] para
€s0s puntos, tenemos

% 1 — x)m + B,. [4]

TR
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Finalmente, las posiciones limites de los puntos del segmento recto que une
w3 ¥y w, son los puntos u + =i, que son imagenes de los puntos x con x > 1.
3 4 . . . -
Identificando para ellos las partes imaginarias en [2] se obtiene

TC=Bz.

Entonces, a la vista de [3] y [4],

A1= _1’ x2=0'

Asi que x = 0 es el punto cuya imagen es el vértice w = mi/2, y tras sustituir estos
valores en [2] e identificar las partes reales, vemos que B, = 0.
La transformacion [1] se convierte asi en

w = —% [Log(z + 1) + Log (z — 1)] + =i [5]

O s€a

22 =1 + e 2% (6]

X1 02|x2
V=0 -1 V=1 1 V=0~*

A Figura 123

Bajo esta transformacion, la requerida funci(')n armonica V(u, v)dpqsatl :18 sg;
una funcion armonica de x ¢ y en el semiplano y > 0, y las con 10;10 de
contorno indicadas en la Figura 123 se satisfacen. Notese que x, = Ola orta.mo

i funcion armonica en ese semiplano que toma aq'u_ellos valores sobre ¢l conto
es la componente imaginaria de la funcién analitica

— Log

1 Z—1=1_1n7_1+i(01 — 6,),
T z+1 LA Y n

i , mo
donde 8, y 6, recorren de 0 a n. Escribiendo las tangentes de estos angulos co
funciones de x e y, obtenemos después de simplificar que

2y . 7]
tgnV:tg(Bl—Hz)Zm {

. . 2 2 2 - yren
La Ecuacion [6] proporciona expresiones para x2 + > y x y
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términos de u, v. Asi pues, de [7] podemos concluir que la relacion entre el
potencial V' y las coordenadas u, ves

tgnlV = % e~ _ g2 [8]
donde
s = -1+ \/l + 2e” 2 cos 20 + e %
EJERCICIOS

1. Usar la transformacién de Schwarz-Christoffel para obtener formalmente la aplicacion
dada en la Figura 22 del Apéndice 2.

2. Explicar por qué la solucién al problema del flujo en un canal con una obstruccion
rectangular semiinfinita (Fig. 124) queda incluida en la solucién del problema tratado

en la Seccion 92.
L4 /7

ez

Z 225
Figura 124

3. Nos referimos a la F igura 29 del Apéndice 2. Cuando z se mueve hacia la derecha a lo
largo de la parte negativa del eje real donde x < —1, su imagen w se muve hacia la
derecha a lo largo de la semirrecta u = 0,v = h. Al moverse z hacia la derecha por el
segmento —1 < x < 1 del eje x, su imagen w se desplaza en la direccion de v
decreciente por el segmento 0 < v £ hdel eje v. Por fin, cuando z se mueve hacia la
derecha por la parte x > 1 del eje real positivo, su punto imagen w se desplaza hacia
la derecha por el eje real positivo. Notense los cambios de direccion de w en las

imégenes de los puntos z = —1 y z = 1. Estos cambios indican que la derivada de
una funcién aplicacién podria ser

dw z + 1\V?

— =4 ,

dz z -1
siendo A una constante. Obtener asi formalmente la transformacion adjunta a esa
figura. Verificar que la transformacion, escrita en la forma

w = g{(z + DYz — 1)'2 4 Log[z + (z + DYz — 1)ty

con0 < arg(z+ 1) < x, aplica la frontera del modo que se indica en la citada figura.

Sea T(u, v) la temperatura acotada en estado estacionario de la region sombreada del
plano w en la Figura 29 del Apéndice 2, con condiciones de contorno T(u, h) = 1 i

LA TRANSFORMACION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL 343
0y T = 0 sobre el resto B'C'D’) del contorno. En términos del parametro real
u<oy =

(0 < a« < 7/2), probar que la imagen de cada punto z = i tg « sobre el ¢je y positivo
o >

es el punto
i + i r + sec a
w=; In (tg « + sec a) >
(véase Ejerc. 3) y que la temperatura en el punto w es

n
T v) = = <°<“<§>-

3

Sea F(w) el potencial complejo para el flujo de un ‘ﬂ,llldo S(Lbre (111:1 :;c;lorlnairé e‘L 132111:
de una corriente profunda representado por la region sombreada <l f:na o w de la
Figura 29 del Apéndice 2, donde la velocidad V q?l fluido se alzronmién e
real ¥, cuando |w| tiende a inﬁnito'en esa region. La tranls c;:r:;:;;:do ?:1 e aplica <l
semiplano superior z sobre esa region se puede ver en el E .

identidad dF/dw = (dF/dz)(dz/dw), probar que
Viw) = Vyolz — )3z + 1)—1/2;

i ima ho,
y en términos de los puntos z = x que tienen por imagenes los puntos del lec

probar que
x—1
x+ 1|

V1 =Vl

! sta
Notese que la magnitud de la velocidad crece desde |Vl ahlo. ]a|l;§(|) d(it:d,: g, ::sta
ismi ! acia |V
= , disminuye entonces hasta cero en C’, y crece ;
|ll)/’| Téx;);aesrel gl cuenta, t);mbién, que la magnitud de la velocidad es |¥;| en el punto

1 1
= i| - - h,
4 l<2 + n>

entre B’y C'.
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94. FORMULA INTEGRAL DE POISSON

Sea C, un circulo orientado positivamente y centrado en el origen. Sea f una
funcion analitica dentro de y sobre C,. La formula integral de Cauchy (Sec. 39)

fio = L [ s | "
il Co s —z

expresa el valor de fen cualquier punto interior a Co en términos de los valores
de fen los puntos s de Co. En esta seccidn vamos a obtener de [1] una formula
correspondiente para la parte real de /.y en la Seccién 95 la usaremos para
resolver el problema de Dirichlet para el disco limitado por Co.

Denotemos por ro ¢l radio de C, y escribamos 7 — rexp (i),con 0 < r < ro
(Fig. 125). El inverso del punto no nulo z con respecto al circulo es el punto z,
que esta en el mismo rayo que z y satisface la condicién lz4llz5] = r3; asi pues, si s
s un punto de C,,

2

z; = rr—"exp i) = .

[2]

NIION
N &,

Como z, es exterior al circulo C,, se sigue del teorema de Cauchy-Goursat que el

valor de la integral en [1] es cero cuando 7 se sustituye por z, en el integrando.
Por tanto,

16 = 5 (1 - ])f(S)ds;
Y1) Co

§ —z s — z

344
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4

Figura 125

. . Co,
y usando la representacion paramétrica s = r, exp (i¢) (0= ¢ < 2n) para C,
podemos escribir

1 (2= s s do,
f@ =Ef <s—z P zl>f(s) ®

0

_ D)
donde, por conveniencia, retenemos s en vez de es_crlblr r20 exI; a( ;i)) el factor que
Nc';tese que, a la vista de la Gltima de las expresiones [2] para z,,
E]

va entre paréntesis aqui se puede poner como

= 2 2

s z ro — 1t

s 1 _ 4 _=|S-Z|2
s — z 1-@G/z2) s—2z §-—12z

(3]

i ¢ i Cauchy es
En consecuencia, una forma alternativa para la formula integral de y

. 2 _ r2 2n f(roei¢) [4]
1 = 2o L s— %

i i ali = 0 e caso se
cuando 0 < r < r,. Esta forma sigue siendo valida para r = 0; en est
reduce directamente a

1 (% .
f0) = o— J flroe®) do,

27 Jo

. ., — 0
que no es sino la forma paramétrica de la Ecuacién [1] con z o del coseno
La cantidad |s — z| es la distancia entre los puntos s y z, ¥ y

permite escribir (véase Fig. 125)

5
ls — z|> = r2 — 2rorcos (¢ — 6) + 2. (5]
Luego, si u es la parte real de la funcion analitica f, deducimos de [4] que

1 2n (rZ — r2)u(r0, ¢) d (r < ro). [6]
ulr, 0) = o Jo 12— 2r(;rcos(¢ —0) + r? ¢
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Esta es la formula integral de Poisson para la funcién arménica u en el disco
abierto acotado por el circulo r = ro.

La Férmula [6] define una transformacion integral lineal de u(ro, d)en u(r, 9).
El nacleo de 1a transformacién es, salvo un factor 1/(27), 1a funcién real

Pro,r, ¢ — 0) = (il
oo - 2ror cos (p — 8) + 12 (7]

que se conoce como nicleo de Poisson. Debido a la Ecuacion [5] podemos
escribir también

2 2
Plor ¢ = 6) = 0" [8]

¥, como r < ry, P es claramente una funcidén positiva. Ademas, puesto que

Z/(§ — 2) y su complejo conjugado z/(s — z) tienen la misma parte real, vemos
en la segunda Ecuacidn [3] que

p(,o,,-,d,_.e):Re(sz+sz>=Re<::tj>- [9]

Asi que P(ro, r, ¢ — ) es una funcién armonica de r y 6 interior a Cy para cada s
fijado en C,. De [7] se deduce que P(ry, r, ¢ — 6) es una funcion periodica par de
¢ — 0, con periodo 27; y su valor es 1 cuando r = 0.

La férmula integral de Poisson [6] se puede escribir ahora

1 2n
ulr, 0) = Ef Plro, r, ¢ — O)ulro, ¢)de (r < ro). [10]
0
Cuando f(z) = u(r, 9) = 1, la Ecuacién [10] demuestra que P tiene la propiedad
1 2n
~f Plro,r, ¢ — 0)dp = 1 (r < ry) [11]
2r |,

Hemos supuesto que f es analitica no s6lo en el interior de C, sino también
sobre C, y que, por tanto, u es arménica en un dominio que incluye todos los
puntos de ese circulo. En particular, « es continua sobre C,. Ahora relajaremos

estas condiciones.

95. PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN DISCO

Sea F una funcion continua a trozos de 6 en el intervalo 0 £ 6 < 27 La
transformada integral de Poisson de F se define en términos del nucleo de
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Poisson P(ry, r, ¢ — 0) introducido en la Seccién 94, por medio de la ecuacion
2r
U, 6) = 5- f Perord — OF$)dy  (r<r)  [1]
T Jo

En esta seccion probaremos que la funcion U(r, §) es armonica en el interior
del circulo r = ry y que

lim U(r, 0) = F(6) [2]
r—ro

para todo 6 fijo en el que F sea continua. En consecu(?ncia, U es una soluf:ién dei
problema de Dirichlet para el disco r < ry en el sentu'io de que U(r; 0) tlerclide a
valor frontera F(#) cuando el punto (r, 8) tiende hacia (ry, 8) a lo largo ; un
radio, excepto en el nimero finito de puntos (ry, 8) en los que s¢ pueden producir
discontinuidades de F.

j de demostrar la afirmacion anterior, vamos a aphca.rla al calpu-
E)Je(;‘ellpl:(.)terﬁ:?:sV(r, ) en el interior de un largo cilindro hueco, partldlo/ k_m%)lt:r;
dinalmente en dos mitades iguales, cuanfio V =1en una de e}la?lf yV = Den
la otra. Este problema fue resuelto mediante transformacu_)r_les co orme? e la
Seccion 83, donde se interpretd como un problema de Dirichlet pari e:1 0
r < 1, siendo ¥V = 0 en la mitad superior del contornor = 1y V = 1l en
Infegzria Ecuacion [1], escribamos ¥ en lugar de U, y hagamos ro =1,y lf;@) =0
cuando 0 < ¢ < ny F(¢) = 1 cuando © < ¢ < 2m, con lo que se obtiene

2n

Vir, 0) = %J‘ P(l,r, ¢ — 0)do, (3]

T

donde

1 —r?

Plr¢ —0) =1 + 2 — 2rcos (¢ — 0)

Una primitiva de P(1, r, ¥) es

1
'[P(l, r,y)dy = 2 arctg (1 + : tg %} [4]

siendo el integrando la derivada con respecto a i de la funcion de la derecha. Por
tanto, de [3] se desprende que

1 + 2n — 0 1+r mn—0)\
nV(r, 0) = arctg( rtg )— arctg< tg >

1 —r 2 1 —r
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Tras simplificar la expresion de tg [n¥(r, 0)] obtenida de esta altima ecuacion
(véase Ejer. 3, Sec. 96), encontramos que

1 1 —r2
Vir, 0) - arctg < 3 sen 0) (0 < arctgr < n), [5]

donde la restriccion impuesta sobre los valores de la funcion arcotangente es
fisicamente evidente. Al expresarla en coordenadas rectangulares, esta solucion
coincide con la [5] de la Seccién 83.

Volvamos a la demostraciéon de que la funcioén U definida en [1] satisface el
problema de Dirichlet para el disco r < ro, como se afirmo antes del ejemplo. En
primer lugar, U es arménica dentro del circulo r — ro, porque P es una funcidon
armonica de r y 0 alli. Mas exactamente, como F es continua a trozos, la integral
[1] se puede escribir como suma de un nimero finito de integrales definidas, cada
una de las cuales tiene un integrando continuo en r, 6 y ¢. Las derivadas
parciales de esos integrandos con respecto a r y 6 son también continuas. Ya que,
por tanto, podemos intercambiar el orden de integracion y derivacion, y puesto
que P satisface la ecuacion de Laplace

rzlzr'+ ’11 + 1%0 = 0

en las coordenadas polares r y 0 (Ejerc. 10, Sec. 21), se sigue que U cumple
también esa ecuacion. .

Con el fin de verificar el limite [2[, necesitamos probar que si F es continua en
0, a cada ¢ positivo le corresponde un o positivo tal que

[Ur,0) — FB) <¢ si 0 < ro —r < 9. [6]

Comenzamos recordando la propiedad [11], Seccion 94, del nicleo dePoisson, y
escribiendo

1 2n
Utr, 0) —F6) = EI Plro, r, ¢ — O)F(¢) — F(6)|do.
0

Por conveniencia, extendemos F periddicamente con periodo 27, de modo
que el integrando sea periddico en ¢ con ese mismo periodo. Ademas, podemos
suponer que 0 < r < ry por la naturaleza del limite en cuestion.

Ahora observamos que, al ser F continua, existe un nimero positivo pequeno
o tal que

IH@—FWN<§ﬁ 6 —0] < a. [7]

Evidentemente,

Ulr, 0) — F0) = I,(n) + L. (8]
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donde

f+a

L) =2 | 4 Plror ¢ — O)F($) — FO)] do,

2” 6—a
1 f—a+2n

I(r) = P(ro, r, ¢ — O)LF(¢) — F(0)]d.

2n 0+a

El hecho de que P sea positiva (Sec. 94) junto con ]e.i’primera de lgs desigual-
dades [7] y la propiedad [11], Seccion 94, de esa funcién, nos permite ver que

LS = [ Peor & - OWFG) — FO) o
0—a
< i [T Peoro - 0ap =%
0

En lo que afecta a la integral 7, (r), vemos de la Figura 125 en la Seccion 94 que el
denominador |s — z|2 en la expresion [8] para P(ro, r, ¢ — 0) enesa seccion tiene
un valor (positivo) minimo m al variar el argumpnto ¢ de s sobre el {ntervalo
cerrado 8 + o £ ¢ < 0 — a + 27 Asi pues, si M es una cota superior de la
funcion continua a trozos |F(¢) — F(8)| en el intervalo 0 £ ¢ < 2=, se deduce

que

(r2 - )M 2Mr, _ 2Mr, _ ¢
L0 £ == < S R =) < T P8 =
siempre que r, — r < 4, con
=M 9]
4Mr,

Finalmente, los resultados de los dos Gltimos parrafos nos ensefian que
e &
U, 6) — FO) = IL0] + ILO) <5+ 5 =2

siempre que ro — r < &, siendo & el nimero positivo definido por [9]. Es decir, la
afirmacion [6] es valida con esa eleccion de 6.
De acuerdo con [1], el valorde Uen r = O es

1 2n
5= J F(¢) do.

2n 0

. L , _ s
De manera que el valor de una funcion armonica en el centro del circulor = rq e
la media de sus valores sobre el contorno de ese circulo.



350 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Dejamos como ejercicios el demostrar que Py U pueden representarse por
series que involucran a las funciones armoénicas elementales 1 cos ng y " sen nf
COmo sigue:

Plor¢ —8)=1+2% (}) cos n (¢ — 0) r < ro) [10]
n=1 [¢]

0
U, 6) = %ao + 21 (}) (a, cos nf + b, sen nb) (r < ro), [11]
n= (¢]

donde

2

a == f " R$) cos np d, 5, = . f TR®) ennpas. )
V] [¢]

n

96. PROBLEMAS DE CONTORNO RELACIONADOS

Los detalles de las demostraciones de los resultados que siguen se dejan como
ejercicios. Suponemos que la funcién F que representa los valores sobre el
contorno del circulo r = r, es continua a trozos,

Supongamos que F(2r — 0) = —F(#). La formula integral de Poisson [1] de
la Seccién 95 se convierte entonces en

0 0) = 5 [P0 6~ 0) = Pror g+ opreras [

Esta funcion U tiene valor cero sobre los radios horizontales § = 0 y 0 = m dei
circulo, como es de esperar si se interpreta U como una temperatura estacionaria.
La Foérmula [1] resuelve por tanto el problema de Dirichlet para la region
semicircular r < ry, 0 < 6 < 7, donde U = 0 sobre el diametro 4B que se
muestra en la Figura 126, y

lim U(r, 6) = F9) 0<6<n ’ 2]

para cada @ fijo en el que F es continua.
Si F(2n — 0) = F(6), entonces

U, 0) = o f P00 1, 6~ 6) + Plro, 1, & + )Ry d, [3]
0

Y Uy(r,0) = Ocuando 8 = 00 0 = 7. Asi que la Féormula [3] proporciona una
funcién U arménica en la region semicircular r < r,,0 < § < 7y que satisface la
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condicion [2], asi como la condicion de que su derivada normal sea cero en el
diametro 4B de la Figura 126.

Figura 126

La funcion analitica z = r3/Z aplica el circulo |Z| = r, del plano‘Z sqbre el
circulo |z] = r, del plano z, y el exterior del prime.r circulo sobre el interior 2del
del segundo. Haciendo z = rexp (i) y Z = R exp (i), observamos que r = rO{R
y 0 = 27 — . La funcién armoénica U(r, 0)'{epresentada por la Férmula [1],
Seccion 95, se transforma entonces en la funcién

2 1 (2= r2 — R? d
U(ri? o = '”) B ”‘EJ 3= 2roRcos (@ + 9) + RE D4

0

que es armonica en el dominio R > r, Ahora bien, en general, si u(r,‘,H)
es armoénica, también lo es u(r, —0) (véase Ejerc. 11). Por tanto, la funcion

HR, ) = U(r¢/R, ¥y — 2m), 0

L d R>r)  [4]
H(R, y) = _ﬂ j‘o P(r()a R, ¢ — Y)F(¢p)do o)

también es armonica. Fijado cualquier ¥ en el que F(y) es continua, vemos de
[2], Seccidén 95, que
lim H(R, y) = F(y). (5]

R-ro
R>ro

Asi pues, la Formula [4] resuelve el problema de Dirichlet para la region
exterior al circulo R = ry en el plano Z (Fig. 127). Hagamos notar, de la

Figura 127
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expresion [8], Seccion 94, que el nicleo de Poisson P(r,,

i R, ¢ — ¥) es negativo
si R > r,. Asimismo,

1 2n
EL Pro, R ¢ — Y)dp = —1 (R > ry) [6]

1 (2~
gl_{lclo HR y) = - L F(¢) de. (7]

EJERCICIOS

1. Usar la formula integral de Poisson [1], Seccion 95, para deducir la expresion

1 l_xz_yz
Vix,y) = — < <
() = et [(x — P+ - 1P - 1] ©<arcigr<m

para el potencial electrostatico interior a un cilindro x2 + y> = lcuando V = 1
sobre el primer cuadrante (x > 0, y > 0) de su superficie y ¥ = 0 sobre el resto de su
supetficie. Explicar ademas por qué 1 — ¥ es solucién del Ejercicio 8, Seccién 83.

Sea T la temperatura estacionaria en un disco r < 1, con sus caras aisladas, cuando

T'=1enelarco0 < 0 < 26, (0 < 6, < n/2)del borde r = 1y T = Qen el resto de
€l. Probar mediante la formula integral de Poisson que

1 I — 2 L2
Tk, p) = — arctg[ (L= x* =y, ] (0 < arctg 1 < m),

=12+ (y — po) — y3

donde y, = tg 6,. Comprobar que esta funcién 7 satisface las condiciones de
contorno.

Con ayuda de las identidades trigonométricas

tgo —tgfh
t - ==
gle—p 1 +tgatg B

ta+cota= 3
g & sen 2a

mostrar co6mo se obtiene la solucion [5] de la Seccién 95 a partir de la expresion para
n¥(r, 0) que precede a esa solucidn.

Sea I la funcién impulso unidad (Fig. 128):

_JU/h para 6, <0 <6, + h,
I(h’g_OO)—{O para 0<68<8, o 6, +h <86 <2n

]
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Ih, 0 — 84)

1/h— T__—T
| !
' i
]
| {
| |

5 & -
0 8, 0o +h 2m 0
Figura 128

donde # es un nimero positivo y 0 £ 6, < 6, + h < 2n. Notese que

80+h
J Ih, 0 — 05)dd = 1.

80
Usando un teorema del valor medio para integrales, demostrar que

8o+h

J‘zn P(r09 r, ¢ - B)I(h’ d) - 90)d¢ = P(’O’ r, ¢ — H)J‘ I(h7¢ - 00)d¢s

0 L)

donde 0, < ¢ £ 6, + h, y por tanto que

2n
lim f P(ro, 1, ¢ — O)(h, & — 05)d$ = Plro, v, 6 — bo) r < ro).
h=0 Jo

h>0

Asi pues, el nucleo de Poisson P(r, 1, 0 — 6,) es el limite, cuando A tiende a clero p(olr
valores positivos, de la funcién armonica interior al circulo r = rq cuyos valores de
contorno vienen representados por la funcion impulso 2nl(h, 8 — 6,).

Demostrar que la expresion del Ejercicio 8, Seccion 48, para la suma de una cierta
serie de cosenos se puede escribir

1 —a

1 —2acos b + a®

1+2ia"cosn9= (-l <a< )
n=1

Probar entonces que el nicleo de Poisson admite la representacion en serie [10],
Seccion 95.

Probar que la serie en [10], Seccion 95, para el nacleo de Po%sson converge unifgrme—
mente respecto de ¢. Obtener entonces de [1] en esa seccion la representacion en
serie [11] para U(r, 0) dada alli*.

Hallar, mediante las expresiones [11] y [12] de la Se.cciér} 95,. las. tempegratgraj
estacionarias T(r, §) en un cilindro sélido r < r, de longitud infinita si T(ro, 0) =
cos 0. Probar que no hay flujo de calor a través del plano y = 0.

Sol. T = A(rfry) cos 0 = Ax/ro.

. - . . |
* Este resultado se obtiene para r, = 1 por el método de separacion de variables en el libro de

autor Fourier Series and Boundary Value Problems, 4. ed., Seccion 46, 1987.



354 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES
8. Obtener el caso especial

1 n
a HR, y) = 3 L [P(ro, R, ¢ + §) — P(ro, R, ¢ — Y)IF(¢p) dos;

b HRY) =~ f [PCo, R & + ¥) + Plro, R, 6 — Y)IF6) dp

de la Formula [4] en la Seccion 96, para la funcion arménica en la regién no

acotada R > ry, 0 < ¢ < 7, que se indica en la Figura 129, si esa funcion satisface la
condicion de contorno

lim H(R, y) = Fy) O<y<n
R-ro

R>rg

sobre el semicirculo y a) es cero sobre los rayos BA y DE; b) su derivada normal es
cero sobre los rayos B4 y DE.

Y
H=F®)

Figura 129

9. Dar los detalles de la verificacion de la Férmula [1], Seccién 96, como solucién del
problema de Dirichlet alli enunciado para la regién que muestra la Figura 126.

10. Dar los detalles de la verificacién de la Férmula [3], Seccion 96, como solucidn del
problema de contorno alli enunciado.

I1.  Obtener la Formula [4], Seccién 96, como solucién del problema de Dirichlet para la
region exterior a un circulo (Fig. 127). Para demostrar que u(r, —0) es armonica
cuando lo es u(r, §), utilizar la forma polar

r’u(r, 0) + ru(r, 0) + ug(r, 6) = 0
de la ecuacion de Laplace.

12, Establecer la validez dé 1a Ecuacién [6], Seccion 96.

13. Establecer el limite [7], Seccién 96.

97. FORMULA INTEGRAL DE SCHWARZ

Sea f una funcién analitica de z en el semiplano Im z 2 0 tal que, para ciertas

constantes positivas a y M, f satisface la propiedad de orden

127 < M (Im z 2 0). (1]
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Para un z fijo por encima del eje real, sea CR la mitad superior de un circu}o
orientado positivamente de radio R con centro en el origen, donde R > |z| (Fig.
130). Entonces, segin la formula integral de Cauchy,

d 1 (R f(at
= L[ f@ds 1 (F s

2ni Je, s —z 2mi J_gt-—z

(2]

s

/—\CR
ez ] .

R t R x
Figura 130

Vemos que la primera de estas integrales tiende a 0 cuando R tiende a infinito,
ya que, a la vista de [1],

f(s)ds M _ oM )
L,s - z} “RR== R R - @B

Asi pues,

© f(i)d
fz) = 51;,[ S ar (Im z > 0). [3]

ot —z

ici0 imi i i i verge*. El nume-
La condicion [1] asegura asimismo que la integral impropia con J
ro al que converge es su valor principal de Cauchy (véase Sec. 58), y la representa

4 i i Imz > 0.
iC una formula integral de Cauchy para el semiplano
cwnSi[zl] glsmto z esta por debajo del eje real, el miembro de la derecha en [2] es

cero, luego la integral [3] es cero para tal punto. .Enb consecuencia, cuando zt erslttz
por encima del eje real, tenemos la formula siguiente, donde ¢ es una consta
compleja arbitraria:

= | ( 1 ¢ _)f(t)dt (Im z > 0). [4]

2i J_,\t —z t—Z
En los dos casos ¢ = —1 y ¢ = 1 eso se reduce, respectivamente, a
L= 20 5]
= = dt > 0)
1@ = - L T (v

- a 3-
* Véase, por ejemplo, A. E. Taylor y W. R. Mann, Advanced Calculus, 3* ed., Cap. 22, 198
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y
L f* (-
R LA (6]

Sif(z) = u(x, y) + iv(x, y), se sigue de [51y [6] que las funciones armonicas y
Yy v vienen representadas en el semiplano y > 0 en términos de los valores de
contorno de u para las formulas

L R L) IR N S
u(x, y) = ;f—w md[ = . f»m md[ (y > 0) [7]
y
_ L (x = du, 0)
v(x, y) = z f_w mdt (y > 0. L8]

La Formula [7] se conoce como férmula integral de Schwarz, o formula
integral de Poisson para el semiplano. En Ia proxima seccidn relajaremos las
condiciones de validez de [71y [8]

98. PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN SEMIPLANO

Sea F una funcién real acotada de x que es continua, excepto a lo sumo en un
numero finito de saltos finitos. Cuando Y 2 ey |xl £ 1/e, donde ¢ es cualquier
constante positiva, la integral

© F d
) = f_m T

converge uniformemente con respecto a x e y, al igual que las integrales de las
derivadas parciales del integrando respecto de x ¢ y. Cada una de estas integrales
es la suma de un nimero finito de integrales impropias o definidas, sobre inter-
valos en los que F es continua; por tanto el integrando de cada integral compo-
nente es una funcién continua de I, x e y,cuando y > ¢ Por consiguiente, cada
derivada parcial de I(x, y) viene representada por la integral de la derivada
correspondiente del integrando siempre que y > 0,

Pongamos Utx, y) = YI(x, p)/n. Es decir, U es 1a transformada integral de
Schwarz de F, sugerida por la segunda de las expresiones [7], Seccion 97:

1 @

Salvo por el factor 1/r, el nucleo que aqui aparece es y/|t — z|* Es la componente
imaginaria de la funcién 1 At — z), que es analitica en z para p > 0. Se deduce que

FORMULAS INTEGRALES DE TIPO POISSON 357

i i6 mo se
1 niicleo es armonico, luego satisface la ecuacion de Laplace en xe y.1 Co e
e ede intercambiar €l orden de derivacion e integracion, la funcién [1] cump
pu

esa ecuacion. Por tanto, U es arménica paray > O.
Para demostrar que

Im Ulx, y) = Flx) (2]
)8

itui ormula
para cada x en el que F sea continua, sustituimos = x + y tg ten la Formu
[1] y escribimos

Ulx, y) = %J.m Fx + ytgt)dr (y > 0). [3]

-n/2

Entonces, si

G(x, y,1) = Flx + ytg1) — Flx)

y @ es una pequefia constante positiva,

n/2
= + Li(y) + L(y), [4]
n[U(x, y) — F(x)] = J_m G(x, y, )dv = I(y) 2( 3
donde
o Y, Ly) = f " G v,
Il(y) = 2 G(X, y; T s 2 (~x/2ta

n/2
13(y) = .[ G(x, y? T) dT'
(

n/2)—a

i < 2M.
Si denotamos por M una cota superior para |F(x)|, entonces |G(lx, ¥, Z)Li_nizﬁca
Dado un namero positivo ¢, elegimos o de manera que 6Ma < ¢, lo que sig

que

&
€ g,
L(y) € 2Ma < 3 Y \Ii(y) € 2Ma < 3

i i (imero positi-
A continuacion probamos que, correspondiendo a ¢, existe un nimero p
vo & tal que

e .
|12(y)<§ si 0 <y<d.

inui i n niumero
A tal fin, observemos que, por la continuidad de F en x, existe u
9

positivo y tal que

Gl 7, < 3= si 0 < yltgtl <.
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El maximo valor de ltg 7| cuando t varia desde (—7/2) + ¢ a m/2) — a es
tg (m/2) — o = cotg . Por tanto, si hacemos § — 7 tg a, se deduce que

L) < % r ~ 20) < ; siempre que 0 < y < .

Hemos demostrado asi que

L) + LG + L) < ¢ siempre que 0 < y < 4,

La condicién [2] se sigue ahora de este resultado y de la Ecuacion [4].
La Férmula [1] resuelve por tanto el problema de Dirichlet para el semiplano

acotada. Hagamos constar que U(x, y) = F,, cuando F(x) = F,, donde Fy es una
constante.

De acuerdo con la Formula (8] de la Seccion 97, bajo ciertas condiciones
sobre F la funcién

1= (x—
vy =2 [T ESI0 L ay [5)

En los ejercicios se tratan los casos especiales de la Férmula [1] en que Fees
para o impar.

99. PROBLEMA DE NEUMANN PARA UN DISCO

Al igual que en la Seccién 94 y en la Figura 125, escribimos s = ro €xp (id) y
Z = rexp (i0), donde r < ro. Para s fijo, 1a funcién

Qlro, 7, ¢ — 6) = ~2roln|s —z| = ~ro In [rZ —2ryr cos (¢ -0)+r] [1]

€s arménica en el interior de| circulo |z| = r, porque ¢s la parte real de —2ry log
(z ~ s), donde el corte de ramificaciéon de log (z — s)es un rayo que arranca del
punto s. Si ademas r % 0,

— _To| 2r* — 2r,rcos (¢ — 6) _
Grors 0= 2P0 ]

Il

FIPror ¢ — ) - 1]

donde P es el nicleo de Poisson [7] de la Seccién 94.

FORMULAS INTEGRALES DE TIPO POISSON 359

Estas observaciones sugieren que la funcion Q puede ser utilizada para escri-

. ) Sni i 1
bir una representacion integral de una funcién arménica U cuya derivada norma

i = refijados G(0).
sobre el circulo r = r, toma valores p o 5
o Si G es continua a trozos y U, es una constante arbitraria, la funcion

06 0) = 52 [ Qors — 06@was + U e <r) [

es armoénica porque el integrando es una funcion arménica de r y 6. Si el valor
medio de G sobre el circulo |z| = r, es cero, o sea

fhﬂ@w=a [4]
0

entonces, en vista de [2],

2n

amm=%ﬁ)%mmn¢—m—ua@w=

2n

= L b n 6 — 0)G(0) db.
r2m |,

Ahora bien, segin las Ecuaciones [1] y [2] de la Seccién 95,

2n
lim | Plro,r, ¢ — 6)G(@)dd = G(O).
roro 21 Jo

En consecuencia

lim U,(r, 8) = G(6) (3]

ara todo 6 en el que G es continua. N ]
P Si G es continua a trozos y cumple la condicion [4], la formula

zmm=—%ﬁfmm—mme—m+ﬂa@w+% (r<ro) [6]

resuelve, por tanto, el problema de Newmann para lg’ reglonllr{terlcl)jr( a10<;12<;1ullg
r = ro, donde G(8) es la derivada normal de’ Ia fun’cwn armoénica : r,[4] JTe]
frontera en el sentido de la condicién [S]. Notese como se deduc:z ()edel L
que, por ser In r es constante, U, es el valor de U en el centro r =

' —L:)z valores U(r, 0) pueden representar temperaturas estacxongn:s ecrz1 11:)1: :sc;;
r < ry con caras aisladas. En tal caso, [5] establece que el flujo de
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disco a través de su borde es i
proporcional a G(#). La condicion [4 isi
S . es el r
fisico natural de que el ritmo total del flujo de calor en el disco }[1a]dc ser 22 o va
que las temperaturas no varian con el tiempo. o

Upa forr’nula correspondiente para una funcién arménica H en la region
exterior al circulo r = r, se puede expresar en términos de Q como

1 2n
HR ¥) = —5- fo Qlro, R, ¢ — ¥)G(¢)d¢ + H, (R > ro), [7]

con H, constante. Como antes, su i
. » Suponemos que G es continua a
se cumple. Entonces Honoa Y que [4]

H, = lim H(R, y)
R-w

lim Hp(R, ¥) = G() [8]

R-ro
R>rg

para todo  en el que G sea continua.

'La comp{o.bacmn de [7], asi como casos especiales de [3] que se aplican a
regiones semicirculares, se relegan a los ejercicios.

100. PROBLEMA DE NEUMANN PARA UN SEMIPLANO

Sea G(x) cc_mtinua en todo x real, excepto en un niimero finito de saltos finitos y
tal que satisface una propiedad de orden ’

X*G(x)| < M (—0 < x < o), [1]

clon a> 1. Fijado cualquier nimero real ¢, 1a funcién Log |z — ¢| es armonica en
el semiplano Im z > 0. Por consiguiente, la funcion

1 )
Ulx, y) = ;J } In|z — 1|G(tydr + U, = 2]

1 @
7 le In[(t — x* + y*1G()dt + U, (y >0,

donde U9 ¢s una constante real, es armonica en ese semiplano.
< La Férmula [2] se ha escrito con la transformada integral de Schwarz [1]
eccion 98, en mente; porque se deduce de [2] que ’

_ 1= yG(1)
Uy(x’ y) - ; J‘—m mdt (y > 0) [3]

FORMULAS INTEGRALES DE TIPO POISSON 361

A la vista de [1] y [2] de la Seccion 98, se tiene
lim Uyx, y) = G(x) [4]

y>0
y>0

en todo punto x en que G sea continua.

La féormula integral [2] resuelve evidentemente el problema de Neumann para
el semiplano y > 0, con condicion de contorno [4]. Pero no hemos concretado
condiciones sobre G que sean suficientes para garantizar que la funcion armonica

U se mantenga acotada cuando |z| crece.
Si G es una funciéon impar, la Formula [2] puede escribirse

D O T Ul
Ulx, y) = 5~ L 8 [(z + x)° + yz]G(t)dt x> 0r= 0 b

Esto representa una funcién armonica en el primer cuadrante x > 0,y > 0, que
satisface las condiciones de contorno

U@, y) =0 (y > 0), [6]
lim Uyx, y) = G(x) (x > 0). [7]
y20
y>0

Los nucleos de las formulas integrales para funcion armonicas presentadas en
este capitulo pueden ser descritos en términos de una sola funcion real de las

variables complejas z = x + iyyw = u + iv:
K(iz,w) = In |z — w| (z # w) 8]
Esta es la funcion de Green para el potencial logaritmico en el plano z. La funcion

es simétrica, esto es, K(w, z) = K(z, w). En los ejercicios se dan expresiones de los
nucleos usados antes, en términos de K y de sus derivadas.

EJERCICIOS

1. Obtener, como caso especial de [1], Seccién 98, la expresion

_) b 1 _ 1
Ulx, y) = - .L [(’ e A P yz]F(t)dt (x>0,y>0)

para una funcién acotada U que sea armonica en el primer cuadrante y que cumpla
las condiciones de contorno
U@,y =0 (y > 0),
lim U(x, y) = F(x) (x >0, x # x),
y—0

y>0
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donde F es acotada para todo x positivo y continua, excepto a lo sumo en un niimero
finito de saltos finitos en los puntos x;(j=12,..,n).

Como caso especial de la Formula [17, Seccion 98, obtener la expresion

ye 1 + 1
Ulx, y) = - L [(t e e R PR yz]F(t) dt x>0,y>0

para una funcién acotada U que sea armonica en el primer cuadrante y que satisfaga
las condiciones de contorno

U0, =0 (y > 0),
lim U(x, y) = F(x) (x>0, x # x),
y—0

y>0

donde F es acotada para x positivos y continua, excepto a lo sumo en un ndmero
finito de saltos finitos en los puntos x;(=12,.,n).

Intercambiar los ejes x e y en la Seccion 98 para escribir la solucién

1 ®
Ulx, y) = ;j_m J‘%dt x> 0)

del problema de Dirichlet para el semiplano x > 0. Denotar

1 para -1 <y<|,
o) = {0 para [y > 1,

y obtener estas expresiones para U y su arménica conjugada — V-

1 + 1 -1 1 2 2
Ulx, y) = - (arctg 4 o arctgy p >, Vix, y) = 7 In %%,

donde —n/2 < arctg t < n/2. Probar ademas que

Vix, y) + iU(x, y) = %[Log (z + i) — Log (z — i)],

donde z = x + iy.

Sean T(x, y) las temperaturas estacionarias acotadas en una placa x > 0,y > 0, con
sus caras aisladas, cuando '

lim T(x, y) = F(x) (x > 0),
159
lin; T(x, y) = F(y) (y >0
x>0

(Fig. 131). Aqui F, y F, son acotadas y continuas, excepto a lo sumo en un niimero
finito de saltos finitos. Poniendo x + iy = z, probar con ayuda de las expresiones
deducidas en el Ejercicio 1 que

T(x, y) = Ti(x, y) + Ty(x, y) (x >0,y >0),
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¥y
T=F)
T=Fx) x
Figura 131

donde

y [® 1 1
Ti(x, y) = = - F(r)dt,
l(x y) n Jl) (lt _ Z|2 It + Z|2> l(t) L

y ([ 1 1
T s = - - .
2(%, ¥) - L (Iit g Z|2>F2(t) dt

Establecer la Formula [7], Seccién 99, como solucion del problema de Neumann
para la region exterior a un circulo r = r,, usando resultados precedentes de esa
seccion.

Obtener como caso especial de [3], Seccion 99, la expresion
1 n
U, 9) = EJ [Q(o, 1, ¢ — 0) — Qlro, 1, ¢ + 0)]1G() dp
V]

para una funcion U que sea armonica en la region semicircular r < ry, 0 < 6 < ny
que satisfaga las condiciones de contorno

Ur,0) = Ur,n) =0 (r < ro)
lim U,(r, 8) = G(8) 0O<b0<m

r=ro
r<ro

para cada 0 en el que G es continua.

Obtener, como caso especial de [3], Seccion 99, la expresion
1 n
ur, 0) = ZTzJ [Q(ro. 7, ¢ — 0) + Qlro, 7, ¢ + 0)IG(d)dd + U,
0
para una funcién U armoénica en la region semicircular r < ry, 0 < 6 < 7 que
satisfaga las condiciones de contorno

Ug(r,0) = Uy(r,n) = 0 (r <rg),
lim U,(r, 0) = G(0) 0O<8<n

r—ro
r<ro

para todo 0 en el que G es continua, supuesto que

J: G(p)do = 0.
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Denotemos por T(x, y) las temperaturas estacionarias en una placa x = 0,y 2 0. Sus
caras estan aisladas, con T = 0 en el borde x = 0. El flujo de calor (Sec. 78) en la
placa a lo largo del segmento 0 < x < 1 del borde y = 0 es una constante 4, y el
resto de ese borde esta aislado. Usar la Formula [5], Seccién 100, para demostrar
que ¢l flujo que sale de la placa por el borde x = 0 es

A 1
—In (1 + —2>
n y

Probar que el nucleo de Poisson (Sec. 94) viene dado en términos de la funcion de
Green

1
Kz, w)=In)z — w| = 3 In [p? — 2pr cos (¢ — 8) + r2],

donde z = rexp (i) y w = p exp (id), por la ecuacion

Plp, r, ¢ ) =2p 0 1
y r’ — — —_— .
op

Probar que el niicleo utilizado en la transformacién integral de Schwarz (Sec. 98) se
puede escribir en términos de la funcién de Green

1
Kz, w) = In |z — w| =§ln [x — w? + (y — )],
donde z = x + iy yw = u + iv, como

y K] K]
|u—z|2_(3y v=0_ ov v=0

Aqui ha de interpretarse K como una funcién de las cuatro variables reales x, y, u y v.

CAPITULO

DOCE

TEORIA DE FUNCIONES
COMPLEMENTARIA

Muchas cuestiones que no eran esenciales para la continuidad de la presentacion
de los capitulos precedentes se han ido omitiendo. Algunas de ellas, sin embargo,
pueden tener cabida en un curso elemental, y por esa razon las presentaremos en
este capitulo.

101. CONDICIONES BAJO LAS CUALES f(z) = 0

Prolongamos el enunciado y demostracion del teorema de esta seccién con un
lema qtil.

Lema. Sif(z) = 0 en todo punto z de un dominio o arco que contiene a un
punto z,, entonces f(z) = 0 en cualquier entorno N, de z, en el que f sea
analitica. Esto es, f(z) = 0 en todo punto z de N,.

Para demostrarlo, necesitamos el hecho de que, bajo las condiciones impues-
tas, f es idénticamente cero en algin entorno N de z,. En efecto, de lo contrario
existiria un entorno punteado de z, en el que f(z) # 0 (véase Ejerc. 8, Sec. 57); y
ello seria inconsistente con la condicion de que f(z) = 0 en un dominio o arco
que contiene a z,. Ya que f(z) = O en el entorno N, se deduce que todos los
coeficientes a, = f"(zo)/n! (n = 0, 1,2, ...) de la serie de Taylor de f(z) centrada en
zo han de ser nulos. Luego f(z) = 0 en el entorno N,, pues la serie de Taylor
también representa a f(z) en N,.

Teorema. Si una funcion f es analitica en un dominio D y f(z2) = 0 en todo
punto de un dominio o arco interior a D, entonces f(z) = 0 en D.

El método de demostracion va a ser similar al empleado en el teorema de la
Seccion 42. Sea z, cualquier punto del dominio o arco interior a D donde
Sz} = 0; y construyamos una linea poligonal L desde 7o hasta cualquier otro
punto P en D. Denotemos ademas por 4 la minima distancia desde los puntos

365
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de L a la frontera de D. Cuando D es todo el plano, d puede tomarse como
cualquier nimero positivo.

Ahora debe existir una sucesion finita de puntos zy, z,, z,, ..., z, sobre L tales
que z, coincide con Py

ze — zeql < d k= 1,2, ..,n).

Formando una sucesion finita de entornos Ny, Ny, N,, ..., N,, donde cada N, esta
centrado en z, y tiene radio d, observamos que f es analitica en cada uno de esos
entornos y que el centro de cada Ni(k = 1, 2, .., n) esta en el entorno N, _, (véase
Fig. 44 en la Sec. 42).

Como f es analitica en el entorno N, y debido a la eleccién del punto z,,
nuestro lema nos dice que f(z) = 0 en N,. Pero el punto z, esta en el entorno, o
dominio, N,. Por tanto, una segunda aplicacion del lema revela que f(z) = Oen
N,; y siguiendo este proceso, llegamos a la conclusion de que f(z) = 0 en N,.
Puesto que N, esta centrado en el punto Py P era arbitrario en D, concluimos
que f(z) = 0 en D. El teorema queda probado.

Supongamos ahora que dos funciones f y g son analiticas en un mismo
dominio D y que f(z) = g(z) en todo punto de algin dominio o arco contenido
en D. La funcion h definida por h(z) = f(z) — g(z) es también analitica en D, y
h(z) = O sobre el subdominio o a lo largo del arco. Segin el teorema, hz) =0

sobre D; esto es, f(z) = g(z) cuando z estd en D. Asi llegamos al siguiente
corolario.

Corolario. Una funcion analitica en un dominio D estd univocamente determi-
nada en D por sus valores en un dominio o arco interior a D.

Ejemplo. Como sen? x + cos? x = 1, la funcidén entera
f@) =sen?z 4+ cos?z — 1

es nula sobre el eje real. En consecuencia, por el teorema anterior, debe ser nula
en todo el plano complejo, lo cual significa que

sen? z + cos?z = 1

para todo z. Notese asimismo como el corolario nos dice que sen z y cos z son las
Gnicas funciones enteras que pueden tomar los valores sen x y cos Xx, respectiva-
mente, sobre el eje real.

102. PROLONGACION ANALITICA

La interseccion de dos dominios D, y D, es el dominio D, n D, que consta de
los puntos comunes a D, y D,. Si los dos dominios tienen puntos en comun,

entonces su union D; U D,, formado por la totalidad de puntos de D, yde D,,
también es un dominio.
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Si tenemos dos dominios D, y D, con puntos comunes (Fig. 132) y una
funcion f; analitica en D,, puede existir una funcién f,, analitica en D,, tal que
f2(2) = f1(2) para todo z en la interseccion D; N D,. Si es asi, llamaremos a F,
una prolongacion analitica de f, en el dominio D,.

Figura 132

Siempre que existe esa prolongacion analitica f5, es Gnica, de acuerdq con el
corolario de la Seccion 101. En efecto, no puede haber mas de una funcién que
sea analitica en D, y tome el valor f;(z) en todo punto z del dominio D; n D,
interior a D,. No obstante, si existe una prolongacion analitica f; de f, de D, en
un dominio D que intersecta al Dy, como indica la Figura 132, no es necesaria-
mente cierto que f3(z) = f1(z) en todo z de D; N D,. En el Ejemplo 3 aqui abg:]o
ilustraremos este hecho de que una cadena de prolongaciones de una funcion
dada sobre D, puede llevar a una funcion final diferente definida en el pr(?p'io D,.

Si f, es la prolongacion analitica de f; desde el dominio D, al dominio D,,
entonces la funcion F definida por

Ao = gl(z) si z esta en D,,

IR AE)) si z esta en D,

es analitica en la uniéon D, U D,. La funcion F es la prolongacion analitica en
D, u D, tanto de f; como de f,, y f1, f, se llaman elementos de F.

Ejemplo 1. Consideremos en primer lugar la funcién f; definida por

£ = nzo 2 [1]

Esta serie de potencias converge a 1/(1 — z) cuando |z| < 1 (Sec. 46). Diverge
cuando |z| = 1, ya que entonces la norma del término n-ésimo z" no tiende a cero
cuando » tiende a infinito. Por consiguiente,

1
= < 1,
fid) = ;— para ||

y f1 no esta definida para |z] > 1.
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En cuanto a la funcion

f(2) = (z#1 (2]

1 — 2z

esta definida y es analitica en todas partes excepto en el punto z = 1. Como
Jf2(2) = fi(2) dentro del circulo |z] = 1, la funcidn f, es la prolongacion analitica
de f; en el dominio consistente en todos los puntos del plano z, excepto z = 1.
Es la unica posible prolongacion analitica de f; en ese dominio, de acuerdo con
las observaciones del comienzo de esta seccion. En este ejemplo, f; es también
un elemento de f;.

Conviene hacer constar que si empezamos con la informacion de que la serie
de potencias

o
2
n=0

converge para |z] < 1y que su suma es 1/(1 — x) cuando z = x, podemos
concluir que su suma es 1(1 — z) siempre que |z| < 1. Una serie de potencias
convergente representa una funcion analitica, y 11 — z) es la funcion analitica
en el interior del circulo |zl = 1 que toma los valores 1/(1 — x) a lo largo del
segmento del eje x interior a ese circulo.

Ejemplo 2. Consideremos la funcion

filz) = Jw e dt. (3]

0

Como se vio en el Ejercicio 1c), Seccion 31, esta integral existe sélo cuando
Re z > 0, siendo su valor 1/z. Por tanto, podemos escribir

=1 Rez>0) [4]

El dominio de definicion Re z > 0 se denota por D, en la Figura 133,y f; es
analitica alli. Sea f, definida por la serie geométrica:

S Y .

file) =i Y l. (z + 4 < 1). [5]
n=0

Dentro de su circulo de convergencia, que es el circulo unidad centrado en el

punto z = i, la serie es convergente. Mas concretamente,

| 1

Terwi: [6]

fal2) =
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¢—————

Ny
%ﬁ\
N
\\
\\\

Figura 133

cuando z estd en el dominio |z + i < 1, denotado D,. Evidentemente,
S2(2) =/1(2) en todo z de la interseccion D, N D,, y f, es la prolongacién anali-
tica de £, en D,.

La funcién F(z) = 1/z (z # 0) es la prolongacion analitica tanto de f, como de
/2 en el dominio D; que consta de todo el plano z, salvo el origen. Las funciones
f1 Y /> son elementos de F.

Ejemplo 3. Consideremos finalmente esta rama de z!'%:
fi2) = Jr e? r>00<86<n).

Una prolongacion analitica de f; a través del eje real negativo en el semiplano
inferior es

f2(2) = Jr e <r > o,g <0< 27:).

Una prolongacion analitica de f, a través del eje real positivo en el primer
cuadrante es, entonces,

f32) = \/; &2 <r >0n<0< 5711:)

Notese que f5(2) f1(z) en el primer cuadrante; de hecho, f3(z) = —f,(2) alli.

103. PRINCIPIO DE REFLEXION

En el Capitulo 3 vimos que algunas funciones elementales f(z) poseen la propie-
dad de que f(2) = f(z) para todo punto z en un cierto dominio, y otras no.



370 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Ejemplos. Las funciones
z, z2 4+ 1, €, senz

tienen esa propiedad, porque al sustituir z por su conjugado el valor de tales
funciones pasa a ser el conjugado del valor original. Por otra parte, las funciones

iz, z2 4+ i, €% (1 + i)senz

no tienen esa propiedad de que la reflexion de z en el eje real corresponda a la
reflexion de f(z) en el eje real.

El siguiente teorema, conocido como princpio de reflexion, explica esas obser-
vaciones.

Teorema. Sea f una funcién analitica en algun dominio D que incluye un
segmento del eje x y es simétrico respecto del eje x. Si f(2) es real siempre que x
es un punto de ese segmento, entonces

@ =@ [

siempre que z sea un punto de D. Reciprocamente, si se satisface la condicion
[1], entonces f(x) es real.

La Ecuacion [1] representa la misma condicion sobre f que la ecuacién

@) = 1@, [2]

donde f(z) = u(x, y) + iv(x, y) y

f@ = ux, —y) ~ iolx, —y). [3]
Cuando se satisface la condicion [2] en un punto (x, 0) del eje real,
u(x, 0) — iv(x, 0) = u(x, 0) + iv(x, 0).

Por tanto, v{(x, 0) = 0y f(x) es real. La afirmacion reciproca del teorema es, pues,
cierta.
Para demostrar la afirmacion directa, hemos de probar antes que la funcion

jﬁ es analitica en el dominio D. Escribimos

Rz) = f(2) = Ulx, y) + iVlx, y).
Entonces, segin [3],

Ulx, y) = ux, 1), Vix,y) = —uv(x, 1) [4]
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donde t = —y. Como f(x + if) es una funcion analitica de x + ir, las funciones
u(x, t) y v(x, 1), junto con sus derivadas parciales, son continuas sobre D, y en él se
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Wy =0, U= —0, 5]

Ahora bien, en vista de las ecuaciones [4],

dt
U, = u,, v, = —v,‘—i}: = v,
y se desprende de ellas y de la primera ecuacion en [5] que U, = V,. Analoga-
mente, U, = — V,. Estas derivadas parciales de U, ¥ son continuas, y la funcion
Rz) = fG)

es, por tanto, analitica en D.
Dado que f(x) es real, v(x, 0) = 0. Luego

Hx) = Ux, 0) + iV(x, 0) = u(x, 0);

es decir, F{z) = f(z) si el punto z esta en el segmento del eje x interior al dominio
D. Del corolario de la Seccion 101 se sigue que Flz) = f(z) en todo punto z de D,
pues ambas son funciones analiticas alli. Asi pues, la condicion [2] queda estable-
cida, y probado con ello el teorema.

EJERCICIOS

1. Recordando que las funciones seno y coseno hiperbolicos, la exponencial y las
funciones seno y coseno son todas enteras, usar el teorema de la Seccion 101 para
obtener cada una de estas identidades para todo z complejo, a partir de las identi-
dades correspondientes cuando z es real:

a) senh z + cosh z = €% b) sen 2z cos z;

¢) cosh? z — senh? z = 1 d) sen (g— - z> = €os z.

2. Probar que la funcion

f(0) = (z # £9)

22 4+ 1

es la prolongacion analitica de la funcién

£ = 3 (- <

en el dominio que consiste en todo el plano z, excepto z = +i.
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Demostrar que la funcion f,(z) = 1/z%(z # 0) es la prolongacién analitica de la

funcion

fO =S 0+ e <D

en el dominio que consta de todo el plano z, salvo z = 0.

Explicar por qué la funcion

Jul) = Jr e

es la prolongacion analitica de la funcion (Ej. 3, Sec. 102)

r>0 —n<6<n

fi(@ = re”

a través del eje real positivo en el semiplano inferior.

(r>00<86<n

Hallar la prolongacion analitica de Log z desde el semiplano superior Im z > 0 al
semiplano inferior a través del eje real negativo. Notese que esta prolongaciéon

analitica es diferente de Log z en el semiplano inferior.

Sol. Inr+i0(r>00<6 < 2n).

Hallar la prolongacion analitica de la funcion

fl2) = Jw te™* dt (Rez > 0)

o

en el dominio formado por todo el plano z, excluido el origen.

Sol.

Probar que la funcién 1/(z2 + 1) es la prolongacién analitica de la funcion
fl2) = J e”* sen ¢t dt (Re z > 0)

en el dominio consistente en todo el plano z, excepto z = =+1i.

1/z%,

Demostrar que si en el teorema de la Seccion 103 se sustituye la condicion de que

f(x) sea real por la de que f(x) sea imaginario puro, la conclusién cambia a

1@ = —f0.

Usar el corolario de la Seccion 101 para probar que si una funcion f(z) es anali-
tica y no constante sobre un dominio D, entonces no es constante en ningln entorno

en D.

Sugerencia: Supdngase que f tuviese un valor constante w, sobre un entorno

en D.
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104. PUNTOS SINGULARES EVITABLES Y ESENCIALES

El comportamiento de una funcion cerca de un polo ha sido mencionado en la
Seccion 57 y en sus Ejercicios 9 y 10. En esta seccion presentamos dos importan-
tes teoremas que describen el comportamiento de funciones cerca de los otros dos
tipos de puntos singulares aislados, los evitables y los esenciales. .

El primer teorema, debido a Riemann, se refiere a los puntos singulares
evitables.

Teorema 1. Si f es acotada y analitica en un entorno punteado 0 < |z — zo| < 6
de un punto z,, entonces o bien f es analitica en z, o bien z, es un punto singular
evitable de f.

Para demostrar esto, suponemos satisfechas las condiciones impuestas sobre f
y observamos que f viene representada por una serie de Laurent:

N

N ) © bn
@)=Y alz =z + Y — O <z =zl <9). [1]
n=0 n=1 (Z - ZO)
Si C denota un circulo orientado positivamente [z — zo| = p, con p < 9,
entonces los coeficientes b, son (Sec. 47)
L O n=12.) [2]
P 2mi oz — zg)T"

Por ser f acotada en el entorno punteado, existe un namero positivo M tal que
f@l < M 0 < |z — zo) < 0).

De [2] se deduce que

b < 1 M
n :27Ip_"+1

2np = Mp" n=102.).

Como los coeficientes b, son constantes y p se puede escoger arbitrariamente
pequefio, podemos concluir que b, = 0 (n = 1, 2, ..). Asi que la serie [17 se
reduce a

flz) = i a(z — zo) 0 < |z — zo| < O). (3]
n=0

Si f(zo) = a,, esta representacion en serie de potencias es valida en -el entorno
|z — zo] < 8, en cuyo caso f debe ser analitica en z,. En caso contrario, f puede
hacerse analitica en z, poniendo f(z,) = ao. El punto z, es, pues, un punto
singular evitable de f. Esto completa la demostracion del teorema -



374 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

El comportamiento de una funcion en las proximidades de un punto singular
esencial es muy irregular. Ya se anuncié en la Seccién 55, donde se formulé el
teorema de Picard, a saber, en todo entorno de un punto singular esencial, la
Juncion toma todo valor finito, con una sola excepcion posible, un nimero infinito de
veces. Se ilustro este hecho en el Ejemplo 4 de esa seccion, probando que la
funcion exp(1/z), que tiene un punto singular esencial en el origen, toma el valor
—1 un numero infinito de veces en cualquier entorno de ese punto singular. No
vamos a probar el teorema de Picard, pero si uno de Weierstrass relacionado,
que muestra como el valor de una funcién es arbitrariamente proximo a cual-
quier niimero prefijado ¢ en ciertos puntos arbitrariamente proximos a un punto
singular esencial de esa funcion.

Teorema 2. Sea z, un punto singular esencial de una funcion £,y sea ¢
cualquier nimero complejo dado. Entonces para cada nimero positivo ¢, por
pequefio que sea, la desigualdad

fiz) — o < & [4]
se satisface en algiun punto z de todo entorno punteado de z,.

Para demostrar el teorema, consideremos un entorno punteado 0 < [z — z,|
< d de z,, con § suficientemente pequeiio para que fsea analitica alli, y suponga-
mos que [4] no se cumple en ningin punto de ese entorno punteado. En tal caso,
f(z2) — c| > ¢ para todos esos puntos, y la funciéon

1
8(z) = 0 =< 0 <z — 2| < 9) (5]

es acotada y analitica. Segin el Teorema 1, Zo €s un punto singular evitable de g.
Definamos g(z,) de modo que g sea analitica en z,. Como f no puede ser
constante, tampoco g puede serlo y, a la vista de la serie de Taylor para g en z,, 0
es g(zo) # 00 g tiene en Zy un cero de orden finito. En consecuencia, su reciproca,

1
g6=f(z)_c’

o bien es analitica en Zo o bien tiene en z, un polo (véase Sec. 57). Pero esto
contradice la hipotesis de que z, sea un punto singular esencial de f. Por tanto, Ia
condicion [4] ha de satisfacerse en algun punto del entorno punteado dado.

105. PRINCIPIO DEL ARGUMENTO

Sea C un contorno cerrado simple orientado positivamente en el plano z, y sea f
una funcién analitica dentro de y sobre C con la posible excepcion de polos
interiores a C. Supongamos ademas que f no tiene ceros sobre C. La imagen I de
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C bajo la transformacion w = f(z) es un entorno cerrado en el plano w (Fig. 134).
Cuando un punto z recorre C en sentido positivo, su imagen w recorre I" en una
determinada direccion que fija sobre I' una orientacién.

Wo

u X W u

Figura 134. w = f(2).

. Como f no tiene ceros sobre C, el contorno I no pasa por el origen del plano

w. Sea w, un punto fijado de I, y sea @, un valor de arg Wo- Hagamos variar
ahora de modo continuo el arg w, partiendo del valor ¢,, mientras el punto w
arranca de w y recorre I' una vez en el sentido que le ha asignado la transforma-
cion w = f(z). Cuando w vuelve al punto inicial w,, arg w tpma un valor
particular de arg w, que denotaremos por ¢,. Asi pues, el camb19 en arg w al
describir w una vez I' en su sentido de orientacion es ¢, — ¢,. Notese.que este
cambio es independiente del punto particular w, escogido para determinarlo.

El namero ¢; — ¢, es también el cambio en el argumento f(z) cuando z
describe C una vez en sentido positivo, y escribimos

Ac arg f(z) = ¢y — @, (1]
El valor de A arg f(z) es un multiplo entero de 2=, y el entero

 Ac arg £(2)
2n

representa el numero de veces que el punto w gira en torno al origen en el plano
w cuando z describe C una vez en sentido positivo. Si, por ejemplo, este entero es
—1, entonces I' da una vuelta en torno al origen en sentido de las agujas de un
reloj. En la Figura 134 el valor de A arg f(z) es cero. El valor de A.C arg f(z) es
siempre cero cuando el contorno I” no encierra al orige_n w = 0. Dejamos como
ejercicio la verificacion de este hecho en un caso especial.

El valor de A¢ arg f(z) puede determinarse a partir del namero de ceros y
polos de finteriores a C. Recordemos del Ejercicio 11, Seccion 63, que €sos Ceros
y polos son necesariamente finitos en nimero.

Teorema. Sea C un contorno cerrado simple, descrito en sentido positivo, y sea
S una funcion que es analitica dentro de y sobre C, excepto posiblemente en
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polos interiores a C. Supongamos ademdas que f no tiene ceros sobre C. En-
tonces
1
5= Acargf(z) = N — P, 2
2n

donde N y P son el nimero de ceros y el nimero de polos de f, contados con sus
multiplicidades, interiores a C.

Nuestra demostracion de este resultado, conocido como principio del argu-
mento, se basa en la igualdad

L A

i o fg BN - P

obtenida en el Ejercicio 9 de la Seccién 63. Si C se expresa paramétricamente
como z = z(f)(a < t = b), una representacion paramétrica de su imagen I' bajo
la transformacion w = f(z) es

w = w1) = flz(1)] (@a=tzbh).
Ahora bien, de acuerdo con el Ejercicio 10, Seccién 31,
wi(t) = f'[z()]z(0)

a lo largo de cada uno de los arcos suaves que constituyen el contorno I'. Puesto
que Z'(#) y w'(f) son continuas a trozos en el intervalo a < t < b, podemos escribir

WAEUI _ f " w()
A ECTIRA A AT
Es decir,
1e [ dw
J&m”‘LV
De manera que la Ecuacién [3] se convierte en
1 dw

Como I nunca pasa por el origen del plano w, podemos expresar cada punto
de ese contorno en forma exponencial como w = exp (i¢). Si representamos
entonces I' en términos de algan parametro t como

w = w(t) = p(r) exp [ig(7)] (c=sr

IA

d),
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obtenemos
w'(t) = p'(z) exp [ig(t)] + p(r) exp [i(z)]ig'(z),

donde p'(1) y ¢'(£) son continuas a trozos en el intervalo ¢ < 7 < d. Por tanto

podemos escribir

d d d

dw =J W(T)dz = J &dr + if ¢'(x) dr,
rw c W(T) c p(T) ¢

Jﬂ=mMTHmW
r w c c

) — ¢(c) = ¢y — do = Ac arg f(2).

0 sc€a

Pero p(d) = plc) y

En consecuencia,
daw .
f — = i Ac arg f(2). (5]
r‘ w

Ahora la expresion [2] se deduce inmediatamente de [4] y [5].
Una aplicacion del principio del argumento aparece en el Ejercicio 7, en el
que se esboza una demostracion alternativa del teorema de Rouché (Sec. 63).

EJERCICIOS

1. Sea ¢ un niimero complejo no nulo prefijado. Probar que la funcién exp (1/z), que
tiene en z = 0 un punto singular esencial, toma el valor ¢ un nimero infinito de veces
en cualquier entorno del origen.

Sugerencia: Hacer ¢ = ¢, exp (iy), conc, > 0, y probar que exp (1/z) toma el valor
c en los puntos z = r exp (if) cuando r y 0 satisfacen las ecuaciones

1 — In ¢,
=5 senf = ——, cosl?=——~—z=
92 + (In ¢g) /y? + (In cp)? 72 + (In ¢,)

Obsérvese que r se puede hacer arbitrariamente pequefio afiadiendo multiplos ente-
ros de 2 al angulo y, manteniendo ¢ inalterado.

2

2. Demostrar que si una funcién f es analitica en un entorno punteado de un punto z, y
si zy es un punto de acumulacion (Sec. 8) de ceros de £, entonces o z, €s un punto
singular esencial de f o f es idénticamente nula.

Sugerencia: Recordar el Ejercicio 8 de la Seccion 5.
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3. Examinar los ceros de la funcién z2? sen (1/2), y aplicar el resultado obtenido en el
Ejercicio 2 para probar que el origen es un punto singular esencial de esa funcion.
Noétese que esta conclusion se sigue también de la naturaleza del desarrollo en serie
de Laurent de esa funcién en el dominio 0 < lz] < =,

4. Sea f una funcién analitica dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, y
supongamos que f no se anula en ningan punto de C. Sea la imagen de C bajo la
transformacion w = f(z) el contorno cerrado I' que muestra la Figura 135. Usando
I, determinar el valor de A arg f(z). Determinar asimismo el niimero de ceros de f
interiores a C.

-

Figura 135

S. Sea Ceel circulo unidad |z| = 1 descrito en sentido positivo. Hallar el valor de A, arg
f(2) para la funcién

2242
z

a &) =2z% b)fi) =

Ademas, para cada una de las transformaciones definidas por esas funciones, hallar el
nimero de veces que el punto imagen w gira en torno al origen del plano w cuando el
punto z describe C una vez en sentido positivo.

Sol. a)4n,2; b) ~2x, —1.

6. Con Ia notacion de la Seccién 105, probar que si I' no encierra al origen w = 0 y
existe un rayo que arranca de ese punto y no intersecta a I, entonces A, arg f (z) = 0.
Sugerencia: El cambio en el valor de arg f(z) debe ser menor que 27 en valor
absoluto cuando el punto z da una vuelta sobre C. Usar entonces el hecho de que

Ac arg f(2) es un multiplo entero de 2.

7. Sean f, g dos funciones analiticas dentro de y sobre un contorno cerrado simple C, y
supongamos que |f(z)|>[g(z)| en todo punto de C. Seguir los pasos descritos a
continuacién con el fin de lograr una demostracion alternativa del teorema de
Rouché (Sec. 63), que afirma que /'y S + g deben tener el mismo niimero de ceros,
multiplicidades incluidas, interiores a C. Ya sabemos por la Seccion 63 que fy f + g
no tienen ceros sobre C, al que suponemos orientado positivamente.

a) Razonar por qué bajo la transformaciéon w = 1 + [g(z)/f(2)] la imagen I' de C
esta dentro del ciculo |w — 1] = 1, y por tanto por qué I' no encierra al origen
w=20
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b) Tras observar que

]

Ac arg[f(2) + 2(2)] Ac arg {f(z)l:l + @]} -
S

Ac arg f(z) + Ac argl:l + %:I’

usar el resultado de la parte a) para concluir que
Ac arg[f(2) + g(2)] = Ac arg f(2).

Usar ahora el principio del argumento (Sec. 105) para completar la demostracion
del teorema de Rouché.

106. UNA SUPERFICIE DE RIEMANN PARA log z

\Una superficie de Riemann es una generalizacion del plano complejo a una
}uperﬁcie de mas de una hoja tal que una funciéon multivaluada tiene s6lo un
valor correspondiente a cada punto de esa superficie. Una vez construida esa
superficie para una funcién dada, la funcion es univaluada sobre la superficie y se
le puede aplicar alli la teoria de funciones univaluadas. Las complicaciones que
aparecen ligadas al caracter multivaluado de la funcion quedan asi evitadas por
un truco geométrico. Sin embargo, la descripcion de esas superficies y la relacion
entre sus hojas pueden ser muy engorrosas. Limitaremos nuestra discusion a
ejemplos muy simples, comenzando con una superficie para log z.
Correspondiendo a cada niimero no nulo z, la funcion multivaluada

logz =1nr + i0

tiene infinitos valores. Para describir log z como funcién univaluada, sustituimos
el plano z, quitado el origen, por una superficie sobre la cual se coloca un nuevo
punto cada vez que el argumento de z crece o decrece en 27 o en un multiplo
entero de 27.

Consideremos el plano z, sin el origen, como una fina hoja R, cortada a lo
largo del eje real positivo. Sobre esa hoja, 6 varia de 0 a 2n. Sea R, otra hoja
cortada del mismo modo y colocada sobre R,. El borde inferior del corte en R,
se une entonces con el borde superior del corte de R,. Sobre R,, § varia de 27 a
4r; asi que cuando z es representado por un punto en R, la componente imagina-
ria de log z varia de 2r a 4x.

Se corta ahora de la misma manera otra hoja R, y se coloca sobre R;. El
borde inferior del corte de R, se une con el superior del corte R,, y anidlogamente
para las hojas R;, R, ... Una hoja R_, en la que 0 varia desde 0 hasta —2= se
corta y se coloca bajo R,, con el borde inferior de su corte unido al borde
superior del corte de R,. Las hojas R_,, R_,,... se construyen de forma similar.
Las coordenadas r y 6 de un punto sobre cualquiera de las hojas pueden
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considerarse como coordenadas polares de la proyeccion del punto sobre el
plano z original, estando restringida la variacién de 6 en cada hoja a un rango de
27 radianes.

Consideremos cualquier curva continua sobre esta superficie conexa de infini-
tas hojas. Al describir un punto z esa curva, los valores de log z varian continua-
mente ya que 0, al igual que r, varia continuamente; y log z toma exactamente un
valor correspondiente a cada punto de la curva. Por ejemplo, si el punto da una
vuelta completa en torno al origen sobre la hoja R, por el camino indicado en Ia
Figura 136, el angulo cambia de 0 a 27. Al atravesar el rayo 6§ = 2z, el punto
pasa a la hoja R, de la superficie. Mientras completa una vuelta en R, el angulo
6 varia de 27 a 47, y al cruzar el rayo 6 = 4r, el punto pasa a la hoja R,.

Figura 136

La s'uperﬁcie aqui descrita es una superficie de Riemann para log z. Es una
superficie conexa de infinitas hojas, construida de modo tal que log z es univalua-
da sobre ella.

La transformacion w = log z aplica la superficie de Riemann completa de
manera uno a uno sobre todo el plano w. La imagen de la hoja R, es la franja
0 £ v < 2n. Cuando un punto z se mueve por la hoja R, a lo largo del arco

que muestra la ‘F igura 137, su imagen w se mueve hacia arriba cruzando la recta
v = 2m, como indica esa figura.

Figura 137

N{)tese que log z, definida sobre la hoja R,, representa la prolongacion
analitica de la funciéon analitica univaluada

@ =Inr + i0 0O <6 <2n

de 47 a 67, o desde 0 a 2w, una eleccidn que no afecta al valor de z
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por el eje real positivo hacia arriba. En ese sentido, log z es no sélo una funcion
univaluada de todos los puntos de la superficie de Riemann, sino también una
funcion analitica en ellos.

Las hojas podrian haberse cortado, claro esta, a lo largo del eje real negativo
o de cualquier otro rayo que parta del origen, y unidas adecuadamente por los
bordes de sus cortes formarian otra superficie de Riemann para log z.

107. UNA SUPERFICIE PARA z!/?

En cada punto del plano z, la funcién

L2 = \ﬂ 2i02

tiene dos valores. Una superficie de Riemann para z'/? se obtiene sustituyendo el
plano z por una superficie de dos hojas R, y R;, cortadas ambas a lo largo del eje
real positivo y con R, situada sobre R,. El borde inferior del corte de R, se une
con el superior de R,, y el inferior de R; con el superior de R,.

Si un punto z parte del borde superior del corte de R, y describe un circuito
continuo en torno del origen en sentido positivo (Fig. 138), el angulo 8 crece de 0
a 27. El punto pasa entonces de la hoja R, a la hoja R, donde 0 crece de 2r a 4x.
Al seguir moviéndose el punto, regresa a la hoja R,, donde los valores de 6 varian
12 etc.
‘Obsérvese que el valor de z!/? en un punto en el que el circuito pasa de la hoja R,
a la hoja R, es diferente del valor de z'/? en un punto en el que el circuito pasa de
la hoja R; a la hoja R,.

Figura 138

Hemos construido asi una superficie de Riemann sobre la cual z'/* es una
funcidén univaluada para todo z no nulo. En esa construccion, los bordes de las
hojas R, y R, se han unido por pares de modo tal que la superficie obtenida es
conexa y cerrada.

Los puntos en que se unen dos bordes son distintos de los puntos en que s¢
unen los otros dos bordes. Asi pues, es fisicamente imposible realizar un modelo
de esa superficie de Riemann. Al visualizar una superficie de Riemann es impor-
tante comprender como hay que proceder al llegar al borde de un corte.
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El origen es un punto especial sobre esa superficie de Riemann. Es comun a
ambas hojas, y una curva en torno del origen sobre la superficie ha de dar dos
vueltas a su alrededor si ha de ser una curva cerrada. Un punto de esta clase
sobre una supetficie de Riemann se llama un punto de ramificacion.

La imagen de la hoja R, bajo la transformaciéon w = z!/2 es la mitad superior
del plano w, ya que el argumento de w es 6/2 sobre R,, donde 0 < 0/2 < =
Analogamente, la imagen de la hoja R, es el semiplano w inferior. Tal como esta
definida sobre cada hoja, la funcion es la prolongacién analitica a través del corte
de la funcion definida sobre la otra hoja. La funcién univaluada z!? de los
puntos de la superficie de Riemann es analitica en todos los puntos, excepto en el
origen.

108. SUPERFICIES PARA FUNCIONES RELACIONADAS

Ejemplo 1. Vamos a describir una superficie de Riemann para la funcién biva-
luada

16 = (2 = 12 = ryr exp ; b2), 1

dondez — 1 =r exp(if,)yz + 1 = r2 €xp (i6,). Una rama de esa funcidn, con
el segmento recto P, P, entre los puntos de ramificacién z = +1 como corte de
ramificacién (Fig. 139), se describi6 en el Ejemplo 2, Seccién 72. Esa rama es tal
como se ha escrito arriba, con las restricciones n>00<6,<2nk=12y
Ty + r; > 2. La rama no esta definida sobre el segmento P, P,.

Figura 139

Ung superficie de Riemann para la funcién bivaluada [1] debe consistir en
dos hojas R, y R,. Cortamos ambas por el segmento P, P,. El borde inferior del
corte en R, se une entonces con el borde superior de corte en R,, y el inferior
de R, con el superior de R,.

Sobre la hoja R, hacemos variar a los angulos 6, y 6, desde 0 hasta 27. Si
un punto de R, describe una curva cerrada simple que encierra al segmento PP,
una vez en direccion contraria a la de las agujas de un reloj, tanto 6, como 6,
cambian en 2= al regresar el punto a su posicion original. El cambio en @, + 6,)2
es también 2m, y el valor de f queda inalterado. Si un punto que parte de R,
describe un camino que pasa dos veces en torno del punto z = 1, cruza de R,
a R, y después regresa a R, antes de volver a su posicion original.
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En este caso, el valor de 6, cambia en 4=, mientras que el de 6, no sufre
cambio ninguno. Analogamente, para un circuito que gire dos veces en torno al
punto z = —1, el valor de 8, cambia en 4n, mientras el de 6, no cambia. De
nuevo, €l cambio en (6, + 6,)/2 es 2=, y el valor de f queda inalterado. Asi pues,
sobre la hoja R, el recorrido de los angulos 6, y 8, puede ser extendido cambian-
do ambos 6, y 0, por un mismo multiplo entero de 2z o cambiando s6lo uno de
los angulos en un miltiplo entero de 4n. En cualquier caso, el cambio total en
ambos angulos es un maultiplo entero par de 2x.

Para obtener el rango de valores para 6, y 6, sobre la hoja R,, hagamos
notar que si un punto parte de R, y describe un camino en torno de uno sélo de
los puntos de ramificacion una vez, cruza a la hoja R, y no vuelve a R,. En este
caso, el valor de uno de los angulos cambia en 27 mientras el otro no sufre
cambio. Por tanto, sobre la hoja R, un angulo puede variar entre 2r y 4,
mientras el otro lo hace entre 0 y 2n. Su suma varia entonces entre 27 y 4n y el
valor de (6; + 6,)/2, que es el argumento de f(z), varia entre n y 2n. Nuevamente,
el rango de los angulos se extiende cambiando el valor de uno de ellos por un
multiplo entero de 4n o cambiando ¢l valor de ambos por un mismo miltiplo
entero de 2x. /

La funcién bivaluada [1] puede considerarse ahora como una funcién univa-
luada de los puntos de la superficie de Riemann que acabamos de construir. La
transformacion w = f{(z) aplica cada una de las hojas sobre el plano w completo.

Eiemplo 2. Sea la funcion bivaluada

f@) = [Z(Zz — 1)]1/2 = \/m exp w [2]

(Fig. 140). Los puntos z = 0, +1 son puntos de ramificaciéon de esa funcion.
Notese que si el punto z describe un circuito que encierra a esos tres puntos, el
argumento de f(z) cambia en 37 y, en consecuencia, el valor de la funcion cambia.
En consecuencia, un corte de ramificacion ha de ir desde uno de los puntos de
ramificacion hasta el infinito si queremos describir una rama univaluada de f.
Por tanto el punto del infinito es también un punto de ramificacién, como puede
verse sin mas que observar que la funcién f(1/z) tiene un punto de ramificacion
enz = 0.

Figura 140
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lo largo de la parte L, del eje real que esta a la derecha del punto z = 1.
Especificamos que cada uno de los angulos 6, 6, y 0, deben variar entre 0 y2n
sobre la hoja R, y entre 27 y 47 sobre la hoja R,. Especificamos asimismo que
los angulos correspondientes a un punto sobre cualquier hajo pueden ser cambia-
dos por miltiplos enteros de 2z de forma tal que la suma de los tres angulos
cambie en un multiplo entero de 4x. El valor de J/; por tanto, queda invariable.

Una superficie de Riemann para la funcion bivaluada [2] se obtiene uniendo
los bordes inferiores en R, de los cortes L,y L, con los superiores en R, de los
cortes L, y L,, respectivamente. Los bordes inferiores en R, de los cortes L 1YL,
$€ unen entonces con los bordes superiores en R, de los cortes en L, y L,,
respectivamente. Se comprueba sin dificultad con ayuda de la Figura 140 que una

rama de la funcién viene representada por sus valores en los puntos de R, y la
otra rama en los puntos de R,.

Cortemos dos hojas a lo largo del segmentorecto L,dez = —1az = 0 ya

EJERCICIOS

1. Describir una superficie de Riemann para la funcion trivaluada w = (z — 13y

determinar qué tercio del plano w representa la imagen de cada rama de esa super-
ficie.

2. Describir la superficie de Riemann para log z obtenida al cortar el plano z a lo largo

del eje real negativo. Compararla con la superficie de Riemann obtenida en la
Seccion 106.

3. Hallar la imagen bajo la transformaciéon w = log z de la hoja R,, donde 7 es un
entero arbitrario, de la superficie de Riemann para log z dada en la Seccién 106,

4. Comprobar que, bajo la transformacién w = z/2 la hoja R, de la superficie de
Riemann para z!/2 dada en la Seccién 107 se aplica sobre el semiplano w inferior.

5. Describir sobre una supetficie de Riemann para z!/? la curva cuya imagen es el
circulo [w| = 1 bajo la transformaciéon w = z'/2,

6. A cada punto sobre la superficie de Riemann descrita en el Ejemplo 2, Seccion 108,
para la funciéon w = £(z) de ese ejemplo, le corresponde exactamente un valor de w.
Probar que para cada valor de w existen, en general, tres puntos sobre la superficie.

7. Describir una superficie de Riemann para la funcién multivaluada

1) = (z - 1)1/2_
4

8. Sea Celcirculo [z — 2| = 1, orientado positivamente, sobre la superficie de Riemann
descrita en la Seccién 107 para z!/2, donde la mitad superior de ese circulo esta en la
hoja R, y la inferior en R,. Noétese que para todo punto z de C podemos escribir

Z2 _ \/;eiO/Z
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donde

Fid 4
477:——<9<4TE+E'

Explicar por qué se deduce que

J 12 dz = 0.
C

Generalizar este resultado para englobar el caso de otras curvas cerradas glmples que
cruzan de una hoja a otra sin encerrar los puntos de ramlﬁca01pn. Generalizar a otras
funciones, extendiendo asi el teorema de Cauchy-Goursat a integrales de funciones

multivaluadas.

. . 2 .
Hagamos notar que la superficie de Riemann descrita para (z2 — l)ﬁ’ en el Ejemplo
1, Seccion 108, es también una superficie de Riemann para la funcion

g =z + (& — DA

Denotemos por f, la rama de (z2 — 1)/? definida sobre la hoja R?‘ Probar que las
ramas g, y g, de g sobre las dos hojas vienen dadas por las ecuaciones

1
= =z + fol2)
go(2) 2,2 0
En el Ejercicio 9, la rama f, de (z2 — 1)Y/2 puede ser descrita por la ecuacion
i i,
fol2) = r1r2<exp 71)<exp >’

donde 6, y 6, varian entre 0 y 27, y

z — 1 = r, exp (i6,), z + 1 = r, exp (i0,).
Notese que 2z = r, exp (i0,) + r, exp (i0,), y demuéstrese que la rama g, de la
funcidén g(z) = z + (z2 — 1)/2 se puede escribir como

1 i0 i0,
gol2) = 2 (\/Z exp 71 + \/E exp 7)

2

Hallar go(z)go(2), y observar que r;, + r, = 2ycos [(8, — 6,)/2] = 0 pafra todqli,
con objeto de demostrar que |gyo(z)] = 1. Probar eqtonces que la trans ormaci6

w =z + (z2 — 1)¥/2 aplica la hoa R, de la superficie de Riemann so.b're la regllon
[w] = 1, la hoja R, sobre la region |w| < 1, y el corte de ramlﬁcz}f:xon entre os
punE)s z = =1 sobre el circulo |w| = 1. Noétese que la transformacion usada aqui

es inversa de la transformacion
1 + 1
= —|w — b
z 2 w

y comparese el resultado obtenido con el del Ejercicio 7, Seccion 10.
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* Véase Ejercicio 3, Seccién 93.
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Exponencial, funcién, 72-74, 75, 92
aplicacion por la, 74-75, 250-252
inversa de la, 75, 84-85, 275-276

Extendido, plano complejo, 44, 238, 243

Exterior, punto, 27

Fijo, punto, 248
Fluido
circulacion, 307
presion, 308-309
rotacion, 308
velocidad, 307
Fluido, flujo de un, 307-309, 333-336
alrededor de un cilindro, 314-315
circulacién, 307
en torno a un ala, 317-318
€n torno a una placa, 317
en un cuadrante, 313
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en un canal, 336-339
en una banda semiinfinita, 316
én una regioén angular, 315
irrotacional, 308
junto a una esquina, 312-315
potencial complejo, 310
sobre un escalén, 343
Flujo de calor, 289
Flujo, funcién de, 309-312
iyjo, lineas de, 302
Flujo irrotacional, 308
Formula
cuadratica, 26
del binomio, 7
de De Moivre, 20
de Euler, 17, 73
(Véase también Férmulas especificas)
Fourier, integral de, 225
Fourier, series de, 172n., 173
Fresnel, integrales de, @24
Frontera, punto, 27
Funcion(es), 30
acotada, 48, 373
analitica (Véase Analitica, funcion)
armonica (Véase Armoénica, funcion)
Bessel, 172n.
beta, 226, 325
ceros de una, 79, 148, 202-204, 205, 230,
378-379
composicion, 46-47, 53, 65
continua, 46
continua a trozos, 99, 106-107
de flujo, 310, 311-312
de Green, 361, 364
derivada, 138-141
diferenciable, 49
dominio de definicién, 30
elementos de, 367
entera, 64, 148
exponencial (Véase Exponencial, fun-
cion),
gamma, 220
hiperbolica (Véase Hiperbolica, fun-
cion)
holomorfa, 64n.
impar, 105
impulso, 352-353
inversa, 274-275
limite de una, 38-41
relativo al punto del infinito, 44-46
lineal, 235-237
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multivaluada, 32, 379
par, 105
parte principal, 196-197
primitiva, 99, 116-122
racional, 32
rama de una, 86
recorrido, 33, 75
regular, 64n.
trigonométrica (Véase Trigonométri-
cas, funciones)
uniformemente continua, 48 -
valor de una, 30
Funciones identidades, 366
Fundamental del algebra, teorema, 147-
148
Fuente, 334, 335

Gamma, funcion, 220

Gauss, teorema del valor medio, 144
Geométrica, serie, 162

Goursat, E., 123-124

Gradiente, 65, 284, 287

Green, funciones de, 361, 364
Green, teorema de, 123, 308

Hidrodinamica, 307
Hiperbolicas, funciones, 82-83
ceros, 83
identidades, 82
inversas, 94-95
Holomorfa, funcién, 64n.

Imagen de un punto, 32
inversa, 32
Imaginario, eje, 7
Impar, funcién, 105
uno a uno aplicacion, 33-36, 237, 243,
253, 254, 258-259, 265-266
Impropias, integrales reales, 207-215, 220-
222
Impulso, funcién 352-353
Independencia del camino, 111, 116
Infinito punto del, 44-46
Integral(es)
Bromwich, 228
de contorno, 106-109
definidas, 98-101, 105-106, 218-219
de linea, 107, 279
elipticas, 325

Fourier, 225

Fresnel, 224

reales impropios, 207-215, 220-222

valor principal de Cauchy, 208
Integral, transformacién, 346
Interior, punto, 27
Interseccion de dominios, 366
Inversa(o) .

funeion, 274.275

dmagen de uh punto, 32

local, 274-276

punto, 237, 344

transformada de Laplace, 227-230
Inversién, 237
Isogonal, aplicacién, 272
Isotermos, 291

Jordan, curva de, 101

Jordan, desigualdad de, 213

Jordan, teorema de la curva de, 104
Joukowski, ala de, 318

Lagrange, identidad trigonométrica de,
26
Laplace, ecuacion de, 66, 70, 290, 309
Laplace, transformacién de, 228
inversa, 227-230
Laurent, series de, 164-168
Laurent, teorema de, 164-165
Legendre, polinomios de, 105n., 143n.
Limite(s)
de funciones, 38-41
en el punto del infinito, 44-46
de sucesiones, 151-152
teoremas sobre, 41-44
Linea integrales de, 106-107, 279
Lineal, combinacion, 69
Lineal, transformaci6n, 236
Lineal, transformacién racional, 242-248
Lineales, funciones, 235-237
Lineas de flujo, 302
Liouville, teorema de, 147-148
Local, inversa, 274-275
Logaritmicas, funcion, 84-87
aplicacion mediante, 251-252, 257
rama principal, 86
superficie de Riemann de la, 379-381
valor principal, 84
Logaritmico, residuo, 230-231

Maclaurin, serie de, 159, 184

Maximo, pr1nc1p10 de modulo, 145-146

Méximos y minimos, 48, 144-147, 149-

150, 301

Moédulo, 8

Morera, E., 141

Morera, teorema de, 141-142

Muchos a uno, aplicacica, 74,

Multiplemente conexo, dominto, 129-132

Multiplicacién de serles de - potenaas
183-184

Multivaluada, funcioén, 32, 379

Neumann, problema de, 280

para la region exterior a un circulo,

359-360

para un disco, 358-360

para un semiplano, 360-361

para una regién semicircular, 363
Nivel, curvas de, 71
No acotado, conjunto, 28

Par, funcién, 105
Picard, teorema de, 197, 374
Poisson, ecuacion de, 287

Poisson, férmulas integrales de, 344-361

para un disco, 346
para un semiplano, 354-356
Poisson, nucleo de, 346
Poisson, transformada integral, 346
Polar, forma
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
61
de los niimeros complejos, 14-17
Polares, coordenadas, 14, 60-61, 260
Polinomios, 32, 54, 64
ceros de, 148
de Legendre, 105n., 143n.
Polo(s)
numero de, 233, 375-376
orden, 196, 201, 202-203
residuo, 199-204
simple, 196-199, 203
Potencial
complejo, 310
electrostatico (Véase Electrostatico, po-,
tencial)
velocidad, 309, 310
Potencias de numeros complejos, 19-20,
91-93
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Potencias, series de
convergencia, 173-177
derivacion, 179-181
division, 184-186
integracion, 177-179
multiplicacion, 183-184
producto de Cauchy, 184
unicidad, 181-182
Presion de un fluido, 308
Principal, parte, de una funcién, 196-197
fincipal, rama, de una funcidn, 86, 92,
261
Principal, valor
de Cauchy, 208
de las potencias, 92
del argumento, 14
del logaritmo, 84
Principio
de deformacion de caminos, 132
de reflexion, 369- -371
del argumento, 374-377
-del modulo maximo, 145-146
Punteado, entorno, 27
Punto de remanso, 336
Punto del infinito, 44
entornos de?, 44~
limites en el, 44-46
Puro, nimero imaginario, 1

Racional, funcién, 32
Radio-frecuencias (calor infrarrojo), ca-
lentamiento por, 217
Raices de nimeros complejos, 20-23, 88-89
Rama (o determinacion) de una funcion,
86
principal, 86, 92, 261
Ramificacion, punto de, 86, 382
Real, eje, 7
Real, valor de una, funcién, 31
Recorrido de una funcién, 33, 75
Rectangulares, coordenadas, 7, 56, 251
ecuaciones de Cauchy—RIemann en, 56
nimeros complejos en, 7
Reflexién, 9, 33
Reflexion, principio de, 369-371
Regiones en el plano complejo, 27-28
Regular, funcién, 64n.
Residuos, 190-192
aplicaciones de los, 207-215, 218, 221
222, 230-232
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