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Se dedica este libiv a la memoria del
¢ fundador de la Escuela Electrotéenica
" de Mosed, Kar] A. Krug,

PROLOGO

 La presente edicién del texto “Principios de electrotecnia” redac-
tado por los profesores. de MEI (Instituto Energético de Mosci), se

publica después de la muerte del autor de la edicién precedente, -

Karl A. Krug, el creador de la Escuela Electrotécnica de Masct, quien
dedicé toda su labor a la preparacion de especialistas electrotécnicos
para nuestro pais. El trabajo del equipo de autores en la preparacidn
del texto para una nueva edicidn, fué orgenizado por el jefe de la
cdtedra Principios Tedricos de Electrotecnia, de MEIL, profesor K. M.Po-
livdnov. : .

Tomando en cuenta el deseo de los lectores, la nueva edicidn se.
publica en tres tomos. Debido a la modificacién parcial del equipo
de autores, la tercera parte fué redactada nuevamente. Cada tomo
abarca aproximadamente el programa semestral de este curso en MEL
El contenido de los tres libros, corresponde fundamentalmente al pro-
grama aprobado por el Ministerio de Instruccidn Superior en 1954 para
los Institutos Electrotécnicos, Electromecdnicos y Radiotécnicos.

- Al restaurar el libro para una nueva edicidn los autores se propu-
sieron dar, en lo posible, una exposicidn breve y clare de los principios
4 métodos fundamentales de célculo y de andlisis de los circuitos eléc-
tricos y magnéticos y del campo electromagnético, e ilustrar con ejem-
plos los problemas mds importantes.

" Respondiendo a las tendencias modernas del desarrollo de la elec-
trotecnia, a las exigencias de las disciplings electrotécnicas especiales

y a los deseos expresados al discutirse el libro en la prensa (discusidn

publicada en la revistq “Eléktrichestvo”, critica en Noticias de 1a Seccion
Ciencias Técnicas de la Academia de Ciencias de la URSS), como tam-
bién en las sesiones de lo Sociedad Cientifica Técenica y de la cdtedra
de Principios Tedsicos de Electrotecnia de MEIL, la nueva edicién fué
modificada y compietada esencialmente, tanto en lo que se refiere a la
estructura del curso como a su contenido, .

Sin detenernos en las caracteristicas de las cuestiones abordadas
por los autores, al reestructurar lp segunda y tercera partes del manual,
sefialaremos sélo las modificaciones y agregados introducidos en la pri-
mera parte del curso. ' : o

El capitulo referente a las definiciones y conceptos fisicos estd dis-



L
e

8 ' PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA .

tribuido por todo el texto; el material fundamental de ese capitulo
fué levado a la tercera parte del curso: “Principios de la teoria del

campo”, Por consiguiente, la exposicion empieza directamente con los

circuitos eléctricos de corriente continua.
Los puntos examinados en el capitulo referente a bobinas y trans-
- formadores con nicleos de acero, fueron incluidos en la primera parte
del curso y expuestos en la seccién “Propiedades y métodos de cdlculo
de los circuitos con corrientes y tensiones sinusoidales”. En la misma
seccibn se estudian los circuitos eléctricos elementales con transfor-
madores. :
. Se han ampliado y completado los capitulos referentes a: dipolos y
 cuadripolos, célculo de circuitos con elementos no lineales, circuilos con
* induccién mutua, circuitos trifdsicos y método de las componentes si-
"~ En el texto se hacen referencias a algunas fuentes bibliogrdficas
‘que permiten profundizar determinados problemas del curso.
" El trabajo de los autores se distribuyd de la siguiente manera: los
capitulos 1-6 fueron escritos por el profesor P. A. Iankin; los capitu-
los. 7-15 par el profesor G. V. Zeveke. Nos es grato expresar nuestro
agradecimiento a M. A. Perckalin, T. A. Tatur, N. K. Krug, por su par-
“Heipacién activa en la discusion del original del libro y a G. P. An-
dreiev por la ayuda prestads en la resolucién de los problemas.
- Manifestamos nuestro reconocimiento al profesor y critico G. L. Ata-
bekov, quien revisé atentamente el original de In nueva edicién e hizo

. una serie de valiosas observaciones, y también a todos aquellos que to-

maron parte en el estudio y en la discusion de las distintas secciones
"en ésta primera edicidn. _
Agradecemos a B. 1. Zhujovitzky la gran ayuda prestada en la re-
" daccién y preparacién del original para su impresion.

~ Rogamos se envien todas las observaciones, pedidos y comentarios
6 Gosenergoizdat (Editorial Energética Estatal), Mosci - 114 - Shliuzo-
caia Naberezhnaia C. 10. :

Los AUTORES.
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METODOS GENERALES DE CALCULO Y PROPIEDADES
.~ FUNDAMENTALES DE LOS CIRCUITOS o
ELECTRICOS LINEALES -

1-1. Elementos de los circuitos y de los esquemas eléctricos.
Llamaremos_circyito_eléctrico al conjunto de elementos que crea .
"I posibilidad de qufa%e/ origine en ellos una corriente eléctrica.
—~Fps- drciidtos eléctricos estan destinados a Ta distibucién y a la
transformacién reciproca de la energia eléctrica y de otras clases de
energia. Los elementos fundamentales de un circuito eléetrico son las
fuentes y los receptores de energia eléctrica y los conductores que los
unen entre si. ‘ : ' S
" Las fuentes de energia eléctrica (pilas, acumuladores, generado-
o res, etc.) transforman la energfa mecdnica, quimica, térmica y otras
energia eléctrica; los receptores de energia eléctrica (lamparas elée-
- B  tricas, artefactos electrotérmicos, motores eléctricos, etc.), a la inversa,
transforman la_energia_eléctrica_en_caldrics. Juminica, mecénica, ete.

ricos. en los cuales la_obtencién de la energia-

eléctrica en las fuentes y su transformacién en los receptores se realiza. -

&3 bajo intensidades y tensiones invariables en el tiempo, los lamaremos,
‘;cifcfﬁtm de Cg!iﬁlﬁg Q_Q-ﬂm. L ) . ’

En lugar de la expresién “receptor de energia eléctrica” utilizare-
mos en adelante términcs mis breves y equivalentes; receptor, carga,
consumidor; y en lugar de la. expresion “fuente de energia eléctrica”
usaremos otras més brever: fuente de energia, fuente de alimentacién, =
o fuente, simplemente, ' o

En la figura 1-} vemos una instalacién eléctrica simple, donde la
fuente de energia esti representada por una bateria de acumuladores
¢ y el receptor, por uras lamparitas eléctricas. Los bornes de la fuente ~

£
2

" Fa, 1-1
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y del receptor estin unidds entre si por dos conductores. La fuente de
energia, los conductores unidos a ella y el receptor forman un circuito
conductor cerrado. En este circuito, bajo la accidon de la fuerza elec-
tromotriz (f.e.m.) de la fuente de energia, se produce un movimiento
ininterrampido y dirigido en un mismo sentido, de cargas eléctricas.
El conjunto de estos tres elementos, fuente de energia, dos conduc-
tores y receptor, representa un circuito eléctrico elemental de corriente
~continua. En la practica, los circuitos de corriente continua son mas
complejos y tienen un mayor niimero de fuentes o de receptores. Tanto
“en los circuitos simples como en los compuestos, todos los campos mag-
“néticos y eléctricos, para intensidades y tensiomes continuas, tampoco
.-varian en el tiempo. Por lo tanto, en este tipo de circuitos no surgen
. '£e.m. de auto-induccidn y de induccién mutua, ni existen corrientes de
. ;\_desplazamientos en los dieléctricos que rodean a los conductores.

Fre. 1-2

Para facilitar el andlisis de Jos procesos que se realizan en un

_circuito eléctrico, se lo suele reemplazar por un esquema de cdlculo o

un circuito idealizado. A tal efecto, se utilizan los conceptos de dos
-elementos fundamentales del esquema; ¢l de la fuente de energia con

' fem E y resistencia interna r; v el de las resistencias de Tos T&cep
y_conductores r (fig, 1.2}, : T
" 'La fuerza eleciromotriz E (fig. 1-2a) se determina, no habiendo
corriente en la fuente de energia, por la diferencid dé potenciales (o
por la tensién) en sus bornes (1 y 2), independientemente de la natu-
raleza fisica de su origen (F.em. de contacto, f.e.m. térmica, ctc.).

FE= g =U. | (1)
_ El-sentido, de la f.elin. se toma desde el potencial inferior hacia
. el superior y se lo designa con una flecha.
Si se une un receptor a los bornes de una fuente de energia (se
- lo c_.ﬂ:trga), en el circuito cerrado_se origing una corriente. Entonces, la
. Yensién o diferencia de potenciales en Jos bornes 1.y 2 ya no serd igual
“a i f;e'm., en virtud de la caida de tensién U; dentro de la fuente de
eneTgla, o sea, en su resistencia interna r;:
TUimnn

En la figqra ~F-se.muestra uea-de las curvas caracteristicas exte-
riores més tipicas U = ¢1— ¢, = U(I} de una [uente de énergia en

. ey i e b e

&

ot
e
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ca{fga. Del andlisis de la curva se deduce que al crecer la intensidad
desde cero a I~ I, la tensién en los bornes de la fuente de energia
disminuye segin una linea recta )

| USE—-Uy=E-—n-L = 7

energia, entre limites dados, Crece proporcionalmente a la intensidad. -
Cuando 1a intensidad pasa de un cierfo limite; se destruye la’ propor-
cionalidad entre ésta y la cafda de tension en la fuente de energia, y la
curva caracteristica deja de ser lineal. Esa disminucién de la.tensién
es provocada, en alguras fuentes de energia, por la reduccién de la

f.eun,, por el aumento de Ja resistencia interna o, por ambos factores

En otras palabra.s,ml”a -c_:a_i_(ig__d_q_ tensién U, dentro de la fuente de

.al mismo tiempo,

La potencie desarrollada por la fuente de energia se determina -

por la formula

TV Pe=EL (1-2)

Considerando el problema~dé la potencia, conviene sefizlar que
se ha creado ~! habito  de usar inexactamente ese término. Asi, por
éjemplo, se habla de potencia generada, consumida, entregada, trans-
mitida, perdida, etc. Ep realidad, lo qus se genera, se consume, s¢

entrega, se transmite o se pierde no es .a potencia sigo.la energia.

‘La. potencia .caractenza. Ja..intensidad_del proceso energetico. corres:

pondiente y. se mide por la_caut gia (generada, entregada,
transmitida, etc.) referida a una_unidad dg_tiempo, Por lo tanto, To
correcto seria habla? de potencia de generacién Je energia, de potencia
de transinision o de consymo de energia, etc. Siguiendo el uso esta-
blecido, en adelante se emplearan frecuentement= las expresiones men-
cionadas, inexactas, pero breves. -
La_resistencia_del_receptor r (fig.1-2,b) cavicteriza, como ele-
mento de un circuito idealizado, elwggmum@dem::a, es
decir, su transformacién en otras formas de energfa, con una potencia

TP=r (L3}

“En un caso general la resistencia del receptor es funcién de la
intensidad de la corriente en ese receptor r{I). S

U=rl (1-4)

Conviene sefialar que ya en 1801-1802, el académico V. V. Petrov
se acerch bastante a esa ley (1-4) entre Ia tension U y la intensidad I.
Mas tarde, en 1826, esa ley fué formulada por Ohm (Bibl. 2).

Junto con el concepto de resistencia, para el clculo de los circaitos
se introduce la nocién de conductancig

,!gz.!__ /
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En la prictica, frecuentemente, en lugar de darse la resistencia

en intensidad r(I), se_da la tensién en funcién de la
intensidad U(I) o su inversa I{U). Las curvas caracteristicas (I} y

,,,,,,, e

I(U)sé suelen dgnominar curvas de Volt-Ampere,

" TER la figura 1-4 se dan las curvas caracteristicas para una limpara

con filamento metilico U;(I) y para una limpara con filamento de .

carbén U,(I). De su observacién se deduce que la relacién entre la
tension y la intensidad en cada lampara no es lineal. La resistencia de

una lampara con filamento metilico crece con la intensidad, mientras

FiG. 1-4 Fra. 1-5

que la resistencia de una ldmpara con filamento de carbén disminuye
al aumentar la intensidad.” Los circuitos eléctricos que contienen ele-
mentos cuyas caracteristicas no son lineales, se llaman no lineales.

2 Mﬂ_fg_y, las resistencias internas y las resistencias de los recep-
tores se consideran independientes de-las intensidades y de las tensio-
nes, énfonces las curvas caracteristicas ~ éxtériores: de las fuentes de

~energia, U{T), vy las curvas de Volt-Ampere de los receptores, U, (1),
* serin Hnesles (fig.1-5). Les circultos eléctricos que sdlo contienen
—&lémentos con caracteristicas. lineales, se denominan lineales.

"~ Un gran nimero de circuitos eléetricos redles puedenchasificarse
entre los circuitos lineales. Por lo-tanto, el estudio de las propiedades y
de los métodos de cdleulo de los circuitos eléctricos lineales, presenta
no sélo un interés tedrico, sino también un marcado interés practico.

1-2. . Esquemas equivalentes para las fuentes de energia:

El esquema eléctrico, compueste de elementos fundamentales, debe
_servir de modelo para el cilculo de un circuito real, es decir, debe per-
mitir el estudio analitico de su estado eléctrico. :

S Fic, 1-8

_Un circuito eléctrico elemental y su esquema constan de una fuente
de energia con una f.em. E y con una resistencia interna r; y de un

i’
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reéep_tor de resistencia r (fig. 1-6). La corrienté, en'la parte exterior

del circuito (respecto a la fuente de energia), es decir, en la resisten-

cia r, se considera dirigida desde el puntc @ de potencial mayor @i =
= ¢p; hacia el punto b que tiene un potencial menor @y =@z

El sentido de la corriente se sefiala con upa flecha blanca'y a la
letra I se agregan dos subindices, el primero de los chales se ICflEIie
al punto de mayor patencial y el segundo al de menor potencial. Asi,
por ejemplo, en la figura 16, I =l L

Vamos a demostrar que la fuente de energia con una f.eam. cono-
cida E y una resistencia interna r; puede representarse por dos sistemas
cquivalentes fundamentales (fig.1-7 y 1-8). : a

La tensién en los bornes de la fuente es menor que la f.em. E en
un valor igual a la caida de tensién que se produce en el interior de
la fuente _ : : oo

U=€P1-'—-(pg=E_—U;:E—fJ. . (1-5)

Por otra parte, la tension en la resistencia r en-virtud de las ignal-
dades g1 = Qa ¥ P2 = @ €S ' :

' U=qu—p=rl (1-6)
De las (15) v (1-6) se deduce que E—rl=1lo ta_mbién
| E=rl ' y . (1'7)
y — '
_E_
| + T ' )

De aqui vemos que lh'resiste'nci_,a' interna r; de la fuente, _dci m'is_n_'xo
modo que la resistencia del receptor, limitan el valor de la mt_e.nsxdafi.

En un esquema equivalente se puede r_eg;ia‘_sentar_l_ la_resistencia
interna 7, conectagda en sexie.con. la. resistencia. xesepior. 1 -Estab_le-
diendo una relacién entre las tensiones existentes en esas resistencias
se puede obtener ficilmente dos variantes de esquemas equivalen-
tes (fig. 1-7}). E ) . . -

(Eng el'e)squema equivalente de la figura 1-7,4, la tension U de-
pende de la intensidad de carga y se determina por lg dn'ferenma.entre
la fem. E y la caida de tensién Ui, Siri < es c'le_c_n' si ]a fuente de
energia eléctrica se encuentra en un régimen proxino al que se dex:m»
mina “marcha en vacio”, se puede-despreciar pricticamente la caida

4 o ’ H
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interna de tensién, tomar U; = ~ (0 y obtener ¢l esquema equiva-
lente (fig.1-7,b). Una fuente de energia de ese tipo, sin resistencia
interna (7; ==0) y que se designa con un circulo con flecha y con la
letra E, se denomina fuente de f.exm. {fuente de tensidn o fuente de
tension dada). La tensidn en sus bornes no depende de la resistencia

del receptor y es igual a la fem. E. Su curva caracteristica cxterior

es una recta, paralela al eje de las abscisas (recta de trazos ab en
la fig. 1-3).
La fuente de energia puede representarse por_dos variantes de

_otro_esquema uwalente
ot 7 A ’"n‘h‘

i

Para fundamentar este enunciado dividamos ambos mierhibros de
la ecuacién (1-7) por 7.

Obtenemos:
Ei+ Y o1
Ty i
o también. .
,:_ =1 +:'; Jg (1-8)
donde I = E

v - . : .
de energm en corto’ circuito; Iy=——="Ug; es una cierta intensidad
i
igual a la relacién de la tension en los bornes de la fuente y su resis-
o U . . .
tencia interna: I == {7z es la intensidad de corriente en el recep-

tor. El esquema equivalente (fig. 1-8a}, donde la resistencia interna r;
estd montada en paralelo con la resistencia de carga 7, satisface a la
ecuacion obtenida {1-8).

Si gi€gor>r es decir s5i la fuente de energia se encuentra
en un Tégimen préxlmi'j gl corto cn'cmto se puede tomar la intensidad

= L = Uq, 0 At

YL b&;ené[ Joomo resultado el esquema equwalente Qflg 1-8,b).

"7 Una fuente de ese tipo.con conductancia’ mtema =0 (ri=ew)
sé designa con un circulo con flecha y conlatettd I'I.")'? se denomma fuen-
te de mtemndad o de corriente (fuente con una corriehte de Intensida

ratp it

A s gy
R S
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dada). La intensidad I. no depende de la resistencia del receptor r y es

La cuna caracteristica exterior de la fuente de intensidad es una
recta, paralela al eje de las ordenadas (recta de trazos ¢d en la fig. 1-3).

De medo que, -;cg,un sea la relacién entre la resistencia interna
de la fuente de energia 7, v la resistencia del receptor r, las fuentes.
reales de energia eléetrica podran clasificarse entre las fuentes de f.e.m.
o entre las fuentes de intensidad.

Sin embargo, una fuente de cnergia puede ser sustituida por una
fuente de f.e.m. o de intensidad también en los casos en que la resis-
tencia interna r; sea conmensurable con la resistencia r del receptor.
Para ello es necesario extraer la resistencia r; (fig. 1-7,a) o la conduc- -

tancia g == —1— (fig. 1-8,a) de la fuente de energia y umirlas con la

resistencia r o con la conductancm g respectivamente, del receptor.

Las fuentes de f.eam, y las fuentes de intensidad se llaman elemen-
tos activos de los esquemas eléctricos equwalentcs, las resistencias y-
conductancias se ilaman elementos pasivos.

Al constriir un esquema eléctrico para uno u ofro circuito real‘,
se trata, en la medida de lo posible, de tomar en cuenta las propieda-
des eléctricas conocidas, ‘tanto para fos distintos sectores, como para el
circuito en su totalidad.

Examinemos el ejemple de construccidn de un esquema equiva-
lente para una linea de transmisién bifilar de energia eléctrica, esque-
maticamente representada en la figura 1-9,a. En el comienzo de la
linea hay una fuente de energia con f.e.n. E, vy resistencia interna r;
y al final de la linea estdi montade un receptor de energia, cuya resis-
tencia es igual a .

La tensién en el receptor, es evidentemente menor que la tensxon :
en el comienzo de la linea, en un valor igual a la caida de tension en
la resistencia de los conductores. La intensidad en ¢l final de la linea
es menor que la intensidad de la fuente en un valor igual a la intensi-
dad de la pérdida entre los conductores (en virtud de la imperfeccion
de la aislacién),
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Supongamos que la unidad de longitud de cada conductor tiene
una resistencia -%L y Ia. conductancia entre los conductores para igual
longitud ‘de linea es go. . '

Dividamos toda la linea en elementos de longitud dx (fig. 1.9,a).
Cada elemento posee una resistencia total igual a Ia suma de las resis-
tencias en los.conductores de ida y de retorno

ol == - dx + - dx

y una conductancia gedx.

Como resultado, toda la linea puede representarse por un esquema
eléctrico formado por elcmentos unidos entre si, de resistencia rodx y
conductancia godx, cada uno (fig. 1-9, b). '

La fuente de energia csti representada en este esquema eléctrigo
equivalente como una fuente de f.e.m. E; y una resistencia 7.

Utilizande el esquema obtenido (fig. 1-9,b) se puede hallar, par-
tiendo de la tensién y de la intensidad existente en uno de los extremos
de la linea, la tensién o la intensidad en cualquier otro punto de la
misma (§39).

Si Ia corriente de pérdida en la linea es notablemente. menor que
lz intensidad del receptor, se la puede despreciar y se pueden eliminar
del esquema eléctrico tédas las conductancias godx. En consecuencia,
se obtendr4 un esquema simple no ramificado, con la misma intensidad
en todos los elementos, representado en la figura 1-10, donde la resis-
tencia de 1a linea 7, = rol estd conectada en serie con las resistencias
#; v 7. Se puede utilizar el esquema de la figura 1-10 para establecer
1a relacién entre las tensiones y potencias en los extremos de la linea
sin tomar en cuenta la corriente de pérdida (§3-3).

Iy vrol

Fig. 1-10

De acuerdo a las propiedades eléctricas del circuito y a las condi-
ciones de un probléma dado, hay que saber elegir los esquemas eléc-
tricos equivalentes y utilizarlos para estudiar los regimenes en los
circuitos- eléctricos reales. :

1-3. La léy de Ohm aplicada al framo de un esquema con fuentes
de f.e.m, : _ :

Se sabe que para determinar numéricamente el potencial de cual-
quier punto de un circuito eléctrico es necesario fijar arbitrariamente

..

‘de donde la intensidéd
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el potencial de algin punto del circuito. Asi, si en el esquema repre-
sentado en la figura 1-7, 4, suponemos por ejemplo = = const. =a,
entonces ' '

=@+ E=atE ' (1-9)

La corriente, en la parte exterior de cualquier circuito 'eléctrico
elemental y, en general, en cualquier elemento pasive del circuito se
dirige desde un pynto que tiene un potencial mds alto hacia un punto
de potencial mas bajo. Por lo tanto, el potencial ¢, del punto I e
mayor que el del punto 2: . ' -

. @1 = gz + 1L

Del mismo modo ' :
g =¢1+rl {1-10)

De las igualdades ( 1-9-) y (1-10) tenemos:

P2+ E=q+rl,

et E ™
t=mt® (1-11)

- Anélogamente se puede escribir la férmula para la intensidad de

un tramo no ramificado de un esquema eléctrico compuesto, que con- -

tenga un numero arbitrario de fuentes de fem. y de resistencias y

‘cuya diferencia de potencisles en los extremos del tramo esté dada

(fi_g.' 1-11). La corriente de intensidad I, en el tramo del esquema que
contiene las fuentes de f.em., puede dirigirse desde el punto a al
punto b o a la inversa. :

Fo. 1-11

Si el sentido de la corriente no se conoce de antemano, se lo ele-

gira arbitrariamente, a fin de poder escribir las expresiones de Ia

forma (1-11). . o
- El sentido de la corriente elegido arbitrariamente en el tramo dado
se llama sentido positive y se designa, como el senfido real, con una
flecha blanca o afectando con subindices la letra I, -
Tomemos como sentido positivo de la corriente I (fig. 1-11) el que
va del punto e al punto b. EI potencial g, se determina en funcién
del potencial g, por la expresién

Qs = lpa —ril + E‘[_ —'fgl + Ea — faI.—— E_t; —-—l'.iI

-
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Dg_ _esa fgualdad tenemos
R e NUPES A
1 a }_31'_;;%1., Tu
= (Uit EE)gm, (112)

donde 1 = -+ r: o - ro ©s la resistencia total del tramo del es-
quema; ¢, — pya= Doy es la diferencia de potenciales entre los bornes
de! tramo cxaminado, tomada de acuerdo al sentido elegido de la co-
rriente; YE = E; -+ E;-— Ey es Ja suma algebraica de las f.em. que
actéan en cse mismo tramo; cada f.e.m., coincidente por su sentida con
el sentido positive de la corriente, se anota con signo positivo, y la no
coincidente, con signo negativo.

La férmula (1-12) representa la ley de Ohm para el tramo de.un.
esquéma con_fuentes - T o

el ¢alculo per la formula (1-12) da para la intensidad un valor
negativo, significa que el sentido real de la intensidad no coincide con
¢l positivo elegido (es opuesto al sentido elegido arbitrariamente).

El sentido positivo de la tensidn, entre puntos cualesquiera del cir-

cuito, también puede clegirse arbitrariamente.” Se lo indica afectando
con subindices la letra U, o con una flecha, que para una tension
Uy = i — @ 5e colocard dirigida de a a b, atribuvendo arbitraria-
mente al punto ¢ un patencial mayor que al punto b.

EI sentido positivo de las f.e.m. y de las intensidades de las fuentes
respectivas, cuando sus sentidos reales se desconocen, se eligen tam-
bién arbitrariamente y se indican con flechas o subindices dobles.

En los tramos de los esquemas que tienen elementos pasivos, se
hacen coincidir ¢l sentido positivo de Ja tensién y e} de la intensidad.
En este caso se puede no colocar flecha que indigue la tension. Tanto
la intensidad como la tension deben considerarse en los cilenlos como
magnitudes algebraicas. '

*
1-4. Distribucién del potencial a lo large de un cireuito eléctrico no
~ramificado.

La distribucién del potencial a lo largo de un circuito eléctrico no
ramificado, puede representarse grificamente. En la figura 1-12 se ve
el esquema de un circuito elemental no ramificado con dos fuentes de
f.em, E; v E. y resistencias internas r;, y fin. - _

" Supongamos que E, sea mayor que E.. En este caso, la intensidad
real es: : :

(1-13)

A Sl oY
v coincide con el sentido de la fem, E,. Para fijar €l petencial de
cada punto del circuito en cuestion, tomemos el potencial del punto &
iqual a cero. Hallemos los potenciales de los. puntos. restantes.

.
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El potencial del punto b ¢s menor que el del punto «.
Py =, — "I =—-rl.
Al pasar por Ia primera fuente de cnergia, ol potencial se eleva

en vna cantidad E, 'y disminuye por la eaida de tensién interna, de
modo que ¢l potencial del punto ¢ serd

o=@y + Ey— 1yl = — I + E; — rL

Para determinar el potencial ito o | "
' : a 3 al g del punto d hay que restar rof de
potencial ., es decir ¥ . .._f_{.‘dd

Q= —rd = — 1l + By — ral — .

Fic. 1-12 Fic. 1-13

. Finalmente, al pasar por lu segunda fuente de cnergia, ¢l poten-
cial disminuye, tanto debido a la fem. E, (por definicion de f.ean.
Pa > @, ) como por fa caida interna de tension, debicndo ser el poten-
cial del punto « igual a cero: '

Pa=Gu—~Es—rpl=—rI L+ E — ¢ ] —r.I- I,

Es necesario sefialar que de esta ultinia expresion es facil obtener

rd == 0.

la formula (1-13).

Si se llevan sobre el eje de las abscisas, Jas resistencias de los
trameos, y sobre el eje de las ordenadus los potengiales de los puntos

- correspondientes  (fig. 1-13) serd ficil obtener el grifico de distribu-

cidn def potencial a lo largo de un circuito no ramificado. Utilizando
este grafico se puede determinar la tensién entre dos punfos cuales-
quiera del circuito. En particular, se deduce del gréfico que la tension en
los bornes de la primera fuente de energia U, = ¢, — cpb = E| —ryd
fs menor que su'f’.e.m. E, en wna cantidad igual a su caida interna :rl'e
ension, v la tensidn Uy, -en los bornes de la seginda- fuente de energia,

or . ‘ ) .
g el contrario, es mayor que Ia f.em. E en un valor ignal a su caida
e tension interna, es decir: )

Vo = G ~tpe = Es + ral.

.La rela?ién enfre la tensién y la resistencia de cualguier sector
pasivo del_ circuito es igual a la intensidad de Ia corriente cn el sector;
en el grafico de potenciales estd dada por la tangente dcl dngulo qué
forma la recta correspondierite con el cje de las abscisas. Por To tanto,
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las rectas (por ejemplo ab y cd en la fig. 1-13) que determinan la va-
riacién del potencial en todos los sectores pasivos del circuito no rami-
ficadon, cuya intensidad es la misma, tienen igual pendiente,

El grafico de distribucién de los potencinles dentro de la fuente
de energia puede tener diversos aspectos. En el caso mdis simple,
cuando Ia distribucién de #; y de E dentro de la fuente se puede con-
siderar uniforme, la variacién del potencial estari dada por una recta
gue muestra o ¢l crecimiento ‘continuo {en la fuente con fem. E; la
linea de puntos be) o una disminucién continua del potencial {en
la fuente con f.em, E, la linea de puntos da).- -

1-3. Equilibrio. de potencias en un circuito simple no ramificado.

Analicemos las correlaciones energéticas en un circuito eléctrico

que consta, por ejemplo, de una mAquina de corriente .contiona.con. . .. .

f.em. E, y resistencia interna r,;, y dé una bateria de acumuladores

ton fe.m. E. y resistencia interna ro (fig. 1-14). .
T as Tuerzas electromotrices de la méaquina y de la bateria estin
dirigidas una al encuentro de la otra. Supongamos que la f.em. E, de la
maquina sea mayor que fa fem. E; de la bateria, En esas condiciones,

el sentido real de la corriente I coincidird con el de Ia femh. E;. La

tension U en los bornes de ambas fuentes es menor que la fem. E,
en una cantidad igual a la caida de tensién . en la miquina, y mayor
que la f.em. E; en un valor r;xI, como se demostré en el parigrafo
precedente :

U‘:.__ El —_— T“I (1-14)
é AL AT PR |
U= Eg + f.i;_'I. ) (1"15)
AR b e iy

Multiplicando ambos miembros de la ecuacién (1-14) por Iy
transponiendo los términos, obtenemos: o

E]J = T,‘lr',' '+' Ul . (1"16)

El primer miembro de esta ecnacién representa la potencia des-
arrollada por la méquina; el primer término del segundo miembro

[T BCURPURE o |

_ Fi. 1-15

representa la potencia de las pérdidas térmicas en el bobinado’ de la
méaquina y el segundo término, la potencia entregada por la méquina
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y en consecuencia, consumida por la bateria de acumuladores. Mul-
tiplicando por I ambos miembres de la ecuacién (1-15) obtenemos:

Ul =rol” + Exl. (117)

De esa ecuacién se desprende que la potencia Ul, absorbida por
la bateria, se gasta en pérdidas térmicas r,pI? y en cargar los acumu-
ladores E,I. - :

Las relaciones obtenidas para establecer el balance de las poten-
cias son aplicables, por cierto, no sélo a un circuito de carga de acu-
muladores, sino a cualquier otro. La diferencia consiste en que en
los receptores -de otro tipo la energia se invierte en otros procesos,
por ejemplo, en la ejecucidn de un trabajo mecdnico en los motores
eléctricos, . g

Si se representa la fuente de energia por otro esquema equivalente
(fig. 1-15) resultard que la potencia desarrollada por la fuente de in-
tensidad no es igual a la potencia desarrollada por la fuente de f.em.

En efecto, la potencia desarrollada por la fuente de intensidad estd
dada por el producto de la intensidad I.; por la tensién U ¢n los bornes
de la fuente de corriente, es decir I,U/. Como In=Iht+1lylyg=

= -:—]—, resulta que al sustituir la intensidad 1., y después de hacer las
ii ' .
transformaciones elementales tendremos

, |
U= (In+ U=y, (1-18)
il .

Co_rhparando las expresiones (1-18) y (1-18) se désprende que
para una misma tension en los bornes de ambas fuentes y una inten-
sidad igual, las pérdidas térmicas ryI* en el esquema de Ia figura 1-14

no son en general iguales a las pérdidas térmicas % del esquema 1-15,
. _ : : :

y por lo tanto, la potencia desarrollada por la f.e.n*n. EyI, no es igual a

la potencia I.,U desarrollada por la fuente de intensidad. Esta circuns-

tancia debe tomarse en cuenta al reemplazar la fuente de energia por
una fuente de f.em. o por una de intensidad.

Problema 1-1. En los bornes de dos fuentes de energin montadas en serie
(E = 12V; E, =48 V; 1 =04Q; r,, =0,6Q) se ha conectado un receptor con
resistencia variable r (fig. 1-16). Determinar el valor de Ia Tesistencia r, para la
cuul la potencia tenga un-valor méximo. Hallar la potencis del receptor vy de las
fuentes de emergia para dicha resistencia,




24 FRINCIPIOS DE ELECTROTECUNIA

Solucion, A fin de determinar la resistencia r para la cual Ia potencia sea
méxima, utilicemos la expresién de ld potencia P — ri2.

Como la intensidad es S
__E+E
T otubrgtr
entonces

, (E;+E,)? )
- (fﬁ‘f‘fiz“i‘f)i" _

Tomemos la derivada de P respecto a r e igualémosla a cero: tendremos como
resultado : _

\.

r=r;+r.=14Q.
Las mag;a.itudes restantes se determinan por las férmulas siguientes:

12 intensidad
[ E+E, _ 12448
2y 2
la potencia de la primera y de la segunda fuente de fe.m.
Py =E1=12-30= 360 W;
Py = E,l = 48-30 = 1 440 W;

=30 A;

la potencia del receptor
' P=rl2 = 1:302 =900 W.
Las pérdidas térmicas en ambas fuentes

AP = (ry+ 1) F=Ppy +Ppy— P = 900W.

Problema 1-2. En la figura 1-17 se representa un esquema elemental que se

aplica en los mecanismos de cilculo para sumar cantidades. Demostrar que la
tensién U es proporcional a la suma de las resistencias sumandos r_, f,yr.0ala
suma de las cantidades z, g, z, representadas por los desplazamicntos de los cur-
sores de los correspondientes redstatos.

Fiz, 1-17

Solucidn. I Las intensidades I]., ILel, { fig.. 1-17) son independientes nna de
Ia otra e iguales a:

7 E, E
1, :F—l-; L =22 & 13:—-9---:-
i a 3

___bor lo menos tres ramas.
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La tensién
E E E
U= —-I—r_s + —2rIrr + 32 T
¥ o ry

Supongamos que E,=E,=E;=E, Ty =1y =1ry, =7, ¥ representemos a las
Tesistencias r,, 7, v r. en forma de funciones lineales'de los desplazamientos «, y v 2
de los cursores en los correspondientes redstatos, es decir :

donde ! es la longitud total de cada redstuto. Come resultado, la tensidn. total U7
E ’ .
U=—l-(x+y+z) —kix+y+z)

serd proporcional a la suma de las cantidades que -se adicionan. :

Sefialemos que la relacién obtenida cs vilida cuando la resistencia de 1a carga
Que se conecta a Ins bomes de tensién U, sobrepasa apreciablemente a Ia resis-
tencia », :

1-6. Aplicacién de las leyes de Kirchhoff al caleulo de circuitos rami-
ficados.

. Para el cdlculo de un circuito eléctrico ramificado de cualguier
clase, es de fundamental importancia el némero de ramas y de nudos
de su esquema. ' '

Se llama rama de un esquema eléctrico a uella parte que consta
solo"de fientes A€ T8 m. yide resistencias conet?t?ﬂé? ‘en Serie, es décir,
Tgﬁgnﬁerielaé's”stﬁﬁé? para sU conexibh eon Tos otros tramos el esquema.

~2¢e Mama nudo de 1in. ésquema_elécirico. el punta.en el cual_conewrren

oy

LIERT

Fig. 1-18

Al recorrer las ramas pucden obtenerse circuitos cerrados o abicrtos.

En la figura 1-18 se ve wn esquema eléctrico con cinen nudos y
Dueve ramas. Como caso particular, puede haber ramas con resisten-
clas practicamente nulas (rama 2-— P} ¥ ramas con resistencias y sin
fem. (rama 1—n). : '

El estado eléctrico de wn circuito de cualguier configuracién queda
h)tillmehte determinado con In primera y la segunda ley de Kirchhaft,
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La_primera ley de Kirchlioff se aplica a los nudos y se formula
de Ia Siguiente manera: la stma algebraica de las intensidades de co-
rriente en un nudo es iPHAT d cero. e

L

{ ,21 =0. ) (1-19)
. \M{M. e

En esta ecuacidn debe darse el mismo signo a las corrientes que
_tienen igual sentido positivo respecto al punto modal. De ahora en
adelante, en las ecuaciones correspondientes a In primera ley de Kir-

chhoff, afectaremos con signo neaa}jvu las: corrientes gue afluyen al.

nudo, y las que se alejan del nudo, con signo positivo.

L segunda ley de Kirchhoff se aplica a los circuitos (mallas) ce-
rrados ¥ se formula de la siguiente manera: en cualquier malle lo suma,
“fgf_bfﬁfﬁ&mﬂﬁ. los fem..0s-tgnal g la suma algebraica de las tensiones
existentes en lus resistencias que forman piite de dichawialla "

. ,-Mm«-*irE _ 2 ﬂ"““ - %:,) .
k\rh—w@’-‘ww.w.w,;. -

En esta ecuacién se atribuird el signo positivo a las intensidades
y fem. cuyo sentido positivo coincida con el sentido de circulacion
elegido arbitrariamente para el circuito estudiado.

En la tcoria de los circuitos eléctricos se presentan problemas de
dos tipos. Al primer tipo pertenecen los problemas analiticos tales como
por ejemplo: conociendo la configuracién y los elementos de una red,
hallar las imtensidades, las tensiones y las_potencias de unos u otros
tramos. Al segundo tipo pertenecen los problemas inversos, en los que

“se conocen, por ejemplo, las intensidades y las tensiones y se desea
encontrar su configuracién y elegir sus eleméntos. Estos dltimos son
los problemas de sintesis de los circuitos eléctricos.

En la electrotecnia practica los problemas que se encuentran con
mds frecuencia son los analiticos y serin los que examinaremos en lo
sucesivo. _

Para resolver los problemas anzliticos, con ayuda de las leyes de
Kirchhoff, es necesario establecer las ecuaciones del estado eléctrico
de uno u otro esquema del circuito dado. Al establecer las ecuaciones
se recomienda observar el siguiente orden: elegir primero el sentido
positivo de las corrientes en todas las ramas del esquema eléctrico,
luego formar las ecuaciones de los nudos segin la primera ley de Kir-
chhoff y por fin formar las ecuaciones de las mallas de acuerdo a la
segunda ley de Kirchhoff.

Supongamos que el esquema eléctrico consta de m ramas .y de n
nudos. Demostraremos gue, de acuerdo a la primera y a la segunda

“Tey_de Kirchholf,™ gdén Tormar Tespectivamenté (-

_ﬁ:.&i_lljﬂlladfmes mutuariente Tndependientés que, en su con-
junto, nos dam ¢l hiimero fiecesario 'y sufitiente~de-&¢aciones para
detefirinar Tas m intensidades (en todas-tas AN, -

A
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De acuerdo a la primera .qub_gwg“_ K@fghhoff para n nudos (fig. 1-18)_

per ¥

pademos escribir n ecuaciones: e
Itz+rls+--'-+11p+'~--+1u =0; .

“. In+ st ...+ I+ ... + L =0 : (1-190)

 Iatled .4 Lo+ ...+, =0,

Como una rami vincula entre sf sélo dos nudos, la intensidad de
cada rama debe, necesariamente, entrar en esas ecuaciones dos veces,
siendo S

i".. le=—1In, -
Chy=—1Is,
y asi sucesivamente. ’ -

Por consiguiente, la suma de los primeros miembros de las n ecua-
ciones da idénticamente cero. En otras palabras; una de las n ecuacio-
hes puede obtenerse de las restantes (n—1) y el Wirfiero de-las-erua-
ciones independientes basadas en la primera ley de Kirchhoff ser4 igual
a (n—1), es decir, al nimero de nudos menos uno, Por ejemplo,
pard "él"esquema de la figura 1-19, que tiene cuatro nudos:

parz el nudo 1 L+1.+ I, = 0;
para el nudo 2 —L— L+ I; =0,
para el nudo 3 — I —Ii+ L, =0;
para el nudo 4 — L1, —I;=0. ,

(1-21)

Sumando estas ectaciones, obtenemos una identidad: 0 = 0; por lo
tanto, de las cuatro, sélo tres soh independientes. '

Como no puede producirse acumulacién de electricidad en los dis-
tintos nudos de Ia red eléctrica ni en cualquicra de sus partes limitudas
por superficies cerradas, la primera ley de Kirchhoff puede aplicarse
no solo a cualquier nudo, sino también a cualquier superficie cerrada.

" F16. 1-1%

- Por ejemplo, para la superficie § (fig. 1-19) que pareciera seccio-
nar ¢l esquema eléctrico en dos partes, tenemos I, — I, — I, — I, = 0,

-
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que también se puede obtener de las ecuaciones (1-21) para los
nudos 3y 4 _ -
 Para establecer el niimero de ecuaciones mutuamente indepen-
dientes, basadas en la segunda ley de Kirchhoff, escribiremos para las
m ramas del esquema (fig. 1-18), m ecuaciones que obedezcan a la
ley de Ohm: N . | :
: @2 — @1 == toalay — B3 A

Q2— 1 = raafas — Eg;

> (1-20¢a)

.\'Pn o G == Tpud L E,., ]
donde r,, s la resisténcia de la rama que une los nudos p y n
' "E,:E'és la f.e.m. total que actiia en Ja rama pn en el sentido diri-
gidode pan;

Py Y P som los potenciales de los nudos p y n.

. En esas ecuaciones el nim ro_total de-jachgnitas —intensidades
de m ramas y potenciales de n nudos— ¢s. igual a {(m + n}).

Sin modificar las condiciones del problema, se puéde tomar. el

potencial de uno de. los nudos iguak a cualquier valor, y en particular
a cero. . __ o

Si del sistema de m ecuaciones (1-20,a} se eliminan los (n—1)
potenciales ain desconacidos, ‘el niimero-de écuaciones se rea'uc!:é" a
w4 1), Pero al”eliminar los ‘potenciales” de las -ecuaciones

gunda ley de Flrchhoff et o st

~ D& manera Gue el nimerc de ecuaciones. mytuamente independien-
tes que se despreiden de la segunda leydﬁmﬁhaﬁf“es ignal a

"X titalo de ejemplo, escribamos las ecuaciones que re]a(nor}an los
potenciales de los nudos con las tensiones y las fe.m. que acttan en
las ramas, para el esquema de la fig. 1-1%:

R
fPl —_ qu fn r;;Is - E'S;
Qi Ps = rid; — Ey;
o — @ =rls— By | (1-22)
‘:P‘._.._(p2=f4li*"‘"E4; .

(Pelx — Qs = r:ls;

p—@s=—FE. ]

: 7@ s¢ llega a ecuaciones que vincylan las f.e.m. con las tensiones
existentes en las resistencias, esto es, a ecuaciones b??f‘..d?? en lase-
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Semando las ecnaciones tercera v cuarta v restando dicha suma
de la primera, tendremos: . '

152 ‘i— E{ — 1:‘) I}'{I.L + 3‘-_)1-_1 - r:;-l;;. (1-23)

Aplicando la segunda lev de Kirchhoff (1-20) al circnito comado
1—4 2.1 (al recorrerlo en ¢l sentido del movimiento de las AENjuts
del reloj} obtenenios la misma ecuacion.

De manera andloga obtendremos las cevaciones para las restantes
mallas cerradas: :

para Ja malla 1--3 21 1

Ey B — By oz -l L

para la malla 2—-3 49 i

Eo4-E, =l -bri J

(1-21)

La solucidn simultinea de tres ccuaciones cualesguiern de fas
(1-21} y de las ccuaciones (1-23) y {1-24) nos da los vulores de las
intensidades en todas las ramas del esquema eléetrico de la figura 1-19,

Si de estas ecuaciones se obtiene una intensidad con signo nega-
tivo, ella significa que su sentido real es coutrario al que se toméd como
positivo. :

Al cstablecer las ecuaciones de acuerdo a la sequnda Jey de
Kirchhoff, comviene prestar cspecial atencién al hecho de que las
ccuaciones sean mutuamente independientes. A tal cfecto, es impres-
cindible clegir los circuitos de tal wmodo que cada nucca malla cea
ecnacidn se establece, no se pueda obtencr de otras por eliminacidn
de ramas comunes. - Asf, por ejemple, la majla® 1.3 491"
(fig. 1-19) puede obtenerse de las 1-~3— 2. 'y 23429 cli-
minando la rama 2 —3. Por lo tanto, la ccuacion para la malla
1 —-3_—-4-2"1 se puede obtener de las ccunciones . (1-24) su-
mandlolas.

Puede aplicarse la segunda ley de Kirchhoff para determinar la
tension entre dos puntos cualesquicra del csquema. En fal caso, es
necesario introducir en el miembro de ki derecha de lus ecuaciones
(1-20}, en forma de sumando, la tensién buscada, en un trayecto que
cierre virtualmente el circuito abierto. Por ejemplo, para determinar
la tensién U, (fig. 1-19) sc punede escribir la ecuacion para el cir-

cuito 2—1—-5_2

Ey . Ey = Uiy - raly
o para ¢l circuito 5—4_2 .. 5
El —_ ?".J:_’ —i— -"|I.| —_ Lr,',-_-,

de donde es ficil hallar la tensién buscada.

Para earacterizar de una manera completa ol estado eléetrico de
usa red hay que conocer no sélo Tas- teasiones c intensidades, sino
también las potencias de lus fuentes v de los receptores. De acuerdo
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"~. ala Jey de consefvacién de energia, en un circuito eléctrico cerrado, la

energia desarrollada por las fuentes es igual a la energia absorbida
por los receptores. De esa proposicién se desprende que en cualquier
esquema eléctrico, la sumad algebraica de potencias desarrolladas por
las fuentes de f.e.an. es igual a la suma de potencias consumidas por
‘todas las resistencias (incluso las resistencias internas de las fuentes
de energia). ' :

h=m h=m ) .
B, =2 nli. (1-25)
h=1 h=1

Si el sentido real de la fe.m. y ¢l de 1a corriente en una rama,
coinciden, la potencia de la fuente de f.e.m. entra en la ecuacién (1-25)
con signo positivo y la fuente entrega energfa al circuito {trabaja en
régimen de generador). Si el sentido de la f.em. y el de la corriente
" son opuestos, la potencia de la fuente de f.em. se anota en la ecua-
cién (1-25) con signo negativo; dicha fuente absorberd energia prove-
niente de otras fuentes del circuito (trabaja en régimen de carga). '

_ Es necesario sefialar que la ecuacién (1-25) puede obtenerse tam-
bién de las leyes de Kirchhoff (1-19) y (1-20). Las corelaciones fun-
damentales entre las leyes de conservacién de energia y las leyes de
* Kirchhoff, fueron establecidas por N. P. Sluguinov (B.3).

Problema "1-3. Para regular la tensién U en los bormnes de un receptor de
resistencla £ = 200 Q, se conecté un reductor de tensiones cuya resistencia total
es £, =12000Q (fig.1-20). Construir un grificc de las tensiones U en funcién
de 13 resistencia r, del reductor para valores de la misma que varian de cero a
“rgs siendo U, = 220V,

N
%
P‘ v

‘o ‘
Fm. 1-20

Solucién. De acuerdo a las leyes de Kirchhoff, tenemos para este esquema
las siguientes ecuaciones:

E=0I+5
Uy = (rg —r, g+ 113
rl = =U.

La solucién simpl_ténea de esas ecoaciones, nos ds:
r _ 44 000
(rg—1.) + ro (1206 —r )4
x

v=U, a0

&

Ay v -

i;.

+
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. . Dando valores numéricos a la resistencia r,, obtenemos los velores coﬁespoﬁ-
. diontes do la tensién Uy construimos el grifico U(r,) (fig.1-21). -

Froblema 1-4. Para sumar ecléciricamente cantidades se ‘suele utilizar el

* piquema que muestra la figura 1.22. La cantidad resultante se obtiene en forma
L - e tenslén U en la resistencia r.. Determinar el coeficiente de la escala que esta-

ot
. / .
"

0
| B e
]

I :
LU - . el _—
N v

@ g wd &0 &0 0F o
Fra. 1-21 . Fiz. 1-22

wos la relacién entre la tension U Iy la'suma do las cantidades, dadds en forma
'I.Iml E1 Y Eg- .

Jolucion. De acuerdo a las leyes de Kirchhoff tenemos para €l esquema
‘dado las siguientes ecuaciones: : :

I—1,—1,=0;
Ey= (rq + 1)+

) Ey= (s +r3)lg+ 7l

La solucién simultinea de esas ecuaciones nos da:

rilr + rE2
I— a1 N G T Ty
r T !
1 .
tratn T Tt
Usrl= r . Ey + E, ’
L 4 T (f‘-l-f-fl B ET S 1 PR
T fgthrg

8 tomamos r, + £, = ry + 7,5 == £, entonces

r

U0 (B, 4+ E)=— (B, + Ey) =k(E, +E,),

r n
1+ N + o 24 o
donds k = es el coeficiente buscade.
24 Jo.
1 t
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B Problema 1-5. Aplicando las leyes de Kirchhoff, escribir dos expresiones de

1 intensidad I, para la rama que contiene el galvanémetro _(fig. 1-23) suponiendo
" conocida la intensidad I, en un caso, y en el otro, la tensién U.

" Solucién. De acuerdo a las leyes de Kirchhoff, tenemos, para &l esquema
dado con seis intensidades desconocidas, las ecuaciones siguientes:

- para el rmdé 1 L+4—1=0
L+l—5=0

I —L— I, =0

para el nudo 2
para €l nudo 3 - .
para el circuito 1-2-4-1 8 =r, + rfy —13l5

para el circuito 2-3-4-2 0= fyly — 0y — ol

para el circuito 1-4-3-1  U=rly+rly=rl+nh=E—rl

Resolviendo simultineamente eses ecnaciones, obtendremos la expresién de la
intensidad I, en funcién de la tensién. U:

: fafs —Nify . .
fu(fl =+ fz) (fs + f;) + flfg{fa 47,0+ fs"g("]_ + fg)
_y en funcién de la intensidad I: ‘ '

IL,=U

L =1 rafs — 11Ty .
¢ :o{f1+f2+f3+f4) + (fl—i‘fs)(fg**‘ﬁ)

_ Problema 1-6. Con qué error se determinard la intensidad en la rama del
-galvanémetro (fig. 1-23) si se sustituye la fuente de energia por una fuente de
fem con E=12V, r,=008Q, r, =r, =50, =120, r,=5Qy r=1010.

i '3

. 1-23

Solucidn. Si se desprecia la caida de tension en la resistencia intt_erna r, de
la fuente de energia, entonces la tensién U’ en los bornes 1-3 sera igual a la
fem., es decir .

"=E=12V.
La intensidad I en la rama del ga_lvanémet_ro, . al igual que l.as intensidades

. E °
ren las demds ramas, sufrivi un aumento de g veces
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De las ecuaciones del problema anterior, hallaremos:’

U=1188V y I,=0,125A.

Entonces

L
= 1,01’_.

I —1,-101 =0,125. 101 ~ 0,126 A.

es deeir, pricticamente la intensidad sigue siendo la misma,

1-7. Método de los nudos.

. Como se sabe, el estado eléctrico de cualquier circuito queda ente-

ramente definido con las ecuaciones basadas en la primera v en la
segunda ley de Kirchhoff, debiéndose formar y resolver un sistema de
_ecuaciones con m incégnitas para determinar Jas intensidades en las
m ramas. Demaostraremos gue en el estudio de los circuitos lineales,
e puede Teducir ¢l niimero de ecuaciones, aplicando el método de los
“potenciales de nudo (método de los nudos), basado en la primera’ley
de Kirchhoff v en la ley de Ohm (1-12).

Para eomprender lo esencial del- método examinemos el esquema
eléctrico que muestra la figura 1-24, . ’

Tomemos el potencial de uno de los nudos, por ejemplo del nudo 3,
ignal a cero: gs = 0. Esa hipétesis no modifica” las condiciones del
problema ya que las intensidades en’ las:ramas no dependen del valor -
de los potenciales en los nudos, sino de las diferencias de potenciales
en los bornes de las ramas. '

'De acuerdo a la primera ley de Kirchhoff y habiéndose elegido el

sentido positivo de lis corrientes, tendremos para los nudos 1 y 2:

-heh—h%hi&}

| (1:26)
) —_I:'I_Ifi_lgl-_+—l:‘lzo_ ( 2))




PRINCIPIUS big ELECT) IOTECNTA

Segin la ley de Obm, las intensidades de 1

ramas .(1"12J serdn; a4y corrientes en [ag

L= (@1 —qs)gs
L= ("—(]3'1 + E; Jei;
Li=—qg; |
L= (¢ — 2+ E;)g.; f (1'27)
L={—q:+E)g; |
L=(9:+E)g, |
donde ¢, y P2 son los potenciales de los nudos 1 y 2,

Sustituyendo las (1-27) en Jas (1-

0, ’ .
tendremos: 26}y reagrupando los térininos

V{8 + g5 g0+ gy) P22+ &) = By, - .o
— (g + ) + @ (gt tata o & SRTSEN
o también . : & &4 &) = g 4 oI o

P~ e =Y Eg
Tl +rp._,'g2!‘_, :EIE{_Y J . (1-28)

et

dande

=gttt g
Y T, =
' nrz—ga+g;+;;:+gs

son las sumas do Jas
. as conductancis T T
los nudos 7 y 2, clas de las ramas que se reunen en
812 = g — o —'—. 7. oy | .
2 £ o5 a suma de las ¢ .
que Ei‘en los nudos 1y as conduc
segundo miembro d de las oot 11 e
e cada wna de lus eerm-

senta la sum : 4 e fas ecuacianes {1-28) renro.

por las eondicitl;iebrmca de log productos de Jas f.c.smn. L[((E fas i‘nctxﬂl,;
ol nuge eanie _'Itilas..COrrespondlentgs, para_las ramas que con o

\iio-._.\_s; r&m«.g_heffl(? El producto de la Forria For o tbm"l““gg""'gufr"“n

Bostime: guando Ia f.em. se dir i A 4 con signo
, ! . ¢ hacia e o :
_,cu_.a“ﬁ" sealefa de él. ¢ t'nudo y con signo negativo
A eniosfraremos que lus i
FRE, SO 45 ecuaciones (1-28)
* indepéndiefament, i 28) se pueden establec

*IAA e del sentido positi i 1 esablecer

. ) : ™ Vv o) ) . . .

S Tamag, k o elegido para lus Intensidades
~-Anhlicemos nuevam : '
i LA onte ¢} esquema d . :

g ' - ela ra 1-

sentido positive a las intensid figura 1
-del nudo, |

e !

. derer o}
tancias de las ranas

.’)4
it : =4 y demos ¢]
ades de las corrientes que se alejan
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Para los nudos I y 2, tenemos
1-F 1 15 I :0; :
1+ L+ I+ i (1-29)
L+ I+ 4 1,=0.

Haciendo, como antes ¢; = 0, obtendremos para las intensidades
de las ramas, las expresiones siguientes:

para el nudo 1
N=(p1—Ei)gs )
= g8y
L={(¢1— g2+ E;)&;
Io= (1 — @2) 88
para €l nudo 2 r (1-30)
L= (go—Es)gs
Iy= (g2 + E3)gs;
L= (92— ¢1—Es)gs
I= (@2 — @1 )8 J

Sustituyendo las (1-30) en las (1-29) y agrupando términos, obte-
nemos ecuaciones que coinciden enteramente con las (1-28).

Si el esquema eléctrico ne sdlo contiene fuentes de f.em. sino
también fuentes de intensidad, las intensidades de estas dltimas tam-
bién entrarin en las ecuaciones establecidds de acuerdo a la primera
ley de Kirchhoff. _

Al formar las ecuaciones del tipo (1-28) es necesaric tomar en
cuenta Jas intensidades de las fuentes de intensidad para cada nudo,
en forma de sumando en el segundo miembro, debiendo tomarse con
signo positivo las corrientes que afluyen al nudo y con sentido negativo -
las que se alejan de él S

De ese modo se pueden escribir las ecuaciones para determinar lds
potenciales en los nudos de un circuito eléetrico cualquiera, partiendo
de su configuracion, sin proponerse un sentido positive de la corriente; -
¢l potencial de uno de los nudos debe tomarse igual a cero.

Si el esquema eléctrico contiene (n 1) nudos, haci
ejemplo, el potencial del nudo (n+ 1) igual a cero, tengfe
los n nudos restantes, n ecuaciones R
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q-)lgll.—_fmﬂgiﬁ_ B . T RN — Pafin = ZLg +}1;
. ) N I
— Qg F e — L — Py — . — Gaon = 2 Eg+1
................. .<.‘.‘AF(1'31)
€ Qo — - Qi — - — Gl = 2 Eg+ T .
. »
— Q18u1 — 28ns — Palnp + WnBnn = 2 Eg+ 1.

En estas ecuaciones, del mismo modo que en las (1-23) la” con-
ductgncia del tipo g,, (con dos subindices iguales) representa ln suma
de las conductancias de las ramas.que concurren en el nudo j vy Ia
conductancia g,, = g, {con dos subindices distintos ) es ignal a Ia suma

~de las conductancias de las ramas que unen los nudos estudiados n y p.
El segundo miembro de cada una de las ecuaciones-contiene las su-
mas algebraicas de los productos de las feom.. por las conductancias

zEg corresposidientes. a todas las ramas que concurren al nudn p, y

»
la intensidad del nudo J, igual a la suma algebraica de las intensidades
de todas las fuentes de intensidad conectadas con el mismo nudo p.

. Fiz, 1-25

Conviene recordar-que.la suma de todas las intensidades de nudo,
coma se desprende de la primera ley de Kirchhoff, cs siempre igual a
cero para las superficies cerradas. Pueden incluirse entre las intensi-
dades de nudo, las intensidades ya conocidas de cualquier rama. Las
conductancias de esas ramas no fignran en las expresiones g, v ., (ver
problema 1-7). . : A :

Resolviendp las ecuaciones (1-31) se pucden determinar los po-
tencinles de n nudos y conociéndolos, es facil hallar las intensidades en
todus Tas ramas, aplicando la ley de Ohm (1-12). o '

Suponggmos que entre dos nudos I v 2 estin conectadas m ramas
(fig: }-253). De acuerdo 2 las etuaciones 11-31) tenemos para ¢l pri-

mer nudo: o
e b e —
’ h-out

R T G - IS By A B (1-32)

_{_ p_qw) — EJ.-{.’,'}].
: Lo-t

K
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V= (g1 —z) =- (1-33)

.,t+ . donde el numerador representa la suma algebraica de los productos de

' .. s fem. por las conductancias correspondientes a todas las ramas (se
. * toman con signo positivo las f.em. que actian en direccién al nudo 1);

el denominador es la suma aritmética de las conductancias de tadas
las ramas conectadas entre los nudos.

Problema 1.7, Para medir la veloeidad del cscurrimiesto de gases se utiliza
un aparato -con termorresistencia, Hamado termoanemdmetro, siendo la termorre-.
sistencia r, un hilo delgado de platino, que se conecta cn el circuito de un
puente {fig. 1-26). i -

Fic. 1-26

El cnsayo se realiza con intensidad constante I, cuyo valor se mide con un
voltimetro unido @ los bomes de una resistencia fija . Determinar la velocidad
del chorro de gases sabiendo que [=24A, I,=15mA, 1, =r, =100, r, =614,
la resistencia vy = 100 4; la curva de graduacién que muestra la relacion entre la
resistencia 7, ¥ lo velocidad del flnjo gaseoso estdh dada en la Figuea 1-27,

I‘I.pi

|\
N

S

€5 - =]
i 1 v
A [+ 74 s mirey
Fia, 1-27
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al S((];Iucidg. Para resolver el problema nos serviremos del métadn de los poten-
] es de nude, Hagamos-el .I)Ot(’ﬂClal del nudo 1 igual 3 eccrn ¥ escrilamos pira
05 nudos I, 3 v 4 [a siguientes ecnnciones:

T,y =1,
. 9l +ealen +gy) - e =1,
8 tgyle 4 g) = —1

Comz el potencial 43 =—rfoly =~ 100.0,015 = — 15V

o ; haciendo en Iy
dos dltimas ccuaciones Lis su lo cn lay

stituciones numéricas obtenemos (= 10
v, =396V y de la primera ecuacion, r,, = 3,62 Qt " T,

Tans i ’
En la curva gradusda encontramos In velocidad dol gas, ¢ ~— 1S m Seg.

1-8. Método de las intensidades de mwalla.

El caleulo de los circuitos eléetrivos con cleme
reducirse a la solucién simultinea de salo k=m—n 41 ecuaciones
mdf:pendient_es establecidas de acuerdo a la segand ley de Kir‘r.-;::l(lmffh
aplicande el método de las intensidades de malla Antométic, -0 N
la primera ley de Kirchhoff sers satisfecha, | emente,

ntos lineales puede

Fiu. 1-28

LY

Examine}nos, a titulo de cjemplo, ¢l csquemna de la figura 1-95
que tiene seis ramas y coatro nudos. Parg establecer las ecuacim;c-;
de amerdc? a la segunda ley de Kirchhoff, elegiremos los circuitas m.
tuamente independientes, de tal maodo que una de las ramas de L
determinada malla sélo forme parte de ésta y no de otra. Por eicsplo
en el esquema de la figura 1-28, Jay ramus primera, s tfnd-} T
tercera s6lo entran en los circuitos 1—-2..4.-] 0'—,3. g4 2 N
1—4-—3- 1, respectivamente, Peom TRy

Para el esquema de la figmra - 1-28 tenemos:

de acuerdo a la primera ley de Kirclihotf

Iy — &~ I =1
e+ L. — 1 =, (1-31)

-1" + I — 1, = 0
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.de acuerdo a la segunda ley de Kirchhoff

Ey—E,=nl +rl; +rldy; ;
—E, — T';J:"!"fulumrslﬁ; (1'35)
By By =ryly 1y —rplg.

" Sirviéndonos de Jas ecuaciones (1-34) eliminemos de las (1-35) las
intensidades I, I; y I; que son comunes a varias mallas; cbtendremos:

Ei—Es=(ri + 1+ )i — s — 1l
—Ey=—rli - {2 dro b )l — 1l (1-36)
B+ Ey=—rdy—velo + (ra 414+ 19) L.

‘Para ese mismo esquema se pueden elegir otras mallas mutua-
mente independientes; por ejemplo, en lugar del circuito 1 —4—3:
—1 con'la intensidad I, se puede elegir la malla 1 —2-—4—3—1.
En tal caso, la intensidad real I; en la rama 2 — 4 serd igual a la suma
algebraica de tres intensidades:

15211_12+I3.

De manera andloga se puede ir, para el

red de circuitos lineales, mallasindependientes, de tal manera que una
a_malla . determi

@;eigr_nas de una’ 3.a. ite.
Si, Tuegd, utilizando las ecuaciones basadas en Ja primera ley de Kir-
chhoff se eliminan de las ecuaciones formadas segin la segunda ley
de Kirchhoff, las intensidades de las ramas comunes a varias mallas,
se obtiene finalmente un sisterna de ecuaciones sélo con aquellas inten-
sidades que no son comunes a dos o méas mallas.

De acuerdo a las ecuaciones (1-38) se admite que cada una de
las intensidades I,, I, I, se cierra dentro de una sola malla y se las
Bama intensidades de malla. |Las tensiones en las resistencias de cual-
quier malla se determinan por la suma algebraica de las tensiones, con-
dicionadas por las intensidades de la malla propia y de las contiguas. -
Por ejemplo, en el circuito que contiene las resistencias ry, 5, y 1y, la

- diférencia de f.em. E, — E, es igual a la suma de tres tensiones: la
_tension debida a la propia intensidad de malla I, en todas las resis-

tencias de ese circuito, y la debida a las intensidades I, e I3 en las
resistencias r; y r respectivamente. Las intensidades reales en las ramas
comunes a4 varias mallas se hallan sumando algebraicamente las intensi-

 dades de malla.

L=hH—1Ij
=1 —1; (1-37)
. IGZI‘.’_’IS-‘ s

Del ejemplo dado, se deduce que, para determinar las intensidades

. de las ramas por ese método, basta con introducir en el calculo las
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' intensidades de malla y cstablecer solamente las ecuaciones basadas en
la segunda ley de Kirchhoff; el niimero de esas ecuaciones es menor
que el de las intensidades desconocidas de las Tamas ‘en un ntmero
igual al de los nudos menos uno (n—1). Al sustituir las intensidades

Fig. 1-29

de las ramas por las intensidades de malla, se satisface automdtica-
mente la primera ley de Kirchhoff, ya que cada corriente de malla
afluye por una de las ramas al nudo y por otra, se aleja de él. Por
ejemplo, en el nudo 4 de la figura 1-28, segin la primera ley de Kir-
chhoff, para las intensidades de las ramas tenemos:

I.; ——— I:; -_— In —_ 0
y para las intensidades de malla _
L —-I.s"— (h—L)—(L—1I) =0

. Siel esquema contiene no sélo f.e.m. sino también fuentes de inten-
sidad, se admite que Ja corriente de estas Gltimas se cierra por las ramas
de cualquier circnito abierto, que complete la rama con fuente de
intensidad, cerrando el circuito. La caida de tensién debida a la
intensidad de una fuente de ese tipo, en cada una de las resistencias
de la malla, se toma en cuenta al escribirse el segundo miembro de
las ecuaciones (1-36). Esas tensiones también pueden -anotarse, con
signo cambiado, en el primer miembro de las ecuaciones (1-36) en
forma de f.em, ) ' _ :

Analicemos, a titulo de ejemplo, el esquema de Ia figura 1-29,
Segin la segunda ley de Kirchhoff - _ '

E]_—E.i = TIII + f-_',I_',— r41.|;
E, - E,= rola—rolg — 1yl

Ox.fsla—fnfe—fgfﬁ.- : . (1'3_8)

Aplicando Ja primera ley de Kirchhoff, eliminemos de ‘esas ecua-

G. V. ZEVEEE - P. A. IONKIN . . 4
| ciones las intensidades I5, I, e Iy; reagrupando términos tenemos comao
resultado :
E\—E, = {(n+r+r)l —nl, + rido vyl 4 1ol
Ex—Ei= (rs+ to+4 1)y 4 roly + ral, + r,L; 4(1-39)

0= (1’3 + rg + f'.—,)f..g —f- fng—faIl '—T_-,IU.

De estas ecuaciones se deduce que en el caso analizado sucede
como si la intensidad I, se cerrara por las resistencias r; ¥y 15, que for-
man con la rama que contiene a la fuente de intensidad I, un cirenito
cerrado,

Designando en las ecuaciones {1-39) las componentes de las ten-

siones ryl. y ril. por Eyy y Es respectivamente, obtendrernos:

‘Ey—E, —E, —Eu;= (ri+ 154101 + s — 15l
B —E,—Ey =D, 4 (1 rg + 1)l 4 rly; (1-40)
' Eps = —r5ly + 1]y + (754 1o + 15) 15

A estas ecuaciones corresponde el esquema equivalente de la figu-
ra 1-30, en el cual la fuente de intensidad I est4 representada por las

fem E=rd. vy E; =1, al mismo tiempo las intensidades en las
resistencias ry y 75 no son iguales a las intensidades que existen en las
ramas correspondientes del esquema dado y se distinguen de ellas en
un valor igual a I, En otras palabras, una vez determinadas Ias intcn-
sidades de malla Iy, I, I, para poder hallar las intensidades I,el;en
las ramas del esquema dado (fig. 1-29), hay que recurrir a las expre-
stones Iy —=—J, —I,— 1. el, =1, — I3+ I.. Andlogamente, se puede

#

i
Co N

Fre. 1-31
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demostrar que haciendo cerrar la corriente de inténsidad, I, sobre ta
rama de resistencia r;, el esquema equivalente serd el de la figura 1-31,
pero la intensidad de ‘malla I), en este esquema, no serd igual a la
intensidad real I, de la figura 1-29, sino que se diferenciar4 de ésta en
un valor I,. ' : : ' .

De modo que para calcular, por el método expuesto, Jos esquemas
eléctricos con fuentes de f.em. y de intensidad, se puede reemplazar
éstas ultimas por fuentes equivalentes de f.e.m. y luego introducir las
intensidades de malla, estableciendo finalmente, de acuerdo a'la segun-
da ley de Kirchhoff, el sistema de ecuaciones correspondientes. Las
intensidades reales en las ramas que no contienen fuentes de E.e..rn.
equivalentes de las de intensidad, est4n dadas por la suma algebraica
de las intensidades de malla solamente; en las.ramas que contienen

fuentes equivalentes de f.em., se consideran también las intensidades

de las fuentes de intensidad. En lo sucesivo, estudiaremos solamente;
salvo mencidn especial, circuitos eléctricos con fuentes de fem. -~
Al caleular los circuitos eléctricos por el método expuesto, se
tiende siempre a que el nimero de intensidades-de malla que se cierran
a través de cada rama, sea minimo en lo posible. _ .
Con ese objeto, cada circuito se elige, generalmente, en forma de
célula {en la fig. 1-28 hay ¢res células con intensidades de malla I Ie
. Iy} siguiendo la regla indicada anteriormente respecto a la elegmén de
mallas independientes para formar las ecuaciones basadas en la segunda
ley de Kirchhoff, : S
En un esquema de configuracién arbitraria, establezcamos correla-
ciones méis generales, necesarias. para las deducciones ulteriores, entre
las intensidades de malla, las resistencias y las f.em. Para un esquema
de k circuitos independientes, las ecuaciones, anilogas a las (1-38} se

escribirdn del siguiente modo!

f1111+‘!’1212 + ree T iy + .. + fllIk = E{;
féiil—}w fngg + PN + f:uI], + .. "*_ 'r2k1k = E2;

(141)

<~‘ fmfl-l—ﬁ,gfg—'— . +f;;;I;+ - +fk;;1;-,_—_'Ek. .

En estas ecuaciones, la resistencia del tipo r;;’ {con dos subindices
iguales) se llama resistencia propia del circuito 1, y la resistencia de la
forma 7;; = r; {con dos subindicés diferentes) se denominan resisien-
cia comiin de los circuitos I y k. Los miembros de la derecha de las
ecuaciones (1-41) son las f.e.m. de mella.” Cada una de ellas, de la
forma E; es igual a la suma algebraica de las f.en. conectadas en las
ramas de la malla, i . .

Al elegir arbitrariamente el sentido positivo de las intensidades de

N A:q AIk
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malla, se debe atribuir, en cada una de las ecuaciones {1-41), el mismo
signo a las intensidades y a las f.e.m., cuyo sentido positivo coincide
con el sentido de circulacién elegido para el circuito correspondiente.

Resolviendo el sistema de ecuaciones (1-41), por medio de deter-
minantes respecto a cualquicra de las intensidades I; en el circuito [,
obtendremos:

A Ap A
L=E -5 —i—Ez-ulf)—'-—}—...-|—E1 5‘ +

+o A E P R, (1-42)

Db’

donde D es el determinante del sistema de ecnaciones {1-41), es decir:

fuufia ... oL T
Tafoa tu g
D= S, (1-43)
fatis «.. iy ... g
Folee oo T o T
Y Au, Are, ..., A ..., Ap son los complementos algebraicos del de-

terminante D; A;, se obtiene de D suprimiendo en éste la columna 1 ¥
Ja linea g, y multiplicando el determinante obtenido por (— 1)!+9. Se-
falemos que las resistencias del tipo ry, y i deben anotarse en las

“expresiones (1-43} con el mismo signo con el que figuran las tensiones

correspondientes en {1-41), :

Para resolver el problema general de céleulo de las intensidades en
todas las ramas de nna red de circuitos eléctricos lineales, ha de ele-
girse uno de los dos métodos fundamentales de cilculo: el método de
los nudos o el método 'e las intensidades de malla.

Conviene utilizar el método de los potenciales de nudo cuando el
ntmero de nudos del esquema, disminuido en una unidad, es menor
que el nimero de mallas independentes (n— 1)<k, y el método de
intensidades de malla, cuando (n—1)> k.

-1-9. Principio de superposicién.

Cada f.em. E;, en la ecuacion (1-42) representa la suma algebraica
de las feum. existentes en las ramas del circuito 1. Si en la ecuacién
(1-42) se reemplazan todas las f.em. de malla por las sumas algebrai-

~cas de las f.em. de las ramas, reagrupando los términos, la expresion

obtenida para I, serd la suma algebraica de las intensidades compo-
nentes originadas por cada.una de las f.em. del esquema por separado.
Al mismé tiempo, cada componente de Ja intensidad ser4 igual al
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producto de la f.e.m. por la suma algebraica de los coeficientes corres-
pondientes de la. forma %, que figuran en la ecuacion (1-42).

Esta importante proposicién Lleva el nombre de principio de supcr-
posicion y se desprende de la linealidud de las ecuaciones del estado
eléctrico, establecidas para circuites con elementos lineales. Debemos
sefialar que el principio de superposicion signe siendo cierto no sélo
para las intensidades de malla 1, Sino también para las intensidades 1,
de ramas cualesquiera, puesto que se puede elegir de tal modo el con-
junto de las mallas inde .dientes, que la rama censiderada entre en
un solo circuito, es decit que la intensidad de malla I, sea igual a Ia
intensidad real I,.

A titulo de ejemplo que ilustre el principio de superposicién, anali-
cemos el esquema eléctrico de la figura 1-32 para el cual escribiremos
las siguientes ecuaciones: : :

riky — rely—rply = B
- rady + renln —rply = B (1‘44)
—~ Pyl ——rly + raly =10,
donde .
Tu=nF bty rp=rye=ry o Frin == 11 = ry;
Tae = Ta -t 76 + 75, oy == rFay =3 Fag == 1y + 1y 4 1
E;=E;— Ea Ey = Eng 4 Egp. ’
De las-ecuaciones (1-44) tendremos

. A
I =E 5~ + E.-

A12 . )
| =, {1-45)
donde

Yi—Ys—rig
D=|— Fuq Foo— Fugz |,
=Ty Ty

¢

Ton — Puy — i — Ty |
. Au — s Apy=— ) o
— g Ty LE — Ty Ty |
Andlogamente se determinan las intensidades I. e I
Sustituyendo en la expresién (1-45) las f.e.m. de rmalla por las
fem. de las ramas, obtenemos '

Au ) Au-—ﬂm Au
D —L.;;: N D +E'.!.’! D K

de donde se deduce que Ia intensidad de malla I, estd, determinada
-pora_suma ‘algebraici” de Tas_ intensidades o

L=E,

-qque en un esquema de configuracidn arbitearia, la unica fuente 't

°s_componentes, producidas.
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por_cada una_de las fem, por separado. Ademds esa intensidad 'de
malla resulta ser Ia intensidag real hc Ia rama de resistencia 7, y fem.
Eis, ya que las otras intensidades de malla no se cierran sohre ¢sa rama;

. 1-32

De modo que, al determinar las intensidades de las ramas por me-

dio del prindipio de superposicién, se puede dejar sucesivamente en el

esquema una sola fuente de f.em. por vez, considerando las restantes
igeales a cero. Las intersidades reales de las ramas estardn dadas por
In suma algebraica de Jas intensidades producidas por cada f.em. Si
el esquema contienc o sdlo fuentes de f.em., sino también fuentes de
intensidad, cntonces, al determinar por el principio de superposicién
las intensidades en las ramas, conviene hallar las componentes de las
intensidades producidas por cada fuente de fem. y por cada fuente
de intensidad; después serd ficil determinar las intensidades reales en
las ramas sumando algehraicamente dichas componentes. :

Como el principio de superposicién se desprende de las propiedades
generales de las ccuaciones lincales, se o puede aplicar para determinar
magnitudes fisicas cualesquicra, ligadas entre si por una relacion lineal.
En lo que se refiere a los circuitos eléctricos, se Io puede utilizar no
sélo para determinar las intensidades en funcién de f.om, y resistencias
dadas, sino también para determinar tensiones, partiendo de intensi-

dades y resistencias conocidas. En cambio, dicho principio no pucde %

servir para determinar las potencias de los receptores o de las fuentes
de energia, dado que la potencia es una funcion cuadritica de las inten-
sidades, de las tensiones o de las f.e.m. :

1-10. Propiedad reciproca.

Usando ¢l método de las intensidades. de malla, se-puede estable-
cer otra propiedad importante de los circuitos eléetricos lineales, Iu

propiedad reciproca, o, como tamhbién se le llama, principio de reci--

procidad.
Ln esencia, esta propiedad consiste en lo signiente: supongamos
de e
£, cotieetrtta wobFE i Fania de resistoncin r,, detia desde” el punto

HrAl IS E (FE 1-33, 0y - eroy & T Farbia© dé resistencia # umt co
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_ixiepte. de intensidad I, dirigida desde el punto d al punto ¢. Entonces,
esa_misma. £.e.m. conectida sobire’ o' rama de resistencia 7,y Qifigida

“dedac (fig.1-33,b), creard, en la rama derésistencia 7, una_corriente
de intensidad I, dirigida de b a a ¢ ignal a la intensidad I,.

" Enla figura 1-33, ¢, se muestran Jas ramas b y ¢d qiie contienen
las resistencias 7, y r;; el sector restante del esquema, sin fuentes de
Ee.m. estd representado convencionalmente por un rectangulo.

= fi g
! v
4
=
P4
o)
T
70|
[
wo L]
b
L}
Fic. 1-33

Para demostrar la propiedad reciproca, nos serviremos de la expre-
sidn (1-42) que nos da la intensidad de una malla cualguiera. Supon-
gamos que la rama cd forme partc de la malla { y que la rama ab
pertenezca a otra malla ¢ y supongamos que todas Tas f.em., excepto
E,4, sean iguales a cero. Elijamos los circuitos- de tal modo que las
ramas ab y cd entren, cada una, en un solo circuito q vy I respecti-
vamente. -

Entonces la intensidad I; en el circuito I, que es justamente la
intensidad de la rama de, estard dada por lu expresién: -
Ay
_D_-

Al transportar la fem. E, al circuito I {2 la rama ed), a intensidad
I, en el circuito g, es decir, la intensidad en la rama ab se determinard
porrla expresion '
B . I :EE_AL' A
' ! D D

El cbmplemento algebraico de la forma A,, se obtiene del determinante

I; - ",‘,

(1-46)

=E (1-47)

D, suprimiendo en él la columna [ y Ia linea g v multiplicando el deter-

minante pbtenido por (—1)'+% A su vez, el complemento algebraico
de la forma A, se obtiene del determinante D, suprimiendo en ¢l la
_ colimna ¢ 'y la linea ! y multiplicando el determinante obtenido por
{—1)2+ Como las resistencias comunes ry y r, son iguales entre si,
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es decir, rip == ruy, sy =z 1, cte., los complementos algebraicos A,, y

- Ay son también iguales ontre si y sélo se distinguen en que las lineas.
- de Ay son columnas de A, v viceversa. Por consiguiente, siendo las

fem. E, y E, iguales, lus intensidades en las ramas ed (fig. 1-33,a) y
ab (fig.1-33, 1), sern también iguales.

Sefialemos que la propiedad reciproca puede deducirse también
basindose en ¢l métodn de los nudas.

1-11. Conductancias propias y mutuas de las ramas.

Basindonos en el principio de superposicién, escribamos la ecua-
cidn de la intensidad en cualgnicr rama h de un circuito eléctrico lineal

I,r( = E]_g;ﬂ + va_»..[__‘:;,g —+— A + E]‘ Hor + - + Emg;'ma- (1“18)

En csta ecuacion, formada segin lo indicade en el punto 1-9, a
diferencia de ln ecuacién (1-42), la intensidad I, designa la intensidad
de la rama h, mientras que E; y E, designan las f.em. de las ramas
primera, segunda, ete., respectivamente.

En la ecuacién (1-48) los ‘coeficientes de las f.e.m. tienen las
dimensiones de las conductancias, Llamemos a cada uno de los encfi-
cientes afectados con dos subindices iguales, de la forma Lyp, conduc-
tancia propic o de entrada de la rama 1, y a cualquiera de los cocficien-
tes afectados con dos subindices distintos, g,.,., conductancia mutua de
las ramas h y m. :

Los valores numéricos de las conductancias propias y mmntuas, pue-
den caleularse de ta siguicnte manera. Admitamos que en ¢l esquenma
considerade todas lus f.eam., excopto E,, scan iguales a cero, Entonces,
la intensidad I, = E;en, de donde

I .
g == —r—’:- (1-49)

Por consiguiente, It conduciancia propia de cualquicr rama estd dada

por la relacicn entre la intensidad y.1u

e e e L

Ao e Bisnd Tang. cuando.

tsfEw. en las demds ramas son nulas, _

Latem. E) conectada sobre la rama h genera corrientes en tadas
las ramas y en particular en la rama m. La intensidad en Ja rama m se
determina por una ecnacién del tipo {1-48), es decir:

_ Im = Eggurh,
de donde

I!J’I

Pl —
wh — *
L,

Es necesario sefalar gue Sim = Zup, como se desprende
de reciprocidad,

‘ }j‘.i{\',& M :’,’g"(r

:fa /J-‘“‘\\.

. -
i W
P
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- De modo que: la conductancia mutua enire dos ramas cualesquiera
estd dada por la relacion entre la intensidad de una rama y la fem. de
~ olra, siendo la f.e.m. en las ramas restantes igual a cero. '

Las’ conductancias propias y mutuas pueden determinarse tanto
por el cilculo como experimentaimente. Exafminemos el cileulo de las
'cnnduetanci_gs mutuas y propias sobre el esquerna de la figura 1-34, a.
I_guaiemo_s_ a cero las fem. E; y E, (fig. 1-34, b). Entonces, las inten-
sidades en las ramas de ese esquema, serdn: ,

=B Bindn)  _pondn
T +_f3_ri"___ riy gy 0 D0
S o (1s1)

I =F, %; L=E

D =111y + rora + rar,.

Fia. 1-34

Utilizando las expresiones (1-49), (1-50) y (1-51), 'determinan'ms:‘

g :—-—I; — r2+f3.‘ :
11. El_ - D El
1 I,

— 2 '8
g21 — E]_ - D >
y I Tz
én———“El =

Andlogamente se caleulan las -conductancias propias y mutuas de la
segunda y de la tercera rama: :

: 3"1‘|"?'3‘

Ex = I R

ry b1y

g = —

D 3

n
B23= 5T s

12 = gay;
1n == La,

Bmitan g la primerg_rama.
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De las expresiones cebtenidas se deduce que para el esquema de la
figura 1-34 las conductancias propias y mutuas de las ramas, estin liga-
das entre si por-las relaciones : '

11 = g?u <+ Za1
Ean = 12+ Lao
o Bax = Bra b Bes . -

Aplicando el principio de superposicidn y utilizando las conductancias -
mutuas es facil determinar las intensidades en todas las ramas del es-
quema de la figura 1-34, a: :

I =Ey(8a+ i) + Esgie— Euthhss
I;=— Ea(gw + fs2) + Eigor + Eagos;
—IL= El.u.(gm + gos) — E1ga1 + Englyo.
En un caso general, la conductancia propia de una rama dada es

“igual a la_sumg._de las conductancias mutnas entre dicha ramia § ¢ada”

una de las ramas restantes que concurren a uno de los dos nudos” que™

Por ejemplo, la conductancia propia g, de la primera rama
(ig.1-35) os igual a la suma de las conductancias g5 y giz 6 gis, g1s ¥
g5, es decir: ' _
=g+ Lie =L+ i+ 215

Estas correlaciones derivan directamente de la primera-ley de Kir-
chhoff y de la propiedad reciproca, y pueden ser aplicadas al calculo
de los circuitos eléctricos,

Por ejemplo, para determinar las intensidades I,, I, e I (fig. 1-35)
basta conocer las conductancias mutuas g1z, Za3 ¥ 41, €5 decir:

I = E\(gi2 + g31) — Eagas;
I =Ea(gi2+ g3) — Eifl1e;
Iy = E1gs1 -+ Eagles.

Los signos de las componentes de cada una de las intensidades se toman
de acuerdo al principio de superposicién.

=1

F16. 1-36

Frc. 1.35
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Veamos ahora cdmo se determinan Jas conductancias propias vy
mutuas experimentalmente; consideremos un esquema arbitrario que no
contenga fuentes de f.e.m. ni fuentes de intensidad {fig. 1-36).

Se han destacado tres ramas del esquema; la parte restante estd
simbélicamente representada por un rectangulo. En cada rama se co-
necté un amperimetro. Para determinar Ja conductancia propia de Ja
primera rama g1, las conductancias mutuas de la primera y de la segun-
da gu,, y las de la primera y de la tercera a1, conectemos en fa primera
rama la fuente de fem. E,. Midiendo con un voltimetro I tensidn
Uy = E; en los bornes de la fuente de f.em. ¥, ¢on un aniperimetro, lus
intensidades I,, 1. ¢ I; en las tres ramas, calcularemos sus conductancias

g = ——I—L‘ ¥, - -.-..IE_' g. = = —
- UI, 2 = LI]) 31— Ul-

Andlogamente se determinan las conductancias propia v mutua de las
ramas restantes.

Problema 1-8. Determinar las conductancias propias v mutuas de las rames
en ¢ esquema de la figura 1-37 sabiendo aue 1y =7 =r=r=4Qy =20,

Solucién. Para determinar la conduetancia propiz gy, ¥ las conductancias
mutuas entre la primera rama ¥ las restantes, ignalemos las f.ean. E, y E. 4 cero.
Luego propongdmonos una intensidad Iz TA en In resistencia *5 Dor cienipla

Fro, 1-.27%

y determinemos E; y las intensidades en las demdas ramas. Como la resistencia
= oserd =1 o I I' + I =2A. La tensién en los bornes de la resis- -
tencia r, es igual a:

Upy=rll 4+l =4+ 4=8V;

la intensidad

la intensidad

v la fem.

Ey=Uypnli=8+444=24V,
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. ; ”
La conductancia propia gy; dc la primera rama es igual 2 la razién entre Ij y
E,, es decin:

H 4 _ 11
EnTTE T T e Q
Eas oonductancias mutuas entre la [.)rimt:ru rama y las restantes son
L, b 2 1 1.
D I B TR
I 2 1 1
E3=En =G T T3
Ii 1 -1
Eu = En = T g G0
Lot 1
B =En TR T w

_1 1

Han = Hyu = 129,

11

g = Bap = Eay = H52 = 50 o
1

1
B =8 —Fn=Ea ™ ST

Problema l-9. En las mismas condiciones del problema anterior, determinar
las intensidades en todas las ramas, sabiendo que ka fem. E, =24V, E; =12V y
E. =24V,

Solucién, Conociendo las conductancias mutnas y propias de las ramz.ts?'deter-
minaremnos en cllas Tas intensidades, aplicando el principio de superposicidn, de
aenerdo @ las Férmulas:

1 1 1
. it Fogr = 24 12k 94— — DA,
by Byt e gt By = 2 — 1200 — 2o =2
. r o, 1 1
L, =FEg, + Ewa+ Ege, = 24-§ + IE-E + 24 7o 4A;
By + B =12- 0 _24. L og. L —op
Iy = Eg@ag — Eyiyy + Exfgyr = 6 — M5 i2
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_ ) 1 1 1 '
1,—Eu,, —E Eg,.—=24~._.19. > N
! 1511. 3843 + E;8y; EY) 12 s 4 24 13 =2 A;
L= Eotys + Fygoy —Eygyy = 24— 4 13. Lo b gy

ek T e 12 24

1112, Teorema de compensacion.

Destaquemos en un esquema eléctrico una rama de resistencia r, e
intensidad I, (fig. 1-38,qa). S
Intercalemos en la rama de intensidad I, dos fuentes de f.eam.
O )'_E1 (f_ig. 1-38,b) numéricamente iguales a la temsitn U; = nl,,
Las intensidades en todas las ramas del esquema, evidentemente per-
L 0 .
maneceran invariables. : :

| —

o) b

)

&

R )
N
i~

¢)
Fic. 1-38

Al pasar del punto d al punto ¢, el potencial aumenta en un valor

E; = Uy; al pasar del punto ¢ al punto b, su valor diminuye en Ia

misma cantidad o sea que en los puntos d y b existe un mismo potencial.

" Se pueden unir estos puntos con un conductor (poner en cortocircuito }
~como se ve en la figura 1-38,b (linea de puntos) es decir eliminar
la fuente de fem. Ej = U, y la rosistencia r; del esquema, sin que

-vorien las intensidades en todas las ramas, como lo muestra la figu-
ra 1-38, c. Comparando los esquemas de las figuras 1-38,¢ y 1-38,a,

. se deduce que cualquier resistencia siempre puede ser. reemplazada por

SAuimakem. al encuentro 'de 1a corfiénite ¢ igual en magnitud aTa
7 Aension existente en la resiSTEICEEste 6578l éntinciado 'del feorema de
" compe (cfu’nl LT e

1-13. Correlaciones lineales entre Ias tensiones ¥ Ias intensidades.

Destaguemos en el esquema de Ia figura 1-38, ademsis de la rama
 «ue.contieng a la resistencia r,, otra rama con la femn, F. y la resis
v tongia ro. -
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Escribamos las expresiones de las intensidades I, e I» para la rama
del esquema de la figura 1-38, ¢, segin el principio de superposicion:

I, Z*E1g11+E2g15!_+E3g‘3+ e } (1-52)
L=—Eg + Eaglor + Esgos + ... '

Supongamos que en el esquema 1-38, ¢ varie solamente la fem. E, y
que las f.e.m, restantes permanezcan invariables. Como las conductan-
cias propias (guw) y mutuas g, no dependen del valor de la f.ean. E,
haciendo, -

Eogiz + Eggis + ... =const —a,
¥y
. Ezg9z + Eagos 4 ... == const =a,
podemos escribir . . _
Iy = — Eagn + a3 Iy =—Egn 4 a: (1-53)
o, reemplazando en la (1-53) la fem. E; por U,, obtendremos
Iy = —TUhgn +ai; Is = —— U831 + as (1-54)

Por el teorema de compensaci6n, la variacién de la f.em. E, en !el es-
quema 1-38, ¢ equivale a la de la tension U, para una variacion de
la resistencia r; en el esquema inicial de la figura 1-38, 4. Las conduc-
tancias g1, (propia) y gz (mutua) permanecen invariables puesto que
se obtienen del esquema 1-38, ¢ para una resistencia r, = 0.

Por consiguiente, variando la resistencia ry, lf].s intensidades I, e I,
quedan ligadas con la tensién U; por una relacidn lineal. '

" Las constantes @i, a2, g1 Y &2 pueden determinarse experimen-
talmente para cualquier régimen de la primera rama. Sin embargf)
resulta més sencillo y més prictico determinarlas considerando la pri- .
mera rama en corto circuito y en régimen de circuito abierto.

Estando la primera rama en cortocireuito, Uy = 0, las intensidades
1= I4=a, e 1= s = a;. Desconectando la primera rama, la inten-
sidad I, = 0. Si la diferencia de potencial entre los puntos de ruptura
es U,,, v la intensidad I, =I,,, tendremos de acuerdo a la (1-54)

’ O0=I,— le g113
Iv2 =ls— le g21i

de donde la conductancia propia

g11 = Icl
11 —
Ui
y la conductancia mutua sera:
| If*.! - Iu-')
gy =
le
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_ Sustituyendo los valores de las constantes en la primera de las
ecuaciones (1-54), tendremos: B :

bta(1—) o)

Es necesario sefialar que la variacién de la tensién U, entre los limites
Uy=0y U, =U, corresponde a una variacién de Ja resistencia r, de
cero a infinito,

Las intensidades I, e I, de las ramas estudiadas también estin entre
si en una relacién lineal. En efecto, de la solucién simultinea de las
ecuaciones (1-54) obtenemos: : :

12 :b2+bllls (1'56)

donde b, y b, son constantes que se determinan para dos regimenes
cualesquiera de la primera rama o se calculan para valores dados de
las conductancias propias o mutuas,

Frg, 1-39

Andlogamente se puede demostrar que haciendo variar simultinea-
mente por cualquier procedimiento las tensiones e intensidades en dos
ramas por ejemplo, la tensién o la intensidad en la tercera rama (desig-
nada por z) quedard determinada por ura expresion lineal de la formas:

z=a+ bx 4 cy,

donde a, b y ¢ son constantes determinadas experimentalmente o por
edlculo; )

x e y son las intensidades o" tensiones variables.

‘Problema 1-10. En la figura 1-39, a se representa un csquema con una resis-
tencia r variable de cero a infinito. Hallar la relacién entre la intensidad de eada
rama y la tensién U en los bornes de la resistencia #, sabiendo que =y =1y =
=r, =40y E,=FE,=E, =100V,

Soliicidn. Hallemos los valores limites de Ja tensidn U y de la intensidad I co-
locando la rama considerada en cortocircuito (r =) y en cireyito abierto (r==>).
Para r = co la intensidad I =0 y Ja tensién U = U,. Para el esquema de la figu-
ra 1-39, b . .

Ey=rdys+ U, 4 1l
de donde '
Up=Eg—rlyg— iy

L ey CEdd
n 7 e 91% 7%
.[,. . &g(1) & £ -4‘,1 £y £,
5 b9
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Como Ia intensidad
E 100
I, =t = - 125A
4y 8
E,—E
L,="2_* -0 (fig.1-39,b),
L oL

entonces
U, =100 —50 =50 V.

Para determinar la intensidad I, (fig. 1-39,¢) halicmos previamente la tensidn en
los bornes de las ramas paraletas por la férmula

=T75V.

Eigy+ Eggs + Ejgy,  3-100-0,25
U = =,

Grb gty tE,  4.025
Las intensidades en las ramas seran iguales a:
1= (E,—U,)g = (100 — 75} 0,25 = 6,25 A;

I.=U_,u =75.025 = 18,75 A,

Ly = (Ey — Ug)ity = (100 —75) 0,25 = 6,35 A;
fy=(E,—Uglg,= (100 —75) 0,25 = 6,25 A

L=l +1,=I,—1,=125A.

La intensidad en cada rama varia linealmente cn funcion de la tensién.

Hallemos la relacidn entre la intensidad I y la tensién U en los bornes de la
resistencia r, formando la ecuacidn de wna recta, I = o 4 BU. Para determinar los_
cocficicntes @ vy b, usaremos los regimenes de marcha en vacio y de cortocircuito.
Para r =0, la tensiéon U =0 y la intensidad I =I_—a =125 4A;
pua r=oo, I=0, y U=U, entonces 0 =1,4 bU,; de donde

12,5 1

=—0,25 —-.
50 0, Q

n
In
U

b= —
17
Como. resultade tenemos T = 12,5 — 0,95 U,

Hallemos la relacién cntre la intensidad I, de la primera yama y Ia tensién U
formande lx ecuacién de una recta I, =g, + b,U.

Para determinar los coeficientes ay b1 recurdiremos también on este caso a
los regimenes de marcha en vacio y de cortocirenito. _

Para r=0 la tensiébn U =0 y la intensidad I, = 6,25 A; para r— w0 (fig.
139,b) I, = I, = 125 A.

A sy ver I, =1, 4 bU, de donde

—_ . — 1
o= du =l 1257625 00 1

. : 50 0
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Por consiguiente
I =125 400250,
Anflogamente se detorminan las infensidades en Ias tamas rostantios:

I, = 1875 0,135 U
Iy f, = 6,250,125 U.

1-14." Teorema de los incrementos reciprocos de intensidades y ten-
siones, '

Aplicando Ias ceuzeiones (1-54) y {1-53) establezeamos [a relucicn entre los
incrementos de intensidad Al,, Aly v los incrementos de tension AL  cuando la
resistencia de la primera rama (fig. 1-38, ¢} varia de cero a Ar,, .

Sir, =0, la tension Uy =0y de acuerdo a la (154} I =a, = I.,: cuande
la resistencia’en la primera rama os Ary, la tension en sus bornes serd AU, = Arl,
y la intensidad 1, =-AUg,, + I,.

Por consiguiente, al hacer variar la resistencia de la primera rama en una
.cantidad Ar), la variacién do la intensidad serd: '

Al =1, —1, :.'_\UI,L'“ :Arll’lgll. {1-57)

Anilogamente se puede demostrar que ¢l ineremento de intensidid en o sepminda
Tama para un incremento Ar, en Ia resistencia de Ia primiera, seri:

Aly = AUy, = ArLg,,. . {1.58)

De las expresiones (1-57) y (1-58) o fieil deducir, para Arr=% 0, las conductan-
cias propius y mutvas de s ramas, por la relacion de Jos incrementnos, os decir:

_ AL Al
£ = E'(? Y Bn= —(‘@T-

De venerdn o la (1-55) donde lay que reemplazar U, por AU\, tenemos

Al ArJ ’ I
llzfﬂ(l——- —-]): _,](J-——-rl-—l ):‘.}'L.]—Ari —i}f-_l'"fl_—“

— Argr I
1 H
UL'I vl T

v
“de donde

I = - .!.‘_‘1 - {1-59)
YT Arg,,
Sustituyendo ol valor de iy de la {1-39), en has ccuaciones (1-57) ¥ (1-58) obten-
dremos: .
Ty

Sk STH s (1_6{))

Al —. -
_ t [ Argy,

Aly=—— 20, (1-61)
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Las expresiones referentes a los incrementos de las intensidades (1-80), (] 81)
constituyen -e] teorema de la variacién (B. 4 ¥ 5} o teorema de los incrementos
reciphocos. Si la resistencia de Ia primera rama varia en 'una cantidad Ar,, pero
no desde cero, sino desde r; hasta =t + Ar, se pueden aplicar las mismas
ecuaciones (1-680) y (1-81) para determinar los incremientos Al y Al,. En ese
caso las conductancias propia, £,y ¥y mutua, gy, come también la intensidad I,
tendrén evidentemente otros valores que se déterminaran, como antes, para Ar, =



Carituro Ii

TRANSFORMACIONES DE LOS ESQUEMAS
ELECTRICOS LINEALES '

2-1. Observaciones generales.

Para que resulte mis ficil y mas comodo el cileulo y el estudio de
los cireuitos eléctricos compuestos, se suele recurrir a transformaciones
de los esquemas eléctricos. Transformando convenientemente los esque-
mas cléctricos se puede disminuir el niimero de sus ramas o de sus
nudos vy ¢l niimero de las ecuaciones que definen su estado eléctrico.

Analicemos, a titulo de ejemplo, el esquema de una linea trifilar
(fig. 2-1,a). Sean dadas, las f.em. E, y E, vy las resistencias internas
ra y rio de las fuentes de energia, las resistencias de Ja linea r y 7, y
las cargas ryy, fax ¥ i

Para determinar las intensidades en las seis ramas de ese esquema
¢s necesario resolver, por el método de lus intensidades de malla o por
¢l de nudos, un sistema de ecuaciones con tres incégnitas,

Sin embargo se puede simplificar dicho esquema de tal modo que
contenga, por ejemplo, sdlo tres ramas con tres intensidades desgono-
cidas v solo dos nudos. Esto se puede lograr reemplazando las resis-
tencias ryy, ray ¥ 71a, acopladas por sus bornes a los puntos 1, 2 y 3, por
otras tres resistencias ry, r., 7y (fig. 2-1, bY*que se conectan entre los
puntos 1, 2 y 3 respectivamente y un cierto punto nodal nuevo (', He-

Fiz, 2-1

cha la sustitucidn, las intensidades I, I, e I3 en las ramas que no fueron
tocadas en la transformacion, y las tensiones U;s, U.; v Uy entre los
puntos 1, 2 y 3 deben seguir siendo las mismas que en el esquema dado.
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En este esquema equivalente que tiene dos nudos €1.0 y el O es
ficil encontrar la tensién entre los puntos nodales por la formula (1-33)
¥, luego, determinar las intensidades 1, 1, e I, por la ley de Ohm. Una
vez hecho esto se pueden determinar las tensiones Uy., Uiy v Uy, entre
los puntos 1, 2y 3 y las intensidades o, Tuy e Iy on las resistoncias a0,
re ¥ iz del esquema dado, es decir, ya resulta fieil resolver el problema.

Siempre que sc reemplaza un sistema eléctrico dado por otro equi-
Aalente de distinto tipo, debe cumplirse la condicidn de gue perma-
nezean invarjubles las intensidades y las tensiones en las partes del
‘esgquemna no afectadas por la transformacidn.

3i se transforma. aquella parte del esquema que no contiene fuentes
de fem. en sus ramas, entonces, como se vera méas adelante, la inva-
riabilidad de las intensidades y de las tensiones en el sector restante
del csquema, asegura la invariabilidad de la potencia® consumida por-
fas ramas. §i, en cambio, las ramas del sector transformado contienen

f.em., la potencia total de las fuentes y de los receptores del esquema

original no seré igual a Ja potencia correspondiente del esquema equi-
valente.

Analicemos los casos més caracteristicos y mis frecuentes de trans-
formacién de esquemas cléctricos, sea que las ramas contengan fuentes
de fem. y de intensidad, o no las contengan,

2-2. Transformacién de un esquema formado por resistencias en cone-

xiém mixta,

En la figara 2-2, 4 se muestra un esquema eléctrico gue contiene
una fuente de f.e.m. y cinco resistencias en conexién mixta (en paralelo
¥ ¢n serie).

Escribamos para este esquema Ias ecuaciones segin el método de
las intensidades de malla:

E=(r +r)l—nl;
0:{r|+r-_- +'1";;)I|—f11—f312; (2-1)
0= {ry+r)lr—rl,. '

Despejemos la intensidad I, de la tercera ecuacién y sustituys-
mosla en la segunda. Como resultado obtendremos:

():(:r14—;~2 _Tsh )Il—vfll;

o1y

E = (T+ 7y )I_—r;f;.

(22)

Estas ccuaciones son satisfechas+por el esquema equivalente de la
figura 2-2,b, en el cual dos resistencias, r; y r,, fueron reemplazadas
Tals

or una rama de resistencia ryy = - ——,
p * Ty + Ty
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De este modo, una simple operacién algebraica que consiste en eli-
minar la intensidad de malla I, de las ecuaciones fundamentales, nos
da un esquema equivalente con dos intensidades de malla T e I,. En
él ya no existe ‘el circuito en cuyas ramas se cerraba la cortente de

Fig. 2-2

intensidtad I.. Las tensiones y las intensidades existentes en los tramos
‘del esquema, que no intervienen en la transformacidn, no se modifican.
Eliminando la intensidad I; de las echaciones {2-2) obtenemos:

Bt g [T 0 ()

donde: :
_ nlretra)

P v

T Fatraq’

ecuacion a Ia cual satisface el esquema equivalente de la figura 2-2, ¢
De aqui deducimos que para determinar la intensidad 1, es necesario

previamente, hallar la resistencia equivalente r,_,, luego, aplicando la-

ley de Ohm, se tendri:

o E
o f—i—r]-—{ '

Conociendo la intensidad I, es facil hallar la tensién U: por la fér-
mula Uy = .16 cual a su vez nos permite determinar las intensi-
dades en las resistencias r, y r» por las férmulas

. o U,
Iul -—I-‘-h’Il—-—T
Ux
Il- 'r:—I—f':u '_

Anilogamente se determinan las intensidades y tensiones en los tramos
restantes. del esquema de la figura 22 a
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“Envolviendo” asi gradualmente el esquema dado y desenvolvién-
dolo” nuevamente se pueden hallar las intensidades en todas las ramas,
sin resolver simultineamente el sistema de ecuaciones que definen el
estado eléctrico del esquema. :

Sefialemos que el cdleulo de un esquema con agrupamierito mixto
de’ resistencias se puede efectuar por un método mas sencillo, basado

en la proporcionalidad entre la intensidad de cualquier rama y Ja ten-
- sin total en los bornes del circuito. A fin de jlustrar este métado
examinenos el esquema de la figura 2-2, 4. Tomemos para I un valor
cualquiera, por ejemplo I'= 1A, K :
Conociendo I, hallemos la tensién U, =11, en los bornes de las
ramas paralelas que contienen a las resistencias 13 v ry determinemos
luego la intensidad ), en la resistencia ry y la intensidad F,en la re- -
“sistencia 7, por las férmulas: - ' '

,
Ta
(=L 4R |
La tensién en la resistencia 7y es evidentemente iguat a U, =U; 4

el yla inté_ﬁsidad 'If,l = _?* .

La intensidad I'enlh partle no ran}ificédai delared es
| I'=Iy+1 '

'y la tensién U en los bornes de todo el esquema

UV=U 4.

‘Como las intensidades en las ramas fueron halladas partiendo- de un
valor arbitvario I, == 1 A, la tensién obtenida U” serd en general distinta
de la dada U. Para determinar las intensidades reales en las ramas,
evidentemente basta maltiplicar los valores hallados por. el cociente de

" las tensiones — . '
. ST

——Dentostraremos que la poteucia r1—I?, absorbida por 1a resistencia

equivalente 7y, (fig. 2-2,¢) es igual a la suma de las potencias, absor-

~bidas por las resistencias. 71, To, Ty y r4 del esquema dado (fig. 2-2,4).

: Representemos la potencia r,_.I° de la resistencia equivalente r,_,

- {fig. 2-2,¢), bajo la forma 1.1 = U, .1 y sustituyamos la tensién U,

.y la intensidad I por las expresiones (tig.2-2,a) Uy=rJpy e I=
= L., + I;; obtennemos entonces: : o :

Ulf = ‘-"11{']’[ —]—— U]Il.

Transformemos el término U\ I, sustituyendlo primero la tension U, (fig.
" 2-2,a) por la suma de tensiones 7oy 4 1300 en los framos, y luego Ia
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intensidad I; por la sumade las intensidades I;3 - I2 en las ramas, hasta
obtener Ia siguiente expresién : X .
 Udy =10} + naliy+ raliels
Como rglys = rl, ' '
serd rolial, = nudl. _
De modo que tenemos finalmente: -
il = 1ul3 -+ nolf + 1olly + 1l

que es lo que se queria demostrar. :

9.3, Transformacién reciproca de un tridngulo y de una estrella de
resistencias. _

En la figura 23, ¢, se muestra la parte de un esquema eléctrico que

 iene la forma de un triéngulo cuyos vértices son los nudos y cuyos lados,
las ramas. Un agrupamiento de resistencias de ese tipo, se llama conexién
‘en tridngulo (tridngulo de resistencias). . o
Al transformar los esquemas eléctricos compuestos, suele presen-
_tarse la necesidad de sustituir el trisngulo de resistencias por otro tipo
de conexién, ¢l de una estrella de tres puntas (fig. 2-3, b), en la cual uno
de los extremos de cada resistencia concurre a un punto nodal comin
y los otros estin conectados a los mismos nudos que en el tridngulo
(ver cap.2-1). Se trata de una conexion en estrella (estrella de resis-
tencias), :

"Para obtener las férmulas de transformacién de {m tridngulo en
una estrella de resistencias, equivalente, escribamos las ecuaciones se-
gin el método de las intensidades de malla, para el esquema de la
figura 2-3,a: - - _

0:"21(121-*—10) +Ulz;_' )
0 = rya(Is2— Io) +.‘U23; | ' (24)
0“—“‘1'13(113—10) + Usy; ] )

0= (a1 + ra2 4 s13) o — raalos — raelsn — rialis,

donde Iy, Ise, I1s son Ias intensidades de las corrientes de malla que se
cierran por las resistencias 1z, 752 ¥ T13, respectivamente; I, es la inten-

-.a las condiciones

d

G. V. LEVEKE - p, A, 1ONKLN

! e lla ue se cierra delltl o de id ngulo Des
‘ e ma q \ ] tr I .
.Pel...H dn’dﬂ_ hide_n._]a. . ult__u‘__n__a__ _‘EWCHU_ acion Y sustituyendo su valor en lagTtres

. _?"21f:§z Figlay
S5 Iz_T{l + Uy 1
0 ‘_—._3;"’2‘_ L Tl | | | .
5y Iy 5 I 4 Uy J} (2-5)
0 - f';-i;rul Faul
}:‘ Il_'_ 213 13+U3])J
_ donde
Br == roy 1y -+ 113,
ﬂ . ) . -
11 = Il-’l _“I'.’I;
1, 2121“132;
I :132"‘113

sont las intensidade
desde el exterior,
Demostraremos que el es

s en las 1
n las ramas que concurren a los nudos 1, 2y 3
) >

i . uema equival .
sistencias r ot 9 quivalente (fig.2-3 b

1, T2 ¥ 73 estdn conectadas en estrella sagtjsfa(,:e )a, fausyas o

> ecua-

ci - ay.
ones (2-5). Para este esquema son vilidas 1

O=rls—pdy + Uy, .
0= ol —— ral, + U:.':J; (2’6)
0=l —ndy + Us,. "

Las tensiones U,., U-_;;,' ¥y Uyl »

as siguientes ccuaciones:

as intensidades I, I
L S 1, da @ 13, de acy
de equivalencia, deben tener los mismos vagi(;

emas (fig.2-3, a y b), Como las

s onsiones ‘ , deben ser iguales 1 ici
rminos correspondientes de las ecuacio;gl:s (2 50)S yco?f)l*cgciqtm
2. 2.8), es

decir ; i i
1 gue las resistencias de la estrella equivalente serdn:

f’: ToiT3

— 2
For o Ts +1rpg

‘ == Tl
. o ~F raa 4 1y 0 (27)
i .
" ry— T137gn
Fay - ryw fi1z
N '
e
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De modo que la eliminacidn de la intensidad de malla I, del sis-
tema de ecuaciosies, formado para el esquema de la figura 2-3, 4, nos
da automaticamente las ecuaciones a las que satisface el esquema equi-
valente (fig. 23, b) en estrella, cuyas resistencias no formari un circuito
cerrado para la corriente de intensidad s -

 Se puede demostrar que también en cse. caso, la potencia total de
las resistencias, en la estrella equivalente, es igual a la suma de las
potencias de' las resistencias er el tridngulo dado. .

Si, partiendo de las férmulas (2-7), se expresan las resistencias,
Fo1, Fa2, 113 €n funcién de las 7y, 72 y ra, se obtendran las férmulas de
transformacién de una estrella de tres puntas en un tridngulo equiva-
Jente.

r1ra. )

o1 =114 2 - >
¥a
o ruly L ,
fa=rptrh s (28)
K 1
riz =134 ro 4 P
X

-

o, pzira las conductan(_:ias'

' 818, £o8s €381

= T g e,
gt g2t B3 o+ 8 1 ga g+ 8 ga

Problema 2-1. En la figura 2-4 se muestra el esquema de uni puente anto-
mitico utilizado como elemente de medicién en- los dispositives de regulacién

et (29)

[+ e %, Pantomatica. Entre dos brazos del puente se.conecta un alambre bien tenso, sobre

 el'cual se deshiza un cursor impulsado por el mecanismo reversible del dispositivo
“refllader. En cuanto el circvito del puente pierde ‘el equilibrio, el cursor es
tltr's_'p}azado mediante ¢] mecanismo reversible en la direccién correspondiente,
. hastd’ nuevo equilibric. De manera que, para cada valor de la magaeitud no
eléctrica, ligada funcicnalmente con una resistencia del puente, por ejemplo con #;,
corresponde una posicion perfectamente definida del cursor y que responde al equi-
Librio del puente. Para fijar los limites de medicién del instmmento, se conecta
"a los extremos del alambre Ia resistencia ry,. i

G. V. ZEVEKE - P. A. TONKIN ' o 65

Hallar las intensidades en todas las ramas del esquema dado y formar las
cemaciones de equilibrio del puente para Ar, =0y Ar, = 30, sabiendo que la fem.
E =8V, las resistencias r, =1, =6Q, ry,=r, =40, 1o =2009, 7,y = 4Q.

' La resiste?Cia total del alambre de constantin que tiene una resistividad
=050 0
e

+ry, = 565, ¥ Ia posicion del punto 2 corresponde al equilibrin del puente
para Ar| == (L. :

, un didmetro de 0,15mm y una longitud de 20 cm, es ¥ =1, +

Solucicn.  Estando ¢l puente en equilibric y si Ary =0, v, =1, ¥y ry—r,
Ja resistencia’ ryy =7y, v la intensidad I, de la rama del galvanémetro es igual
a eero. Al cumplirse la condicién indicada la intensidad I, = I, y la intensidad -
I, = I, siendo: e

‘ ¥A 6
I,—=1I = _— = == L5 A
PO T ey, 12 05 4
; E . - 6 :
=1 = e i e — {5 AL
oty 0854,
_ P g Ot 9,65
Las intensidades en el alambre ¥ en la resistencia ry; serfn dadas por las relaciones:
i r. © 4
Lo,=10 =1 2 I = :
0=y = Lt = 058 - = 024 4
' 5,65
I,=1 " _ _—q¢ LA .
=L =088 e = 0MA

Para determinar Ias intensidades en las ramas del esquema dade para Ar, — 310,
tranlsformcmos_previamentc el titdngulo de resistencias ry), 74, ¥ 75,, mediante las

Fic. 2-5

férmulas™ (2-7}, en una estrella equivalente; obtendremos e] esquema de la figura
2-5, donde 1,, =0830Q, ry, —ry = 1,17 Q.. Hallemos las intensidades en las
ramas utilizando ef método de los nudas.

Supongamos que el potencial @, del punto a es ignal a cero, entonces g, =
=q,+ E=8V. Para determinar los potenciales de los otros dos nudos b y O,
escribamos las ecuaciones: ' : '

. ( SR § + 1y 1 1 0
b ' | — gy ———— =0
b An Ty, L @ L o Fo - Ton '
) 1 1 .1 ' 1 1
Y T S T N S S
3+ 1y T+ Ty Tan + 7, ret a0 ¥e L
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Sustituyendo por los valores numdricos, obtenemaos:
0,283 ¢, — 0,00498 ¢, = 1;
-~ 000498 ¢, 4 0,392 ¢, = 1,16,
La sofucién de lus couuciones nos da
G, =359V ¥ g,=301V.

Las intensidades en lay ramas del esquema de L figora 2-5 spodrin hallurse por
las formulas:

o= Fe T e 359 = 0,359 A;

1™ p 4 A7 ¢
fo dente 8389 oA,

u == " 4

X . =g _.
;oo Y4 359301 a0 4,
" To + Tau ;?‘![](I,?i
- — 3,01
[ SeT 0 O SO —osoa;
T o Ty 517 '

Lo Fom %y _ 3, e a
0+ 73 5,17

Para dctermigar las intensidades en las ramas de almubre y en lal‘ru:iistencia a1
hallemas previamente las tensiones Uayy Uy ¥ Usys aplicando las siguientes ecua-
ciones (fig_. 2-5): .

Uyy = ryohs + Fandy = 1,17 - 0,582 + 0,83 - 0,0029 = 0,683 V;

Uy = 31y — Fagly = L17 + 0,579 — 0,83 - 0,0029 = 0,675 V;

Uy = ragly + Froly = L17- 0,579 + 1,170,582 = 1,358 V.

COHO(;EEH(IO las tensiones es fdcil encontrar las intensidades Ly, Iy, e Iy por la
ley de Ohm (fig. 2-4) -

L, = U _ 0883 0,242 A;
M 2825

I_,,:EZ-{EE:UQSQA;
@2 Fau 2,825

Iy = Y = 1358 =10,34 A.
' a1 4

Escribamos las ecuaciones de equilibrio del puente para Arg 52 (5
{ry + Ar ) = rpdy + 1oy 0y

roly = 0y + rouys

I =1Ly
13214;

' r,
foy=Il.=1—% .,
o HT Ry
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De esas ecuaciones tendremos:
ntan  rnlrbn) 4+ Tarlys

Fur b g gy

2-4. Transformacion de una conexién de resistencias en estrella mul-
tiradial en un poligono equivalente.

Estndiemes Ja transformacion de un agrapamicento de cosistencias on estrelle
muftiradial (con mis de tres puntias) en nn polizono corivalente, Nestagemng
del esquenta las resistenciay v demostremos que of confnnto de resistenivias conee-
tadas en estrellas de n puntus, se transforma oo wn esguema poligonal  egriva-

a(n-—1} . ) ,
lente, de -2 S Iamas. La figura 2-G. & representa un conjuntis de resision-

=

cias concctadas e estrella de n puntas.

Fuz 2-6

Las ecuaciones del estudo cléetrico para diche esquema son;
r] == (‘T] _‘I'u}gﬁ h
I;g=(lpn """" ‘F"){-{;_l;---
I = ((F.’r_q"'n)gk; mee
IL=le,—qy)e,; - (2'.10)
Kl 4+ 41, =
= {‘P'] —‘{"u)g-{ -+ (‘T--_:—q:‘ﬂ)ﬁg + ...+
+ ('T-;, ""'[ru)g), + oo (_(Fn“' Q‘u)gu =4, y

donde ¢4, 4y oo, @y ..., @, 500 los potenciales de los puntos correspondicntes
del esquema.

De la dltima ceunacién despejameos ol potencial del punto O

1Ly + (F-_-gz“.‘- R 7. R

q‘ =
! G1+g3+---+!-';_.-+..‘.+ﬂﬂ

{2-11)
Sustituyende ¢, en la primera de las expresiones (2-10} obtencmos:

I m( _ Tt et At R, I
1=\ R R gy =
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(@, — @y + (0, — @88y + -+ (@ — o+ - F 1 — Onltis doude
= h=n . .
4% : ' ‘ — Hifr
hgl 1]..-- LJ]ﬂ_i‘i'—_‘ﬂ '.':
) . ) . . al ;_:
Andlogamente para las intensidades . h%‘l i
. w— 4% L S ’ . NIyl
(o —®;)8al1 + @y —0gl8uBs+ - - - (@ — @Byt - -+ (B Easl ; ! Ta= Uy~ 51.1,3___;
I = . R=n = Tohon
2 108 . . 2. £y
) h=1 . h-1
— L @iy + -« HPp P68 - &1y
Ih“(wn__gpl)ghg‘ Hlpp— PP+ h—i—i‘va Pr—1/81E1— nEREn - . Hy=Uy, o
'2 Ex ) hz‘ gﬁ
=t ' (2-12) - o
. _ Ilz‘.l"(‘-fu
: j . diferencias de potentiales entre los Iy =Un o
Reemplacemos en las expresiones {2-12) las diferencias de p > o
puntos 1, 2, 3, ..., h, ..., n, por las tensiones, segin la férmula Uy, = ¢ — @4 ";.1 “a
i LU ’ €18p + Uy, 818 N Anddogimente se pueden representar las intensidades de Las rmas restantes:
1— Y12 p=m h=n .
. -Y g, .h21gh L=ly+tn+ ...+, 4 ...+ Ly
- h=1 = . - ——
e g, L=l hut oo+ L+
163 I : . .
+ Un—h:;'—+ v+ Uy hi‘; L Demostrarentos Gue el esquema poligonal  cquivalente  (Fig, 3-8, 5)  de
g En w{n -1y ' :
hgl A =1 | -, - nimero de ramas satisface a las expresiones (2-13). En efecto, para
ol ciqquema de la ficoea 2-6, B . .
28y &283 .+
L=Uy5—+Un hing ¥ = Ut U o+ U+ ULy
. hgl & T ' : o= Uy + Vgt + 00+ Ut + o0 + Uity ' (2-14)
+U Eoly + }U,, B2l - Ly=Untp + Wty + 4+ U 8y e + - U,
2k hen LI k=n . . )
A Y & Para que ol esquema de la figura 2-6, 5 sea equivalente ol de la figura 2-6, o,
K=1 k=1 o5 necesario que satisfaga Ta condividn de jmualdad de las intensidades (I;, I,
I, vte)) y de las teusiones (U, ., Uy, cte) en ambos esquemas.
£ Como las condiciones de eguivalencia deben ser satisfechas  para valores
feu, B Ly, 88 g Gomo Tas condiciones de cquivalencia deben ser pua valores |
B »=Un5=a 1 Ry cualesguivra de Ly intensidades v de las tensiones, ignalimdo los u)cf]u(ns. &
. W B . T e PO las temsiones en has cvpresiones (2-13) y {2-14) obtendremos las fonnudas }uc\"‘ a
R g ) h=1 h=1 ) determinan Lis conductancias de las ramas del poligona equivalente: & s
- Er€r— _EEn ‘g ' =/ K
, +Unsagen T FUm e PR i !
‘ 2 r 2 B - h-n LA A
Mt} n=1 X |
{2-13} Bl vt
g I la lla de n puntas . HRs L2 S
_De las ecuaciones se ve gue la intensidad en cada rama d_e estrella ale P ] By = g _m— = s . . -1__2}5“}-- &
) de representarse COMO uma SUMA de {(n—1) mten&dades' parciales, propor 3 oa, S Py
" Cionales a las tensiones existentes entre los puntos carrespondientes del esquema Rt T
considerado, o, = Bi&a o
g = iy = 4y
Por ejemplo, la intensidad _ . ' 3 g,
=1
I1=.Ilg+113+ +I‘H¢+ +11"'
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Por cuanto el pimere de nudos deb paligonn o imad a2 noy o e deinten-
sidudes ligadas o cada wedo o5 (w13 ¥y conenrriendo cusk oo o dos nodes,
s, , L om(n 1
el nomero de las manas del poligonu serd: e
De lo demostrado sigue, gue una simple aperacion aleehriea, que consiste
en climinar ¢ potencial «, del sistema de ecuaciones gue deseriben ¢ estaddo
eléetrico del esquema en estrellu, condnve aulomdticamente wom: esquema orti-
valente de forma poligonal. El problema inverso de transformar e poligono on
una estrella equivalente de n radios para # >3 es o general insolible, s gne
ol mimere de resistencias y conductancias Duscadis de la esteela eogpivalente, s

N nin- 1)
o

menor que o admero —— - de condicienes a Tas gue agquéllas deben satis-

. .. . 1
facer: Para r =3, ¢l némicre de condiciones es igual o - wir -~ 1) =233, por
y F

lo tanto un tridngulo de resislencias sicmpre s¢ puede trnsformar onuni estrella
equivalente, - ’

De las formules {2-15), para =3, se oblienen dircctamente Las Edrmulas
{2-9) que dan la transtormacion de una ostrella de tres puntas cnoun triinznle
cquivalente. :

9.5. Transformaciones de una conexion en paralclo de ramas que con-
tienen fuentes de f.em. y de intensidad. /2 /AW

Si en un esquema eléctrico compuesto existen uno o varios grupos
de ramas conectadas en paralelo, con fuentes de fem., el cilenlo v el
estudio de dicho esquema pucde facilitarse notablemente reemplazando
cada grupo de derivaciones por una fuente de f.e.m. equivalente y una
resistencia interna equivalente.

¥ie, 2-7

En particular, s¢ pueden transformar, con este método, los es-
quemas con agrupamicnto mixto de elementas activos ¥ pasivos, €n
esquemas de agrupamicnto en serie, '

Supongamos wn esquema etéetrico de forma cualguiera v desta-
gquemos en él un grupo de m derivaciones {(fig. 2-7). Rl sector restante
Jo representaremos simbolicamente por un rectingulo. _

Escribiremos de actierdo a (1-12) Ja expresion de la intensidad

I=h+L+4 . +L+. . FlL=Fg—Egt+.. .+ 1 (
.+E’Igﬁ+ ‘+‘Emf-:m - U(,‘.’,] "1' a(-:-'_i" —’Fr{-r-‘l"‘f_ +a'—[m)-J’ .

Sustituyamos m ramas paralelas (fig. 2-7) por una rama equivalente

2-16)
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'

fig. 2.8 ai i iy
i(gu!flles_ ) de tal modo que la intensidad I v la tension U permanczeidn

En el esquema de la figura 2-8 la inte-ﬁsidad
I=(E—U)g . (217)

Como las condiciones de cquivalencia deben cumplirse para una

intensidad [ y una tensién U cualesquiera, igualando los segundos

miembros de las expresiones (2- i
ecuacién en dos, oth(:nemos: (16) v (A7) dESCUmPOﬂle{ldO k

U(gl+-g2+ e +gﬁr+ FRP +gm)‘:Ug,
Egr—Ege+ ...+ E+ ... +E,g,=Eg,

de donde
h=m
K=ttt b g =Y (218)
y h=1
JIEE Y
: E
F - Egy— E.g. .—{—E;.,‘_.{:.—'f—‘..—|—-E,”gm . ,ZI e

S

1

Eugo+ ..
gl+g"+ e +g’l+ - +gm - h=m {2-19}
13

Fic. 2-3

. u(:]%]‘l c?lcularqlu f.e.m. rfquivalente, se afectan con signo liositiiro
;g{ -ta§ E:e‘m. E, que se dirigen al mismo nudo 2 que las f.e.m. equi-

enS 'esl 1 ¥ con signo negativo Ias que se dirigen al otro nudo 1. ‘
ene 1fa g;malde las ramas paralelas, por ejemplo la tercera, no con-
Su.man dlloci}" e!ce f.e.m, }flg, ientu::mces, en el numetador, desaparece el

! sy, pero queda la conductancia g :

sumando gy de esa rama en el deno-
t‘"mifl)e,lﬂ _f"xlil‘esm“ (2—1{3) se desprende directamente que la conduc-
e equivalente g cs independiente de las f.e.m. mientras que la

f.e.m. equivalente (2-19) d ¢
m. ¢ 4 2- epende no sélo de las f.e. i
también de sus conductancias, o frem. de laS_ Tamas sime

Anteriormente (§2-1),

bida por las se habfa sefialado que la energia absor-

resistencias reales de las ramas, antes de Iy transformacién
¥
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no es igual a la energia -absorbida por las resistencias equivalentes de. ' Si la tensién entre los bornes 1 y 2 es ignal a U, la intensidad seré:
las ramas después de la transformacion. - : : L E_uy '
Comparemos el régimen energético del. esquema (fig. 2-7) con &l : j=t=V_E U_, U : (2.01
régimen energético del mismo esquema transformado (fig. 2-8}, en par- | r r 4 C o 2£1)
ticular, cuando se abre el circuito de ¥a rama de corriente I I ;I
En todas las ramas del esquema (fig. 2-7), para I =0, las intensi- o
dades en un caso general no son iguales a cero. De allf que la potencia ' .' r=2
total de las f.em., se invertird en cubrir las pérdidas térmicas que se :
producen en las resistencias de las derivaciones. En el esquema 2-§ para .
1 =10, no hay pérdidas en la resistencia equivalente. KO S
Por consiguiente, a pesar de la invariabilidad de las intensidades y
de las tensiones en la parte del esquema no afectada por la transfor- PR Fie 29
macion, la potencia desarrollada por Tlas fuentes de f.om. antes de la L
transformacién no es igual a la potencia desarrollada por la f.ean. des- L De e expresion se deduce que la intensicdad T de fa fuente de Leam. puede A
pués de la transformacién del esquema. . ' PO R phede '
Sin embargo esta circunstancia no impide que se utilice amplia- i o
- mente el concepto de f.e.m. equivalente para el cileulo de oy circuitos _ z"_f'l'_fi";"‘:_ I(fj'?l”'l_t-'mresr_)ondﬂ_ el esquema cquivalentc de la figura 2-9. 5, cn el
eléctricos, puesto que, una vez determinada la intensidad 7 en el esque- o 24}, {,-d Ii_ll]"'t}"]]“‘:‘" : I"‘T f"?““““lf‘d I siguen siendo las mismas que en el esquema
ma equivalente, puede volverse al esquemna” original y hallar las inten- c horme 2 al 1. ente de intensidad 1, estd divigida, igoal que la fean. B, del
sidades reales y las potencias en todas sus ramas. \ lise tipo de sustitucion puede cfectuarse en o o
- Sialos nudos 2y 1 se conectan, ademds de las m ramas con fuentes DU rius o todas s frentes de fean. AR en ¢l ama fanto pan - uag, va-
7" de fem., n ramas con fuentes de intensidad, en ¢l numerador de la
expresién (2-19) se sumardn los términos con las intensidades J, de T '-
I

(
fuentes dadas.
\——_e_s.,__. S . . ' h - m p=n
EEwgh +sz ' I j
_ Py . p=i , :,

ot

representarse como una diferencia entre las intensidades I, y ta I, = U Ala
v 12 = T .

©E (220} .
oo
\ Egi
T R=1
T e e
El signo positivo se atribuye a las intensidades de las corrientes Fre. 2.10
oy . P N 4+ . ce=llia
dirigidas al mismo nudo 2 al que se dirige la f.em. E y ¢l signo nega- '
tivo, a las que se dirigen al otro nudo 1. - A titulo d¢ cjemplo analicemos el esquema dado en la figura 2-10,a, en

tres de cuyas ramas hay fuentes de f.ean.
. Ly ) .
En la figura 2-10, b, se da ¢l esquema equivalente con fuentcs de inten-

9.6. Transformacién de un esquema con fuentes de f.e.m. en un esque- sidad, donde:

ma equivalente con intensidades de nudo (fuéntes de intensidad). 1, =Ez;
. i . r

Como se menciond mas arriba (§1-2), una fuente de cnergia con f.em. : Ly =g, —q)u: .
y resistencias internas dadas, pucde representarse pur una fuentg de futensidad, )
permaneciendo invariable el régimen del receptor. _ ez = Eotty;

Dicha sustitucién puede efectuarse ann cuando en el esquena eléotrivo com- . og = (

gl . P . . 23 — ¢g—¢3)g3;

puesto una rama contiene, ademds de T fuente de feam, y de la resistencia interna, S K
una resistencin complementaria conectada en seric con aguella, ' I3 = Eupa;

Sea el esquema de la figura 2-9,0, a cuyos bornes 1 y 2 ‘estd conectada una
rama con fuente de f.eom. E y resistencia r ¢ue comprende tamibién a Ja resistencia _
interna de la fuente de energia. ' ' Eu el esquema de lu figura 2-10, b, las fuentes de intensidad I

Trg = (%) — ¢3) 8-

e lea & Ly
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estin conectadas todas con los mismos nudos I, 2 ¥y 3. Por Io tanto resulta con-
venitnte reunir en cada nudo, dos fugntes de intensidad cn una ({ig. 2-10, ¢ ).

& i 5 2r
/ /

. 1‘,.;; (D} A :’:J-l 7
4 7 /7

7 .lfz

Fia. 2-10b

Las intensidades f,, J, ¥ J, se laman intensidades de nudo y se determinan ce
acuerdo a la primera ley de Kirehhoff,

h=1,—1,=E,—Eqg;
fo=0,+ 1, =Eg + Eu;

Lis—l3-~la=—Eug,—E.g.

Por consipuiente, ] esquema eléetrico cuyas ramas tienen fem., puede ser
.reemplazade por n esquema equivalente con intensidades de nudo, permane-
ciendo invariables tos potenciales en los mados.

Sefialemos que fas intensidades I, 1., I, en ol esquema dado, son iguales a
Tas intensidades de Ins mismas ramas en el esquema equivalente. En cambio, las
intensidades en Ins ramas con Fe.m., no son igoales a las intensidudes de las ramas
correspondicates en el esquema cquivalente. Por ejemplo, en el esquema dado
(fig. 2-10, &) Ia intensidad I, = (E, + ¢; —q.)g, v cn el esquema equivalente,
12[:(({3_({’1)’-{]‘ ' .

En un case general, de las ccoaciones de nudos se deduce que la transfor-
macién de un esquema con feam. cn lus ramas, en otro esquema equivaleate con
intensidades de nudo, es corcecta.

En efecto, de acuerde a la ccuacion {1-31) tenemos en ol esguema figura
2-10, 4, para ¢, = O:

Uiy - 4af — Uy = By —Eg) 2
L e — gy = By + Eg)) =5
Ty Wy Gty = — (Eudy + EpY = I
donde .
= AT 8 E
Bop = 8y + 8 + &

Bgy = Ha+ ty + &y

wl
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E] esquema equivalente de la figura 2-10.¢, sutisface a estas ecuaciones.

La sustitucidn inversa de. un csquema cléetrico con intensidades de nudo
dadas, por un esquema equivalente con fuentes de feam., no da una solucidn
definida. Ello se explica por el hecho de que el niimero de intensidades de nudo
o el nimero de ramas, y por lo tante el nimero de ccuaciones. que se pueden
formar de acuerdo a la primera ley de Kirchhoff serd nienor que ol namero de
f.e.m. buscada, Pueden atribuirse valores arbitrarios a las fean, de ramas cuales-
quiera, iguales al ndmero de ecuaciones que faltan, pudiéndose entonces deter-
minar las f.e.m. desconocidas, resolviendo simultincamente las ecuaciones inde-
pendientes basadas en la primera ley de KirchhofE.

Fic. 2-10¢

Problema 2.2. Determinar las intensidades en todas las ramas y establecer
las ecupciones del equilibrio de potencias para el esquema de la fipura 2-11.0,
sabiendo que la fem. E, =48V, E,=24V, E; =12V ¥ las resistencing de lus
ramas son £ =30, r, =68, r,=r, —2Q, r =6}

a &

L e 3 ¢ody ¥
!}' ’:; r s i~
'9 P ;{ 5 (Y '3

PR
%

Fic. 2-13%

Sofucién_. Para determinar las intensidades J 4+ e I3 {que son ixuales) reem-
placemos previamente cada grupo de ramas conectadas en paralelo, per una sola
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equivalente. Hallaremos la fem. equivalente E,, para la primera y - segunda
ramas derivadas y la resistencia equivalente r,,, utilizando las expresiones:

3.t _ogt
=it 3 S.=wuv
P 1.1
376
¥ Carit
aritoco IH
¥y 3-8
by e = =20

DIPOLOS Y CUADRIPOLOS

Andlogamente hallaremos la resistencia ¥ ln fe.m. cquivalentes para las tres
derivaciones conectadas a los mudos & v o,

gl 3-1. Consideraciones gencrales sobre los dipolos.
. r : r X - . .
E, = - = E=12V vy ry=g= 2.0, Al estudiar los procesos que ticnen Iugar en los circuitos cléctricos
a1 compuestos, sucle ser de futerés conocer la intensidad, la tensién y la
: )

potencia én una sola rama. Sin cmbargo, las ramas aisladas pueden
destacarse del circuito compucesto na sélo para estudiar separadamente
los procesos que se efectian en ellas, sino fambién para establecer
Y relacion, por cjemplo, entre vna parte del cirevito que conticne fuon-
tes de em'rgia cléetricn v oolra que contiene receptores. En o508 casos,

Como resuttadoe de las transformaciones obtenemos ¢l esquema de la figura
211, 5. .

Del esquema tendremos:
La intcnsidad

B 2104 12 T o . L s
Lot — Ey+Eu—E, _ 1242412 —34 como también pura ¢l cileulo de circuitos ramificados, resulta necesario
: PR 3423242 destacar una rama, conectada con el circuito compuesto en dos puntos

{dos bornes). La parte del-circuito eléctrico de configuracién arbi-
trarin que se estiidic con Tespecto a la rama aislada, es decir con,
respecto a los dos bormes o, dictio do otro modeo, aTos dos polos, se
NMama dipalo. . T
=~ TLosdipotosjue contienen fuentes de energia se llaman activos .
aquc]los_q_Tié”nr')'Ta;l_'ﬁﬁthi”'3""'“‘5'(‘."'_]1"_1511-&11 Pasivos. Todo dipolo pasivo
—eoSUNie cnergia y se caracteriza por ana magnitad, Ju resistencia 7y, -
En un esquema equivalente el dipoto puede representarse por un
solo elemento, Ta resistencia 1, lamada resistencia interna o de entrada
det dipelo pasive, T LT e

y las tensiones en los tramos
U, = Fyg—rods = 24 — 2:3= 18V,
Upe=Eg +r.J; =124 2-3=18V.

Las intensidades en las ramas del esquema dado serdn

.. 1
Iy ={E, —U,}g = (48--18) 5 = 1{? A,

TA.

L= Byt Uty = (24 +18) ¢

‘ . ‘ . , prr T e —meey
Las intensidades en las ramas que tienen fem. E iguales, son iguales entre si y
desentido opnesto a las fea

1 7
I= (U, —Elg= (18“12).;.:1,&, :

Fa polencia total de todas las fuenles de fean. cs fgual .

EI, + Ful, + Egly— 3L == 48-10 4 24-7 4 12:3 ~ 3-12+1 = 648 W.

La poteucia on ki resistencias debe ser ignal a la potencia total de Tas fuentcs de
f.ean, sty s

. 8i se conoce el esquema del dipolo pasivo, "i);lra doterminar “su.
P r IS (g ory) B Bel? s 3TI02 4 6-72 4 1.3 4 3-6-1 = 648 W.

resistencia de entrada r; halrd que “envolverla” de un modo o de otra
-respecto a fos dos hormes dados. e : .

En la figura 3-1 se muestra un esquema eléetrica compuesto.  Si
se cxamina esfe esquema respects a los bornes 2-27 de la rama que

sefiletmos gue ks leentes de Lo Eodel esiquena dado trabujan en eéghnen
de receptares, comsuiendo Ja enermia de otras fuentds,

~
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contiene la fem. £, v a la resistencia ry, Ia parte restante del esquema
{(rodeada por las lineas de pumtos) constituird un dipolo pasivo (sin
fuentes de energia). Si el mismo esquema se refiere a los bornes 1-1

de la rama que contiene a la resistencia rp (fig. 3-2), sc obteadra un
dipolo active {encerrado entre lincas de puntos},

3-2. Teorema del dipolo activo y su aplicacion al céleulo de circuitos
ramificados. ’

Destaquemos en ¢l esquema eléctrico, lu rama 2-2 (con la resis-
tencia r) conectada en los puntos 1-1 con ¢l dipolo active ({ig.3-1}).
Para caleular Ta intensidad I en la rama 2-2° se puede reempluzar cl
dipolo active por una fuente de fem. y un dipole pasivo, Para hallar

72
PR ey LI
a [ ::i FER A s
i .
I i T"“"
a &
F1a. 3-3 Fro, 3-4

la fuerza electromotriz, abrames el circuito en los puntos 1y 2 (fig. 3-5,
@) y determinemos la diferencia de potenciales U,, experimentalmente
o por cdlculo, Luego conectemos a los puntos 1 v 2 le f.em. E opucs-
taa U, (fig.3-5,b): I, = U,. La intensidad en la rama 2-2° seguivi
siendlo nuta dado que la diferencia de potenciales de dos puntos cun-
lesquiera no habrd cambiado. El esquema de la figura 3-5,D se distin-
gue del esquema original en que, entre fos puntos 1 y.2 estid conectada
la fuerza electromotriz E, y en gne la intensidad en la ruma 2-27 cs
igual a cero. Este esquema serd equivalente al original si se introdnce

+ Flaih Folp,
A =yt B . & =¥
' ' .,,,._-J‘,.
a) . &
Fic. 3-5 Fui, 3-6
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entre los puntos.1 y 2 otra fem. E, igual a la E; pero de sentido -
contrario (fig.3-8}. _ '

De acuerdo al principio de superposicién, se puede hallar la inten-
sidad en la rama 2-2" sumando algebraicamente las intensidades pro-
ducidas por cada una de las fuentes. Pero, todas las fuentes que se
encuentran en el interior del -dipolo activo, junto con la fuente de
f.e.m. E; crean en la rama 2.2 una corriente de intensidad nula
(fig. 3-5, ). Por lo tanto, la intensidad producida en la rama 2-2’ sola-
mente por la fem. E, {fig.3-7,a) serd la intensidad real en esa rama
(fig. 3-4) e igual a: : :

E, _ U,
fni+r 4
donde r; es la resistencia de entrada del dipolo pasivo y que 'se obtiene
del activo, igualando a cero todas las fuerzas electromotrices de las
fuentes de tensién y todas las intensidades de las fuentes de intensidad,

En particular, para r = 0, es decir estanido la rama 2-2 en corto

circuito, I, = r—”, o sea que la resistencia de entrada del dipolo activo
i

puede expresarse como una relacién entre la tensién en circuito abierto
y la intensidad en corto circuito.

Lo U‘,
e
La férmula (3-1) puede también escribirse de la siguiente manera
1= (3-2)
Tt

La ecuacién (3-2) puede obtenerse ficilmente de la (1-55), En
efecto, escribamos Ia ecuacién (1-55) suprimiendo subindices

U,

de donde obtenemos la (3-2).
La resistencia r puede ser, en un caso general, la resistencia de

la entrada del dipolo pasivo conectado a los- bornes 1-1° del dipolo
active dado. )

Como ya se indico anteriormente, el valor de la resistencia r; pue-

7 { Uy I,
H_Ic(l— .)_.—-[—I“—(Uu—rl).

* de determinarse experimentalmente, de acuerdo a la ecuacién (31} o

por cileulo, si el esquema del dipolo activo estd dado. La ecuacién
(3-1} es la expresién matemética del teorema del dipolo activo, llama-

- do también teorema del generador equivalente.

A la ecuacién (3-1) le corresponde el esquema de la figura 3-7, b
en Ja que ¢l dipolo activo esti representado por el sector 2-1-17 que
contiene la f.em. E,=U, y la resistencia .. De mado que, el dipolo
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activo, respecto a la rama. con resistencia r con él conectada, puede
considérarse como una fuente de energia de resistencia interna r; y
f.em. E,, igual ésta dltima a la tension U, existente entre los bornes
del dipole, cuando la rama 2-2° estd en circuito abierto. De esta pro-
posicion se deduce que el dipolo activo puede representarse también
como una fuente de intensidad y una resistencia r; conectada en para-
lelo con la fuente, como se vié en los apartados 1-2 y 2-6. ; _

Debemos destacar que en el esquema equivalente del dipolo activo
(fig. 3-7,b), asi como en cualquier otro esquema transformado con
fuentes de f.e.m., la potencia de la fuentes con f.e.m. equivalente y las
‘pérdidas en la resisténcia 7, no son en general iguales a la potencia
total de las fuentes de energia del circuito real ni a las pérdidas en las
resistencias del dipolo activo, respectivamente.

:'r'”". .
l:
| P
z
. *4
: F]
., z

Frs. 3-T Fia. 3-8

Apliquemos el teorema del dipolo activo y el principio de super-
posicién al calcul® de los circuitos eléctricos ramificados. -

El cileulo de las intensidades en un circuito cléctrico dado, que
se puede referir a una de las ramas en forma de un dipolo activo
{fig. 3-4), puede simplificarse utilizando el principio de superposicion.
En efecto, la intensidad en cada rama del dipolo active puede hallarse
sumando algebraicamente las intensidades de las corrientes que se pro-
ducen en dicha rama, en marcha en vacio (fig. 3-5,4) y en un régimen
correspondients a una fem. E. = U, (fig.3-7,a). _ .

Por lo tanto, una eleccién acertada de In rama {para cl régimen de
marcha en vacio) puede simplificar considerablemente los esquemas
para los regimenes indicados y cofi ello facilitar el cileulo de dichos
esquemas y del circnito dado.

Para ilustrar lo antedicho examinemos ¢l esquema de la figura 3-8
en el cual estin dadas las feam., la tensidn U y las resistencias de
las ramas; se descan determinar las intensidades en todas las ramas.

Desconectemos la rama con resistencias 5 (fig. 3-9) y hallemos la
intensidad 1,1 = I, de la ecuacién E\ = (r, + r)[«—Uvyla intensidad
I, =Ios de la ecuacién E, = (73 -+ ry) La - U. Conociendo las intensi-
dades I, e I; determinaremos la tension U, por Ja férmula:

U =nlpy—mrla 4+ FE]-

Igualando a cero las fem. E;y Ey y la tension U, y conectandeo
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en la rama con resistencia r;, la fuente de fe.m. E, == U,, obtendremos
el esquema de la figura 3-10 para el cual encontraremos las intensi.

'T’
vF !y

Tb
: e -
. v ”
Fro. 3.9

dades en todas las ramas. La resistencia de entrada r, del dipolo, res-
pecto a los bornes de la resistencia rs, serd:

LS ¥afy

1412 Ts+ 71y

=

La intensidad
__U
Tt

Las intensidades en las ramas restantes

Icﬁ=

'1-01:»15?;5-;.;';
lo=1; rlj‘}frg’
fa=1 7'8::"4

Aplicando el principio de superposicién, encontraremos las intensida-
des reales en las rama del esquema, figura 3-8.

I =1, + I
I = I!:?“'L“B;
Is_: 103“_11".‘3;

Li=1+ I
15:Iv5+1c5:0+15;
I :rl +13-
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De modo que seis intensidades desconocidas en las ramas del esquema
ramificado de la figura 3-8 quedan determinadas por superposicién de
las intensidades parciales, halladas para los esquemas simples de las
figuras 3-9 y 3-10. . ' -

Examinemos otro método de calculo de circuitos ramificados que
se basa en el principio de superposicién y en una aplicacién “singular”
del teorema del dipolo. '

Frs. 3-11 Fia, 3-12

Sea el esquema de la figura 3-11 donde estan dadas todas las f.em.
v todas las resistencias; se pide determinar las intensidades en todas
las ramas. Desconectemos simultineamente la primera y la segunda
ramas y determinemos en el esquema obtenido (fig. 3-12) las intensi-
dades I, L, Iy v las tensiones Uy, U

E4+E,
r-rgfry’
Uy, = Ey + 13lua;
Up=—E; 4+ r ;.

Luego conectemos simultineamente, en la primera y segunda ramas las
fem. E,, y E,, iguales en valor a las tensiones U,y y U,. (fig. 3-13).
Las intensidades en la primera y en la segunda ramas serdn iguales a

I,,:Iug:Iu_;:

cero, igual que en el esquema de la figura 3-12, dado que la diferencia’

de potenciales entre dos puntos cualesquiera del esquema sigue siendo
la misma que en ¢l esquema 3-12. 5i se conectan en la primera y en
la segunda ramas otras f.em. E,; y E,» contrarias a las E, v E,, res-
pectivamente (fig.3-14), las intensidades en todas las ramas serin
iguales a las del esquema dado. Como las fuentes de fem. E, E,, E,,
E.., E,, no producen corrientes en la primera y en la segunda ramas
(1ig. 3-13), y el esquema representado en la figura 3-14 es idéntico al
dado, resulta que las intensidades reales en las ramas mencionadas son
producidas - evidentemente sélo por las fuentes de fem. E,, =U, v
E.=1U, (fig.3-13), lo que se deduce directamente del principio de
superposicion. Es necesario sefialar que por cuanto en &l esquema de
la figura 3-13 las intensidades 1,1 =0 e .. =0, se deduce de la prime-
ra ley de Kirchhoff quc en este esquema la intensidad I.; también es
igual a cero y en el de Ja figura 3-15, 1a I, en la misma rama es igual
a la intensidad real 7.. Por consiguiente, para determinar las intensi-
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dades I, I, I basta con calcular los esquemas de la figura 3-15 para
lo cual conviene transformar previamente el tridngulo de resistencias
vz, T y ry en una estrella equivalente. Conociendo las intensiades Iy, I @
I, es facil hallar las I.s, I.; e I, entel esquema de la figura 3-15, y
luego, por €l principio de superposicion, se pedrin determinar las inten-
sidades I, I, e I aplicando las expresiones: :

L =Ly + La;
I-; = IH + Ic-l;
=L 41
De modo que también en este caso, todas las intensidades desconocidas

del esquema 3-11, se determinan por superposicion de las intensidades

parciales, halladas para los esquemas mas simples de la figura 3-12
y 3-15.

Problema 3-1, Aplicando ¢l teorema del dipolo activo, hallar la expresion de
la intensidad I, en la rama que contienc wn dispositivo de medicién (fig.
3-16, a), sabiendo que la intensidad de la fuente de intensidad I, —=m,, la resis-

Fic. 3-13 Fic. 3-14

tencia r == 100 £, la resistencia del aparto r, =50 Q y Jas resistencias r; de dos
brazos opuestos del puente varian simultineamente de cero a 2,; construir el
grifico de variacién de I, en funcién de Ja resistencia r,.

Fic. 3-15

Solucion. Poniende cn circuito abierto Ja rama del aparato medidor {fig.
3-16, &) las intesidades I, e I,.,, en virtud de la igualdad de las resistencias de
tas ramas paralelas, serdn igeales entre si:
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La tcnsién U, (fig. 3-16, b} estari dada por la ecuacidn

I, - I,
r —;-——]- Ub.--—r—gi—:();

Fic. 4-165 Fic. 3-16c

es decir
H
a .
Ul' :_"-5"—(!'—1‘1).
La resistencia de entrada de todo ¢l esquema, para I, = 0 sc detenninard
de la figura 3-16, ¢ por Ia férmula

N 1
vy = &--j—_—f)(rl 3 r)_ e 72~(r‘1 4+ )
1

+r4rtr

Scegnn ol leorenia det dipolo activo, ta intensidad I, es igual a;

- sstitmeende en esa couacidn los valores numéricos, tendremos:

e

+ 10— 100-—1"1
o L= 100 47,

®

T T T

NG |
\

P
L

i i f
75 50 5 TGS 1SR
%

ra
>~y

Fic. 3-18d

En la figura 3-16, 4, se da ol grifico de v ll"ld(,li)t’l de la intensidad I, vn foncidn
de Ja resistencia, vy e Te cnvva se ove que ol variar la resistencla iy, no sl varla

la intensidad I, de la corriente, sino Lambién su sentido,
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Problema 3-2. Hallar Ia ley de variacidn de Ja intensidad I; en funcidn do
la temperaturi ¢, sabiendo’ que ki vesistencia r, () varia en funcién de la tempes
ratura segin la férmula

r{t) = (0} (T + At + Be2),
donde
A=384-10—% B = _— 5,8-10—7, rl(O) =46 Q. - {fig. 3—17'0)
Las resistenctas restantes del pucnte son constanfes ¢ iguales a Fy =Fg =73 =

= 508} lw resistencia del galvandmetrq r, = 50Q; la fem. E = ],5 V.
Expresar sdenids la intensidad f en funcion de 1.

Solucidn. Tenemos, segin el teorema ded dipolo active

U,

:l+r (t)

L=

Fig. 3-17a

Pig. 3-17¢

Para determinar la tensién U, escribamos para el eqquema de la figura 3-17.b las
ecuauones siguientes; :

E=rL 4+ (ry + r2

: | AL
E= fiIc'i + 73103; , Jé‘) ,/ﬁ\‘« S .
L=ILa=IL,+15: *gt’ /
U, =E—ryl, S
Resolviendo simultdneamente estas ecuaciones y haciendo sustituciones numérmas,
tendremos: WA
T N
E-r, 1,5-50 Y T -
i = = 0,006 A; "?}{p n

ralrs +rg+ 1y} + (o + 1y dry - 5Q-150+.100950

E[{r,+ 7o+ 1)1y + r7,] 1,5(150-50 -+ 50-50)
rylrg oy v )+ g+ rydrg 50-100 + 100-50

=12V.

Sienda E=0 y estando los-hornes 1 y 3 unidos entre si, las resistencie:
fy ¥ 1y, consideradas con respecto a la rama abierta, estin conectadas en paralelo
¥ la resistencia rj,, montada en serie con.ellas. La resistencia equivalente de las
tres serd:

oy 5050

= =30 -=T50.
sty +

LA
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A su vez la resistencia ry esth comectada en paralelo con la r equivalente, cs decir
la resistencia de entrada r;; de todo el esquema, respecto a los bornes 1-2 serd

. 5.
A Tty 5.50 _ 00
T et 125
De mado que la intensidad
1.2

h=%sn0

Mediante esta Frmula sc puede construir el grifico de variacibn de la
intensidad en funcién de la temperatura. ' :
La variacién de la intensidad I, en funcién de la intensidad I, puede obte-
nerse de Ia funcién lineal I, = by + B0y, '
Coma sentido positivo de la corriente elegimos el que va del punto 4 al 2 {fig.
3-17,a). Al desconectar la primera rama, la intensidad I, =0, Ia corriente [,
se dirige del borne 4 al borne 2 y su intensidad I, = 4 0,008 = b, Al encon-
trarse la misma rama en cortocireuito, la intensidad I, segin el teorema del dipolo
activo scra: : -
U 1,2
I(,l =Y — L =0,04 A,
tir 30
y la intensidad
. u
Lo=1In—1I4=———-"-=003—004=—0014A

T il
de la ecuacién I, = by + b1 hallimos: .
— 0,01 — 0,008

Iy == ITun
b = ".r__l_t —= e =—04.

Por consiguiente .
1, =+ 0008 — 041

3.3. Transmisién de la energia de un dipolo activo a uno pasivo.

Para examinar el problema de transmision de la encrgia de un
dipolo activo a uno pasivo, recurramos al esquema equivalente (Fig. 37,
b) donde r =r,.,,, la resistencia de entrada del dipolo active (fuente
de energia), y E, == U,, la f.e.m. equivalente, permanecen constantes:
mientras que 7 = #,,p., 12 resistencia de entraca del dipola pasivo {car-
ga}, pueden tomar cualquicr valor.

Busquemos la relacién entre r; y r, para la cual la potencia del
dipolo tenga un valor miximo. La potencia de un dipolo pasivo se de-
termina por la expresion

P=El—rI*=U.J0—nrTl, (3-3)
o también
P = rP, (3'4)
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donde U.J—es la potencia desarrollada por los dipolos activos equi-
valentes. '

rJ2 — gon las pérdidas en la resistencia de entrada del dipolo
activo.

Hallemos el valor de la intensidad I para la cual la potencia P sea
maxima; con ese objeto igualemos a cero la derivada de P respecto a I
(férmula 3-3):

dP _
ar = U,—2nl =0,

de donde

— U‘ N

=

_ e . U, - .

Pero en general la intensidad I —=— , 0 sea que la potencia es
maxima para ntT

=1, ' (3-5)

es decir cuando las resistencias de entrada de los dipolos activo y pa-
sivo son iguales. Aplicando la formula (3-4), y para * = r;, tenemos
U o .
. P max "‘Z}?'
La razén de las potencias P, del dipolo pasivo, y P, = Usl del

di;l;olo activo equivalente, se llama rendimiento del dipolo activo equi-
valente

P Ul—rr . ol x
n=p=—r Sl T = G

De la expresién (3-8) se ve que para la méxima potencia del
dipolo pasivo, el rendimiento es igual a 0,5. Para r>>r; se podrén obte-
ner rendimientos mas altos.

Fl rendimiento del dipolo activo real serd igual al del dipola activo

‘equivalente sélo cuando se cumpla cierta condicién. Si al desconectar

el dipolo pasivo del activo real, no se producen corrientes ni pérdidas
en las ramas de éste tltimo, al igual que en el esgquema equivalente
(fig. 3-7, b}, sblo entonces el dipolo activo real y el equivalente ten-
dran el mismo rendimiento. ' _

No cumpliéndose esta condicién, y habiendo pérdidas en el dipolo
activo real, su rendimiento ser4 siempre menor que el del dipolo equi-
valente. - '

Con los resultados obtenidos se puede caracterizar el régimen de
una linea de transmisién de energia eléctrica con corriente continua,
de longitud reducida, cuando se puede despreciar en ella las pérdidas
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de corriente. En la figura 1-10 se muestra el esquema equivalente de
una linea, la resistencia de cuvos conductores estd designada con r.

Supongamos que la tensién U, al principio de la linea de trans-
misién no varia. Comparando los esquemas de las figurds 1-10-y 3-7, b,
se deduce que el régimen de la linea de transmisién puede definirse
por las mismas relaciones que caracterizan la conexién en serie de un
dipolo activo y de uno vasivo.

Fia. 3-18

A tal efecto debe representarse la figura 1-10 como una conexién
en seric de un dipalo activo con f.em. E. = U, y resistencia r; y un
dipolo pasivo con resistencia r.. Utilizando las formulas (3-3) v (3-6)
y el esquema de la figura 1-10, obtenemos la expresion de la potencia
P, del receptor y el rendimiento v de la linea de transmision

Po— U\ —r11%

?’gI _ ro
"'l ¥, "'!'— LT

n=1— (3-7)

La potencia, desarrollada por ¢l generador es
- Py =01,

y la tensién en los bornes d'ei receptor,

' Uy= U, —rl

De acuerdo a las ecuaciones obtenidas, se han construido en la figera
3-18 los graficos que dan los valores de U, P, P, y 1y en funcidn de ta
intensidad T y que caracterizan entcramente cl régimen de la linea.
~ Para r, —cc(Linea en cireuito abicrto) la intensidad I c¢s igual a
cero {en la fig. 3-18, origen dc las coordenadas}; para r. — r,, Ia inten-
sidad estard dada por el segmento “Oa” v para 1 =0 {cortocircuito
de la linea) el valor de la intensidad es miximeo e igual a . Ademas,
para ry = r, la potencia P,, dada por ¢l segmento ac, es igual al doble
de la potencia del receptor, es . decir a¢ == 2ab = 2he, v el rendimiento

para ese régimen serd n — 0.5 '
Al efectuarse la transmision sobre tma linea de gran potencia, se
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trata de obtener el mayor rendimiento posible. Esta circunstancia obli-
ga a’su vez a exigir una 1 € ra.

.~ Al transmitir la energia por una linea de comunicacién se trata de
obtener una potencia méxima .en el receptor lo cual nos conduce a un
rendimiento ‘bajo *.

3-4. Cuadripﬂlos y sus ecuaciones fundamentales.

El estudio del régimen de los circuitos eléctricos compuestos se
reduce, frecuentemente, al establecimiento de un reldcién entre las
intensidades, las tensiones y las potencias de dos ramas distintas del
circuito eléctrico. Como cada rama se conecta con el resto del circuito
en dos puntos, resulta que la parte que se destaca del circuito tiene
cuatro bornes (polos); a dos de ellos (bornes de entrada} se conecta
generalmente la fuente de energia, al otro par (bornes de salida}, el
receptor.

La parte del circuito eléctrico que tiene dos pares de bornes para
permitir la conexién de fuentes y receptores de energia, se llama cug-
dripolo. Los cuadripolos se clasifican en pasivos y activos. Los pasivos
son aquellos que no contienen fuentes de energia en sus ramas, por
ejemplo, las lineas de transmisién de energia eléctrica. Los cuadripolos
que contienen fuentes de energia en sus ramas, se llaman activos.

* Las primeras experiencias de transmision de energia eléctrica con corriente
continua fueron realizadas por el ingeniero ruso F. A. Pirotzky. En 1874, cerca de
Petersburgo, F. A. Pirotzky instald una transwision de energia de 6 HP hasta una
distancia de un km. Posteriormente hizo unos enszyos para transmitir energia eléc-
trica por los rieles del ferrocarril, Sobre la base de sus experiencias, Pirotzky llegé
a la conclusién de que se podia transmitir energias de gran potencia a grandes dis-
tancias. Propuso que se utilizara como fuente de energia para los motores prima-
rios, Ios torrentes de agua. ) )

Fué D. Lachinov el primero que fundamentd tedricamente ba posibilidad de
transmitir la energia eléctrica a grindes distancias. En 1880 publicé en el primer

. mimero de la revista “Electrichestvo™ su trabajo titelado “Trabajo electromecinico”™.

La teoria expuesta por Lachinov, si bien simplificada, no dejaba de contener los
elementos esenciales de la teoria actual sobre transmisién de energia por corricnte
continua, : :

‘Las experiencias de Pirotzki pasaron completamente desapercibidas. Y sélo
ssi se puede explicar que se considere a Marcel Deprez, como el iniciader de la
transmisién de energia eléctrica. En su informe presentado en la Academia de
Ciencias de Paris en 1881 enunci6 la tesis de. que elevando la temsion, se puede
transmitir una energia eléctrica de cualquier potencid a una gran distancia, con
pérdidas minimas. Al afio siguiente, 1882, Ma¥cel Deprez llevé a cabo Ia transmi-
sién de una energia de 2 HP con cortiente continua, a una distancia de 57 km y bajo
una tensién de 1.500-2.000 V.

De ahi gue se reconozca como precursor del transporte de energia eléctrica
a distancia, a Marcel Deprez.
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Examinemos la teoria y el cileulo de los cuadripolos pasivos.
Destaquemos en el esquema eléctrico la rama que contiene la
tinica fuente de f.e.m, E;, ¥ cualquier otra de resistencia r (fig. 3-19, a).

Consideremos el resto del esquema como un cuadripolo pasivo con

bornes primarios, de entrada, 1-1’ y bornes secundarios o de salida 2-2/,
incluyéndose la resistencia interna de la fuente de energia eléctrica, en
el interior del cuadripolo.

Tomemos el sentido positivo de las intensidades I, e I, en las ramas
de las tensiones {J; y U, en los bornes, concordantes con el sentido de
la fem. y con la polaridad de los bornes de salida del cuadripolo indi-
cado con “4” y “—". De acuerdo al teorema de la compensacion,
reemplacemos la resistencia r por una fuente de f.em. Ex =U., =1l
(fig. 3-19, b) y,-por el principio de superposicién, escribamos las expre-
siones ‘que nos dan las intensidades I; e I.:

Iy = guEy — gi=Ey }

(3-8)
I. = g1 Ey — guE..

En estas ecuaciones, las componentes de las intensidades dependientes
de la f.em. E, estin anotadas con signo negativo dado que su sentido
es, opuesto a las componentes producidas por la f.e.m. E; y opuesto al
gentido elegido como positive para las corrientes de intensidad I, e L.

! 2
L.
: lf-s p }
&
I r
. ]
_.u Ve Fig. 3-19

La tensién U, en los bornes primarios del t,uadrlpolo es igual a
E, y la tensién U, en los bornes secundarios del mismo cuadripolo es
igual a la fem. E.. Reemplazando en las ecuaciones {3-8) las f.e.m.
E, y E; por las tensiones, obtendremos:

R ' ' I1=g11U1"—g12Uz;}
+F

o " Ig = g'_’lUl - g22U2.'

La solucidn simultinea de las ecuaciones (3-9) respecto a Uy e I
nos da:

U, = ;‘2 U, + -i- I

Il = h'l!zﬁ-.‘.é"_g]’ U + gll I,

(39)
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o también
U, = aU, 4 bl
' (3-10)
I = cUs + dL,
donde
a2 p Ll o fndmTd g En 3y
g 231 g o

Las magnitudes a, b, ¢, d, sc Haman constantes del cuadripolo y estan
ligadas entre si por las siguientes relaciones:

z ] 14 py —— "2..
ad —be — !-,13.{-’,'.._ — h!lg-—z., i 1. (3-12)
£n1 £
De las expresiones que determinan los coeficientes a, b, ¢ y d, se de-
duce que sus valores sélo dependen de las resistencias o conductancias

’ [ R
4
e e e
7 ¥

Fi. 3-20

v de la configuracion del esquema del enadripolo. Observemos que
a v o tencn dimension nula, D tiene la dimension de la resistencia v ¢
Ia dimension de la conductancia. .

Las (3-10) son las ecuaciones fundamentales del cuadripolo, que
ligan las tensiones y lus intensidades de entrada y salida, para cual-
quicr carga que haya en los hornes de salida, LHH g,

St en el esquema del cuadripolo se intercambian de lugag? /ggen(é £
de femn. v la resistencia del receptor, es decir si se conecta rnes:
1-1’ Ia resistencia del receptor ¥ a los bornes 2.2, la fuen ‘rrfe fem.

c i# lhs ecna-

{fig. 3-20) v si se invierte el sentido de las corrientes I,
ciones (3-10) tomarin la forma: _

U| — (FU;] - b]g; II'\':." I\ e

b\
eIy = eUy ~-dl.. g o ©
De agui, obtenemos, tomando en cuenta la (3-12): e
U, = dU bi,: '
LT oh (3-13)
Ig = CU'[ + af;. .

Comparando estas ecuaciones con las (3-10), observamos que al sus-
titnir los bornes primarios por los secundarios, los cocficientes a y d
cambian de Jugar entre si.
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El cuadripolo se llama simétrico cuando al hacer el intercambio
de lugares entre la fuente de energia y el receptor, las inténsidades
en ambos no varian. o .

Las ecuaciones del cuadripolo simétrico deben permanecer inva-
riables al hacerse la sustitucion reciproca de los bornes primarios y
secundarios. Por este motivo ¢ = d, y la diferenciacién entre bornes
primarios y secundarios para los cuadripolos simétricos no tiene razon
de ser. Todos los cuadripolos que no satisfacen a la condicién men-
cionada se llaman asimétricos. : _—

3-5. Determinacién de las constantes del cuadripolo.

Los coeficientes de un cuadripolo pasivo asimétrico se determinan
experimentalmente o por célculo, siendo necesario, en este ultimo caso,
conocer las resistencias que forman el cuadripolo y su esquema de
conexiones. . .

De las expresiones dadas para las constantes a, b, ¢ y d se deduce
que éstas se determinan mediante combinaciones diferentes de tres
magnitudes constantes: g;; (conductancia propia por el lade de los
bornes 1-1), gz» {conductancia propia por el lado de los bornes 2-27)
v g2 = g {conductancia mutua). Por consigniente, para determinar
éxperimentalmente estas constantes basta tener los datos que permiten
calcular, de una u otra manera, los valores de g1, @20 ¥ Z12 == g Si
existe la posibilidad de medir simultineamente lag magnitudes primna-
rias I; v U, como también las secundarias I3, Ui, bastarin los datos de
dos pruebas para obtener a, b, ¢, d. _

. Mis sencillo es determinar las constantes en las pruebas de marcha
en vacic y en cortocircuito. _ '

Estando los bornes secundarios en marcha en vacio, es decir cuan-
do I; = 0 la tensién primaria y la intensidad seran

_ U = all, e L = cls,
de donde
_ Ulu . —_ 11» _
| a_—--—tg, . C—‘-“G—z—. (3 14)
En este caso, la resistencia de entrada del lado de Ios bornes primarios

serd .
Ui a . o
L 3-15

. Iy c _ ( .)
Estando los bornes secundarios en corto circuito, es decir cuando

U2 mo‘) .

fip —

U] i bI2 [ I:[c :'(112,
de donde i
Ua
Iy

Ilc
1,

bh— 3 d= . ' (3-18)
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Al mismo tiempo, la resistencia de entrada del lado de los bornes
primarios, serd '
Ue Db

T, =T (3-17}

g —
Por consiguiente, habiendo obtenido los valores de Uy, L, v Us ¢n
marcha en vacioy los de U,,, I, I en corto circuito, scrd ficil deter-
minar las cuatro constantes del caadripolo. '

Las coustantes del cuadripolo pueden también -calcnlarse, midien-
do en cada experiencia la tensidn y Ja intensidad primarias o secunda-
rias. Procediendo asi, es neccsurio tener los datos de tres pruebas,
dos de las cnales se efectiian alimentando el cuadripolo del lado de
los bornes primarios, ¥ la otra con alimentacién del lado de los secun-
dlarios, o viceversa. '

Determinemos Ins constantes a, b, ¢, d, haciendo las pruebas de
marcha en vaeio y de cortocircuito, con alimentacién por el lado de
los bornes secundarios, y la prueba de marcha en vacio con alimenta-
cion por los bornes primarios.

Alimentando el cuadripolo por el lado de los bornes secundarios
y para Uy =0, tendremos de las ccuaciones {3-13)

Uzr:bll; Igr:ah,

de dende la resistencia de entrada del lado de los bornes secundarios,
estando en cortocireuito los primarios, serd '

U, b C
C fap _E: = ? ' (3-18)

Alimentando el cuadl"ipolo por ¢l lado de los homnes secundarios y

para I, = 0, tenemos de acuerdo a las ecuacioncs (3-13)

U, = dU,y; I = Uy, (3-19)

de donde la resistencia de entrada, estando los primarios -en marcha
en vacio, serqa :

Usy d ;
= f::. :—-E“.' . (3'20)

Resolviendo, simultineamente las ecuaciones ‘(3-1_5), (3-Ié_) y (3-20)

.y tomando en cuenta Ia (3-12), obtendremos

a== VL | (3-21)

oy — Fae

La constante a puede tener tanto signo positive como ncgativo'. Sin
embargo, de acuerdo a la polaridad elegida (fig. 3-18, ¢) y de acnerdo
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a las ecuaciones (3-10), el cocficiente determinado por la formula

(3-21) debe tomarse con el signo prefijado (ver ejemplo 3-3}.
Teniendo ¢ es facil hallar los valores de los cocficientes restantes

a Fuv .
b=ar.; c—=-—— d=--Z—q. (3-22)
F1o Te

Para verificar la exactitud de los cdleulos, puede recurrirse a una
cuarta experiencia, poniendo en cortocircuito los bornes secundarios y
alimentando ¢l cuadripolo del lado de los primarios.

Es necesario destacar que las resistencias riu, T, Tae ¥ Tue estan
. . ree rie i
ligadas entre si por las relaciones —r-‘—- = —r-‘—-: ~ gue, para i

i e

cuadripolo simétrico, son jguales a fa unidad {a = d). De las ecuaciones
(3-21) y (3-22) se deduce que para determinar las constantes del.
cuadripolo simétrico en el cual a= d, basta obtener los dutos de Jas
experiencias de marcha en vacio y de cortocircuito. :

Las constantes del cuadripolo pueden determinarse también por
fas férmulas (3-11), con los datos de las mismas experiencias.

3-6. Régimen del cuadripolo en carga.

De las ecuaciones {3-10) se ve quc tanto la tension U, como la
intensidad I,, en los bornes primarios, constan de dos componentes,
una de las cuales es proporcional a la tension U, y la otra, a la inten-
Sidad 12.

Sean dadas Ia tension U, y la intensidad L. Si on régimen de
marcha en vacio (I;==0) se establece una tension U, en los bornes

secundarios, igual a la tensién existente en carga, entonces la tension
y la intensidad en los bornes dc entrada, serdn

Un- = (IU:; Iw = {,'_U;).
Si estando los bornes secundarios en cortocircuito (U = }} se esta-

hlece una intensidad I. igual a la de carga, Ia tensién y la intensidad
en los bornes primarios serin

U,.= bl L=l
Sumando las tensiones y las intensidades de los regimenes de marcha
en vacio y de cortocircuito; respectivamentc, obtenermeos:
, = aUs + bl = Uy 4 Uss
I, =cUs+dl =T+

Estas ecuaciones expresan ¢ conocido prineipio de stperposicion,
Dicho de otro modo, para obtencr la tension Uy ¥ a intensidad I, en

(3-23)
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{;Josml:;n;r; rj:rci:{l;:dzllriots d% mi?dripolo, es necesario establecer en los
, la tensidn la intensidad i
io si 17 ¥ la intensidad I,, proporcionales a
/s Ct]::mo tamblhefl' la tensién U,, y la intensidad I;., propoﬁ:ionales al..
. b-avz tr(z;nsmlsmn de- energia desde la fuente de fem. a un recept(;r
ctenci: Pe -l_.mUcuadnpolo, se caracteriza por las relaciones entre la
5 te 11__ o : én los bornes de entrada, las pérdidas que se pro-
du Irj en el _cuadnpolo y la potencia P, = U.l, en la carga.
e dea é-s:la.\::i(;n Segt]xig la pot(i?cia de la- carga y la potencia en los bor-
, ma rendimiento del cuadripolo. B ;
qué relacién entre la resistencia r y las rtes del oundripol. ol
rel ! as constantes del cuadripol 1
rendimiento seri méaximo. A tal fy riento. or
in . cto, expresemos el dimi
funcion do. b e electo, exp 0s el rendimiento en
aneon antes del cuadripolo y de la resistencia de la
La intensidad I, en la resistencia de la carga r sc determina por

1‘ l .2 1 1 l . 1 ] .
meaio de a teIISIOH D Ix e 1as COI]StaI |tes df, Cuadl] [)010 y € 1t Iesis-
| . I l Y :

Ul:aU2+bIg:(b+ﬂr)Ig

en la forma siguiente:

I, — U
ST b4ar’
La potencia del receptor sera:
. Uir
Ph=rlfm -
T b +ar)E’

La potencia en los bornes de entrada del cuadripolo es:

Pi=UL=U(clU:+ L) = Ul(d+cr)fg = d+er

. N Vb far
El rendimiento del cuadripolo estaré dado por
N O,

P, = @Fer(bFar) (3-24)
Hallaremos 1 i i ' imi .
Fialaremos. (;zdremstenma r para la cual el rendimiento alcanza un ma-

. n
dr — 0,
de donde
T e T e

o también
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"Problema 3-3. En ol cuadripolo 1epresentado en la figura 3-21, 4, se conoeen
las resistencias de las ramas: r, =10, r, = 3Q, r;=2Q y r, =2Q. Determinar
las constantes @, b, ¢ y d del cuadripale aplicando las férmulas (3-21) y (3-22)
¥ también las {3-14) y (3-1G).

Sclucién. Pira determinar Ia constante @ por la férmula (3-21) hallemos

Jas resistencius vy, 1 v R

= lnknllndr) 44

- . —= = =20
R ) &
{ry +rydlrp v 55
r:vz-——l-- §r2 4)—z- ° == 1,875 &;
ity et -8
T, Tar 3 '
fo, = A2 R S +1=1,75Q

AT o 3+ 1,

TPor consiguiente, las constantes serdn:

Tup= - Ta, 1875--1,75
a 4 1
=== 2
¢ 1, 2 [y

b= ary, = 4175 = 7Q;
d=cery, =375

Fic. 3-21n f‘m. 3-21 b

La exactitud de las constanles se puede controlar sustituyéndolas en Ja
expresion ¢d — be = 1.

Hu;]emns Ins constantes de! mismo cimdripnlo aplicando las Tomuanlas {3-14)
¥ {3-18

U i " I
— v | - 1 1 ter
it - 2 - ) M — L.
v, Tl P ,” ¥ 4=

Sea para I, = 0 ¢l sentido positive de Ta fension U v de laintensicied -
concordante con la polaridad de la fuente de fem. y elijamos el sentido positive
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de la tension U, arbitrariamente (fig.3-21,4). Expresemos la tensién Uevla
intensidad I,,, en funcién de la tensibn U, y de las resistencias del cuadripolo:

U = ndfy + iy
Uiv = 3‘31."4 + r4l_.’H;
v, = 1'21']__, —rd

Ilb‘ = P]: + I;H'

LA
g

La solucidn simultinea de esas ecunciones nos da, después de algunas trans-
formaciones:

{ry + f;:)(f;;‘l‘f.;)

T:fa — Ny

U] Ug;

=

Por consiguiente, las constantes del cuadripoto serdn:

_ ndbrdlrg+ny)

Fufy — i1y

_r"f;+72+f3+f4

Fofg — ¥i¥y

Sustituyendo en estas formulas los valores numéricos, obtenemos a —4 y ¢ =2 1

de signo positivo. Los signos positivos de las constantes indican que el potencial
del punto 2 es mas alto que ¢l potencial del punto 2 y ] sentido real de la ten-
sibn U, coincide con el sentide positivo dado en la figura 3-21, b.

Fic. 3-21¢

Sien ol esquenma dado, para los wisimes sentidos positivos de Ui Iy, ¥ Usg
(fig. 3-21,5) se satisface la desigualdad rg rq << rry, los valores numéricos de
las constantes 4 y ¢ serdn negativos y ¢l sentido real de la tensidn U, serd opuesto
al tomado como positivo.

" Para determinar fas constantes by o recurramos al esquema de la figura
3-21, ¢, donde los bornes de salida del cuadripole estin en cortocircuito (Uy=10).
Sean los sentidos positives de Uy, v de I i dados del mismo modo que en el caso
aaterior y clijamos arbitrariamente el sentido positiva de Ia intensidad I, (fig.



98 . PRINCIPIOS DE ELECTROTECKIA

3-21, ¢). Expresemos la tension U, ¥ la intensidad I, por medio de la intensidad
I, y de la resistencia del cuadripolo

— L [ J— ” #r.

U=+l = rel 4 1,175
L] S .
) = r3I_3,
" I
1'2[__: = 7414»

H

. J# ar,

la ™ 1_1 + 139
=141y,

La solucién simultinea de estas ecuaciones nos da:

FsUg ot ) 4yl 4 1)

[ PRV
e Faly = Fyfy 2
e
I = (I‘l 4--!‘3)(1'._:—}—1'4) i
PP N LA LIRS L I
“ ol — 07y -

~ Luego, Ius constantes serdn:
"l ) bty b ry)

L= ;
Tuly = Fy
d— (711_'1" "3)("»_)'*‘ r.;)
N Taly — Ty .

Sustituyendo en estas férmulas los valores numdéricos obtenemos b =7Q y J = 3,73
de signe poesitivo gue indica que ] sentidoa positivo elegido para lz intensidad I,
“en la figura 3-21, ¢ coincide con su sentido real en el esquema dade.

Si se comsidera que en las ecuaciones Fundamentales del cuadripolo (3-10)
que caracterizan el régimen del servicio en carga, figuran las cuatre constantes,
el sentido de la intensidad 1, quedard determinado por el sentido de la tensién U,
(o a la inversa), del borne 2 al 2 (fig. 3-21,a), circunstancia que conviene
recordar al determinar los coeficientes por este método. En otras palabras, si para
una polaridad dada en los bornes de entrada, se halla la polaridad de los bornes
de salida segdn la tensién, no hay necesidad de determinarla segin la intensidad,
ya que el sentide de Ia tensién U, en los bornes del receptor pasivo coincide con
el de la corricnte I,

3-7. Esquemas equivalentes de los cuadripolos.

Se ha indicado anteriormente que cualquier cuadripolo pasive con
bornes primarios y secundarios dados se caracteriza por tres constantes.

v by

—
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independientes, circunstancia que nos permite representar el cuadri-
polo pasive como un esquema equivalente en 11, (fig.3-22) o un
esquema equivalente en T (fig. 3-23).

Para determinar los elementos del esquema en I (fig.3-22) uti-
licemos las ecuaciones (3-9), sumemos y restemos g.U, al segundo
miembre de la ecuacidn que determina la intensidad 1, y, en la ecua-
cion que da I,, sumemos y restemos g., U, al segunde miembro; chten-
dremos como resultado: :

I, = (gll —gm)Ul + {Ul_ U:.');‘_-fi: =1In -+ 11221

. (3-25)
L= (Ur—Us s — (gea— a5 ) U2 = I:l—I::,J

donde
Iy = (gu—g)Us
Iy = (U —Us)gio = (U — Un)goy = I,
Loy = (gor — 223) Uy

El esquema equivalente de la tigura 3-22, donde Uy = (U, —
—U.) = (U, +U7) (ver fig. 3-9) sutisface a las ecuaciones obte-
nidas. .

Los elementos de dicho esquema son:

1 1 '
Fin = -3 W= To :**—-—'—-:]-:-——. (3-26)

»
Loz i i guo— Hny

-Aplicando las ecuaciones {3-26) y (3-11) es ficil expresar los ele-

mentos del esquema equivalente en funcién de las constantes del cua-
dripolo:

b b

o =D = P Fa=— a1

(3-27)
Los elementos del esquema en T se caleulan por las férmulas de
transformacién (2-7) de un tridngulo de resistencias (fig. 3-22) en una
estrélla equivalente (fig. 3-23): C
;o rialy

——
! fr:+f1+f:’|

r, = __.T___;_::';._,__.., {3-29}

el e
" rio = Fe 4 b J
Hecha la sustitucidn de rs, r, v 7. de acuerdo a (3-27), obte-
THINAOS;

p= d=1 1 (3-29)
o [ A
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De modo gue, conociendo las constantes det cuadripelo, os Facil 101
encontrar los elementos de los esquemas en IT y en T. Senalemos que
en los esquemas equivalentes de mbas formas, los Dhornes 17y 27 han
quedado unidos entre si cléctricamente por un solo hilo v en conse-
cuencia la tension Up. entre los puntos 1y 2 es igual cn los esquensis
a la diferencia U, —- U.. lo cual, por cierto, ue cambia Yos valoves do
las intensidades I,-¢ I, ni delas tensiones Uy y Us reales.

Tendremos como resultado:
I = i ( L S
1 & Syp— i — & 4
- 3 100813 12T g — lyg) F Uy + Uy, 4 Uy i814(3-31)
nialogamente,*para Ias intensidadey I, I, ¢ I, teadremos:
L. =U, S r
s = Up(fag 8y — oy — Ro ) + Ustar + Voytyy + U,y
L= Uy (8yy — gy — U
4 so{ & — &y fop—Hyy) +Ugatyy + Uyotyy -+ Ugsay p (3-32)
oo B , 3 18y 2
n oty —ay — Byp—Hyz) + Uy + Ujugs + Uyt gy

En estas ccuaciones, las tensiones entre las
197Uy 5 Upg=—Uy,, ete.

3

Tados los cuadripoles on los cuales no-estin dados fos pares de boroes
para Lt conesion de b fueste de energin v del receptor, se caracterizan ¢u gencral
por siéis constantes, De alli que los esguemas equivalentes e los cuadripolos
este tipo conliencn seis clementos. ' ] o

Destagnemos de un esguema cldetrico cualguiera, vpa cierta parte que oo
contenga fuentes de Eean. y que temga cualro polos. Atrilmyamos a cada polo
n iutensidad y un potencial respeeto a un puato O arbitrario pere comiln a todos
los polos. .

Sin modificar ¢l régimen en ol interior del ewadripelo pasive ni en sus bornes,
completemes ol sistema cxaminado  hasta cerrarln, conectando  entre ¢ punio
comin 'y cada pole una foente con una fean. igual al potencial del pole corres-
pondiente {fig. 3-24).

Bastindonos en ¢l principio de superposicién {148} cseribumos lus cxproe-
siones (1-48) para dar Ias intersidades del cuadripoln: :

polos estin ligadas por las igualdades:

L= By —Egg — Eging - Bty

Fre. 3-25

I,= -Lyg + E2,— By —Egp
L= : . . (3-30) '
a2 - Bty — Eotlge + Bytlun — Byl . Como Ia suma de las intensidades ] + L+, 417 0 )
I=—Egy —Eutyn— Eoon + Ejgy ) Ey, Eg y E,, tendremos las ccuaciones (-3‘]-30}:-' PR E D pom coslauier By
- & F -—F
P ., By = HEp—Hyg— g, =0

Fug = 8oy = Lay — oy = O;
a1~ Hyy — 3y =10

Ay — 8 — 8 — g3 =0
Por consiguicnte

i =Upsy + Uty + Uity s
L= Uit + Upgttan + U ygay:
by = Uty + Ugstin + Uy
L= Uyt + Uglyg + Ugagyy
Las ceuaciones  abtenidas sont satisfechas por el es

ticne la forma de wn cuadslite i i
datas o cuadrilitero comipleto (fig, 3-95),

FiG. 3-2%

quema equivalente que

Aplicanda 1a sepunda ley de Kirchhoff, reemplacemos, en cstas ccuaciones, cuyas resistencias estin

todas las f.ean. por las tensiobes existentes entre aguel polo para ¢l cual sc bhusea 1 1
la intensidad, y los polos restantes. Por cjemplo, en la expresion dada para ;- Mg =—— gy = . ___1_ ] .
reemplacemos las foan. E|, E, Ey v E; por sus iguales: £z T Hay HT cte. {3-33)

A]]d] gimente se D ’d(!ll ete mnar los ATAMelros b €A Cquivag-
Ofitme 5 ne d eV 1 B u s Vi
e par: . : ; tr dt‘. un csg; £ nq
i ar un mll]tlf].lﬂ asivo on YO numera d(? pOIOS Sed mayo: (] 1at ( B - ] .
l I 1 1 T ¢ cuatro 7
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3.8. Ecuaciones fundamentales y esquemas equivalentes de un cuadri-
polo activo. :
En la figura 3-26 se mmestra convencionalmente un cuadripolo activo a cuyos

bornes primarios de entrada esta conectada una fuente de f.em. E,, ¥ a los secun-
darios de salida, }la resistencia r. En virtud ' del teorema de compensacion, susti-

[}
—

14, L]

& l‘{ A ‘91 r
/ >
Fi;, 3-26

tuyamos la resistencia r por la fuente de f.em. E, =rl, y por ¢ principio .de
superposicién escribamos las formulas que nos dan [, e I:

I=Eg,;— Eagis + Eygys + Eugrs + - A
L.. sl Elgm — E2g22 + Eagﬂ?, + E‘ig?l I ‘

Reemplacemos en estas ecuaciones, las fem. E; y E, por las tensiones correspon-
dientes, v designemos las componentes de las intensidades, producidas por las
f.ean. restantes (E;, E,, etc.) que se encuentra dentro del cuadripolo por las

(3-34)

expresiones
: I, =Egtys+ Egfry + -
e
. I:ﬂ = E;;J—:23 + E.;gg{. + e
Entonces:

I =gl — 81Ut Ulﬂ;} (3-35)
-35

1, =8y U; — 82Uz + Usa

o ﬂ%las ccuaviones obtenidas (3-35} se desprende que para las tensiones U, =0
L. - - . A . - .

¥ oy Ugass0, las intensidades de cortocircuito Le=1p ¥y e =15 A diferencia del

cuaddgolo pasivo, las intensidades I, e I,, se determinan ponicndo simultinea-

. *menté%en cortocircuito los bornes primarios y secundarios del cuadripolo activo.

S Fesolvamos las ecuaciones (3-35) respecte a la tension v a la iotensidad

primarias: _

) Yoy .. 1

U= 22U+ — (T —1y);

En €21 :

Hy38on — 81 fes

1 =T 0 g B (L — L)
oy - £

o fambién

Uy =al, + b, —1,); |

o (3-36)
L1, =cUy + L — 1),

donde las magnitudes a; b, ¢ y d son las constantes del enadripole, que satisfacen,

jpual que en el cuadripblo pasive, a la condicién ad —be =1 :
De las esuaciones fimdamentales se deduce (3-36) que cualquier cuadripole

activo con bornes primarios y secundarios dados, se caracteriza por cinco magni-
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tudes independientes (tr
es constantes y las intensidades [
e I, );
pueda representarse por un esquema equivalente de cinc;celemge‘n)t:)sfle lli que

P ] * a .
.. ai?i]jS;fmTar los barametros, por ejemplo, de un esquema equivalente
e I wtilie os las ecuaciones (3-35} y (del mismo- modo que en el caso de

polo pasivo) sumemos y restemos g,,U7, en la expresion que da la inten

sidad I; ag{ tambié ;
 si 1 mbién en la férmula I, su ermi
oy 2ol también et 2 Sumemos y restemos el término g,,U,, obte-

L=1gu—g U+ 2(U —U,) + 1,5 )

I

2= EnlUy—Uy) - {8y — 821Uy + I, § (3-37)

E + " . '
E::;,jﬁzi?j(:l?)m:e:;l satlsfrlecha}s por el esquema equivalentc de la figura 3-27, 4
X s que las fuentes de energia que se en tertor

; cuent i i
fiel cl.ladnp’olo, estdn representadas en el esquema equiv an T oo o
intenidnd 10 T quivalente por fuentes de

Las fuentes de energi i !
gia del cuadripolo pueden tambi
5 r ) mbién representa

ﬁ anmaoec‘;un:lalen‘te { ffg. 3-27, b} por fuentes de f.em, E.,v Ei: que r:: :Imt :
poina poniendo simultineamente en cirenito abicrto las r;mas ;:tgnect d L
eg} tli)]::unagos ¥ secundarios del cuadripole activo, s 2
£ yE Zan: l;s llas ecu;cmnes (3-38) establezcamos el vinculo entre lasdl
v 2y ¥ 1as intencidades I, & I, partiendo de la condicién de que o

simult4neamente en circui i
circuite abierto los imari ioad
e 12 0, es decir: bnmes primarios y secundanog

Uyp = aly, — bl ;
-, =el,, —dlL,.

De estas ecuaciones deducimos:

E, = U= "%._ L, — ¢ Ilc5
- (M
_ d 1
Bay=Upo =~ hye - he

La part i
parte pasiva del esquema en IT puede transformarse dindosele [a forma T

Debemos sefialar gue Ias f:onstantes del cuadripolo active {a, b, ¢ y d} v los




o

'
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parimetros de las partes pasivas de sus esquemas cquivalentes no dependen de
las f.eam. de las fuentes y son iguales a las constantes y a los parimetros corres-
pondientes del cuadripolo pasivo, debiendo tomarse en cuenta la resistencia interna
de las fuentes de energia. Al mismo tiempo los pardmetros activos de lgs esquemas
equivalentes I, I, Ein Esy dependen de los clementos, tante activos come
pasivos del cuadripalo dade.

3-9. Distribucién de la tensién y de la intensidad en una linea cen
pérdidas.

Al analizar los regimenes de una linea de transmision de longitud
reducida, se pueden despreciar las pérdidas de corriente entre los con-
ductores y considerar la resistencia de éstos, concentrada. En esas
condiciones, la caida de tensién por unidad de longitud de una linea
constituida por conductores de seccién uniforme y de igual material,
tiene en toda su longitud el mismo valor.

Anteriormente (Cap. 1-2} se demostrd que, para tomar en consi-
deracién la influencia de los hilos de la linea en su recorrido-de ida
y vuelta y de la imperfeccidn de la aislacién entre ellos sobre la dis-
tribucién de la tension y de la intensidad a lo largo de la linea, se
utilizaban las magnitudes, r,, resistencia de los conductores y g, con-
ductancia entre los conductores, por unidad de longitud. Recordemos
que la resistencia ry se determina por la férmula conocida:

1
= 0—7

S ]

- f.‘,, Y conductancia g, se halla en Ia mayoria de los casos por medio
* . de g&mulas deducidas de las experiencias. '

. Wusquemos la ley de variacion de la tension y de la ‘intensidad
-eq*;gng;‘-.linea homogénea, - caracterizada por una distribucién uniforme
de'l Tesistencia y de la conductancia en toda su longitud. Una linea
de *é‘gr‘tipo se puede representar, como ya se dijo con anterioridad,
.por un esquema equivalente (fig. 1-9). Destaquemos del esquema de
la figura 1-9 un clemento situado a una distancia x del extremo de la

Tlinéa (fig. 3-28), equivalente a un elemento de longitud dx de la linea.
.. 'Las"variaciones de tension dU, y de intensidad dl. en el elemento dx,

seran:

dU, = rodxl,;
dl. = godxU,.
o también _
- du,
—dx = ol
'dI (3-39)

& = 8Us
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Estas ecuaciones diferenciales permiten hallar, dadas las condicio-
nes deT los limites, la tensién y la intensidad como funciones de .
Diferenciando respecto a x las ecuaciones (3-39) obteremos:

d*U, 3
=" = rog@ol;

d:I, ( 3-40 )
aE = roZul:.

La estructura de ambas ecuaciones muestra que las variaciones
de la tension y de la intensidad a lo largo de la linea se producen
segun una misma ley. En efecto, si la solucién de la primera de las
ecuaciones {3-40) nos da una suma de dos funciones exponenciales

Up= Aieb™ 4 Ase—t= (3-41)

. s . [N -
Ia 50_luc10n de la scgunda serd la diferencia de esas mismas funciones,
multiplicada por cierta magnitud constante, es decir ' '

1 dU i]
1:—_-_ 2 fix A, BTy
o (fx o (A]_e A‘ge f )._.
= —l/é'l. (AePT — Age—t7) =
Ty
_ 1 (A it A,p—ry.
= 165" — Age! |5 (3-42)
%;; - ﬂz+
J_l_ﬂf__ 12
atly
tfr'ﬂ{ 4 g‘g,dx
Fic. 3-28
donde = 4fr,z, es el coeficiente de atenuacion,
e
o — V g" es la resistencia caracteristica;
]

Ay A son- las constantes de integracidn de las ecuaciones
diferenciales, que se determinan de las condiciones
de los limites.

Sean dadas la tension U, y la intensidad I, en el extremo de la

linea (x =0). Sustituyendo Uy, I y x = 0 en las ecuaci 5
{3-42), obtendremos: : uaciones (3-41) y

A+ A =Uy;
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La solucién simultdnea de esas ecuaciones nos da:

AIZ;ZL(Ug-;-rJg);

Agz_%_(uz—rcfz).

Después de sustituir las constantes de integracion de las (3-41) y
(3-42) tendremos: :
Ue == o (Us + reda)eb® | —3— (Us—rds) e85,
1 | 1 (343)
P : 'EE' (U2 —|— fclg)eﬂx—ch-' (Ug"—-fgrz)e_ﬁ't.
Agrupando los términos en U, y en I, obténemos las ecuaciones

que determinan la tensién y la intensidad en cualquier punto de la
linea.

U,= ‘;_“ U (e - e—8=)+ mgl— rdz{ef*— e=B=} — Uy ch fx + r.lz sh fx;

U,
e

)—l

I,= sh fx.

I U

Ig(eﬂx+6_ﬂx)+'—2'— p (e?"'—e*ﬁ"') :Ig ch 6x+

2

De las ecuaciones (3-41) y (3-42) se ve que la tensién y que la
intensidad en cualquier punto de la linea se determinan por las sumas
algebraicas de las ordenadas de las curvas exponenciales. Las ordena-

das de la curva €% disminuyen en el mismo sentide de ki coordenads

‘E _
I

£

i

x, es decir desde la fuente al consumidor, y las ordenadas de la cur-
va ¢-f= disminuyen en el sentido en el que aumentan las coordenadas «,
es decir desde ¢l consumidor hacia la fuente. De las mismas ecuaciones
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se ve que la relacion entre las componentes de la tensién y la inten-
sidad correspondientes, en cualquier punto de la linea, es igual a la
resistencia caracteristica r,. )

El régimen de transmisién de energia por una linea depende de la
relacion entre la resistencia del receptor r, y la resistencia caracte-
ristica de la linea r,. . '

Tiene un particular sigaificado el caso en que Ja resistencia del

recepter ra = —— y la resistencia caracteristica r, de la linea son igua-

L
les entre si. Entonces, lu tensién y la intensidad en cualguier punto
de la linea se determinan de acuerdo.a las (3-43) seglin las ecuaciones
simples siguientes: ‘

U = U;gﬂll'x;
I.= U efr — U. ehz,
Fa r(.'

De esas expresiones se ve que la tensién v la intensidad en cual-
quier punto de l& linea se determinan por las ordenadas de las curvas
exponenciales que decrecen desde la fuente hacia el receptor. La inten-
sidad en cualquier punto de la linea se obtiene dividiendo simplemente
las ordenadas que dan la tensién en ¢l punto elegido, por la resis-
tencia rs —=1r. - :

Cuando r; >, la tensién U, en cualquier punto de la linea se
determina sumando las ordenadas de las dos curvas exponenciales, de
la tensidn, y la intencidad I,, restando los valores absolutos de las
ordenadas de las curvas exponenciales de la intensidad., Para el caso
en que r: <\t la relacién entre las componentes de la tensién y entre
Ias de la infensidad sera inversa.

En la figura 3-29 se han construido los grificos de variacidn de
la teusién y de la intensidad a lo largo de la linea para ra==r, y ra>re.

La linea de transmisién puede considerarse como un cuadripolo
simétrico y ser sustituida por un esquema en II o en T (Cap.1-15,
tome IT). '



CarituLo IV

CIRCUITOS ELECTRICOS CON CONDENSADORES

4-1. Caracteristicas generales de los circuitos eléctricos con conden-
sadores. : '

Ademds de las resistencias, suele haber capacidades en los esquemas
de caleilo de los circuitos eléctricos.
_La capacidad C, como elemento de un circuito (fig. 4-1) caracte-
riza la propiédad de un condensador de retener una carga en sus. elec-
_trodos. El condensador que en la prictica mas se acerca al ideal es el
que tiene un dieléetrico gaseoso no habiendo una ionizacién apreciable
del medio. La capacidad C deun condensador puede darse como una
relacién entre la carga ¢ .y la diferencia de potenciales en sus elec-
~ trodos, U o '

9 . q
= - . 4'1
CTT T ei—es (41)

La capacidad de cualquier condensador real esti definida por la forma
y las dimensiones geométricas de los conductores y por las propiedades
dieléctricas del ‘medio que llena el espacio existente entre aquellos.

i
Fig. 4-1

-

Examinemos los métodos de cilculo de los circuitos eléctricos con
condensadores; estos constituyen un agrupamiento de fuentes de f.e.m.
y de condensadores ideales de cierta capacidad unidos con conductores

y habiendo equilibrio estitico de cargas en los electrodos de los con-

densadores. o .
En los casos més diversos se présenta Ja necesidad de calcular
esquemas de este tipo. '
Por ejemplo, cuando en los circuitos formados por condensadores
_reales se conectan fuentes de f.e.m. continua, la distribucién de las

tensiones y de las cargas en los condensadores, se determina al prin-

e o
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cipio por las f.e.m. y las capacidades y, practicamente, no depende de
las resistencias ni de los dieléctricos. '
Para ilustrar lo dicho examinemos dos condensadores acoplados
en serie de capacidad C, y C,, y cuyos dieléctricos tiene resistencias r,
y.r. {fig. 4-2,a). Al conectar cstos condensadores con la fuente de
¢m. E, en el momento inicial se produciran en los electrodos, tensio-
nes Uy y U, cuya suma sert ipual a la tensién de ta fuente de f.e.m.
Las cargas en los electrodos de ambos condensadores, en el momento
inietal serdn iguales entre si: - e R

g = Uy = q. = C,U. (42a)

De aqui vemos que las tensiones U, y Us, en ese momento, seran
inversamente proporcionales a las capacidades de los condensadores, lo
ccual equivale a una resistencia nula de los dicléctricos. Posteriormente
los condensadores se volveran a cargar debido a las corrientes de con-

ductanc¢ia producidas cn 6l aislante, Al o~ dé un cierte_tiempo. se

ostablecerd Und Eoricite ‘deconductancia, de intensidad:
\ Tt
las tensignes en los condensadores serdn;
Ui=nl y  Us=nrl {4-2D)

(fig. 4-2,b) y las cargas ¢,y ¢. ya_no serdn iguales entre si.
Por ejemplo, en los condensadores 'dé papel, para capacida-
des €y =1pF, C.=2uF, y resistencias del aislante r, = 500 MQ,

2~ S0 MCQ y con una resistencia interna de la fueate de 3 €, la ten-

sidn en las capacidades sera ignal, al cabo de B107seg., al 95 % de
los valores que sc obtienen por la férmuala (4-2,4), v solo al cabo de

4 min., tendra el 95 % de los dados por las (4-2, b).

4-2. Leyes fundamentales de los circuitos cléehicos con condensa-
dores.

" Entre lus magnitudes que caracterizan a los circuitos eléetricos

de corriente continia y los cirenites con condensadores, existe una ana-
logia formal.
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Si en un tramo de un circuito conductor, la intensidad es:

-V _,
I_—Fw_gU,

——,

‘en un tramo de un circuito eléctrico con condemadores (fig. 4 1) seri:
q = CU

; B

Comparando estas dos formulas, se puede establecer una analogia
entre la carga g existente en los clectrodos de un condensador y la
mtensu]ad I en la resistencia; entre la capacidad C y la conductancia
a—= L

Aprovechando esta analogia se pueden extender los métodos de
célculo de los circuitos eléctricos de corriente continua o los circuitos
eléctricos que contienen condensadores.

En la figura 4-3 se muestra un esquema gue contiene fuentes de
f.e.m. y capacidades (condensadores de aislacién ideal).

Para determinar las cargas y las tensiones en los condensadores se
puede aplicar la Jey de conservacién de cantidad de electricidad y Ia
segunda ley de Kirchhoff. La ley de consernacidn de la cantidad de.

“eléctiicos de corriente continna y se formula de la siguiente manera:
La suma algebraica de las cargas existentes en los electrodos de los
condensadores conec?adbi‘ g it vwgdo, e5 igual o la suma a agebmzm de

2

£
|
1
—_—
=
&
&
+11:

. ﬁ'

Ly &

- , fl_ s
"d """.-f,. O——ih
.l . & i

Fic. 4-3

Para ilustrar esta ecuacion, destaquemos del esquema de la figura
4-3, el nudo 4 al cual estdn conectados tres condensadores de capacidad
Cy, C3 ¥y C;. Si antes de ser conectados en el circuito, existian en sus
electrodos, las cargas — g7, + g, y + ¢ (fig. 4-4), después de su co-
nexién habrd en los mismos electrodos, en general, cargas diferentes
tanto en valor como en signo, por ejemplo - g5, — g5 ¥ + gq. Sin
embargo la suma algebraica de esas cargas debe ser necesariamente
igual a la suma de las cargas anteriores:

o=+ qGs—qs+ G =—q5+ ¢+ q5.

electricidad es andloga a la primera ley de Kirchhoff para los circuitos

ﬁs carr'as qué em'?ﬂf‘ n en d':cro el ”‘?02??}3* an‘tes de su conean Y
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Esto se explica por ¢l hecho de que en el proceso de descarga de
los condensadores, las cargas iniciales de los electrodes, separddos por
un dielctrico 1deal no pueden pasar del nudo considerado a otras
partes del circuito; por la misma razén no habra afluencia de cargas
hacia el nudo dado desde el resto del circuito.

Si los condensadores no estuvieran cargados previamente, enton-
ces, después de su conexidn aparecerian cargas cuya suma algebraica
en los electrodos considerados, contiguos al nudo 4, deberia ser evi-
dentemente igual a cero, es decir: '

g =0.
La segunda ley de Kirchhoff, en su aplicacién a un circuito elée-

trico con condensadores; 5€ Tormula de la siguiente manera: La suma _
algebraica de las f.e.m. existentes en la malla es s igual al la_sunia_glge~.

‘braica_de las tenswnes de los cond ‘adbres pertenementcs a dicha

mai’la es decirs -

-

SE— Eq ) (4-4)

i

Del mismo modo que en el calculo de los circuitos eléctricos de
corriente continua, es necesario convenir, al establecer las ecnaciones,
el sentido positivo de las tensiones en los condensadores.

£
E et for
. g—{r__{!-—_,ﬂ

A a8
L &, v G o
—H—¢——
ﬁ & P
Fi6. 4-4 " Fic. 4-5

En lo sucesivo, tomaremos el sentido positivo de Ias tensiones,
desde el electrodo (:argh 0 posmvamente hacia el negativo, y. 1o dewr- ;
naremos con una flecha (fig. 4-1)7"Es evidente que, tomando-eite __*
sentido como positive, la carga y la tensién .estaran ligadag hpt]
por la relacion (4-1}, ';%t -

g "X

Problema 4-1. En la fignra 4-5 se muestra el esquema de dos contens
dores conectados en serie, de capacidad Cy,=20uF y C,=40p¥F. La tension
U=110V.

.El condensador de capacidad C, tenia una carga icial ¢, = 800 uC los sig-
nos de esa carga figuran en el lntt’rmr de unos circulos en la figura 4-5. Deter-
minar las cargas y las tensiones U, y U, en los electrodns de los condensadoses.

Selucién. Demos a lag tensiones U y U, el sentido pusitivo indicado con
flechas en el esquema.

De acuerdo 2 la segunda ley de Kivchhoff, tenemos para el esquema de i,
figura 4-5:

(;‘
U:Ul+(_l'2_- __.+_ .
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La carga inictal o,y no puede pasar de los “clectrodos, concetados eon ¢l ponto «,
it otra parle del civenite, alslada de clios: por Io tanto para este punto serd valida
Ji ecuacion audloga o by primera ley de KirchhofF; '
— 4y o = oy
Sustituyende en by condciones oltenidas Jos valores numdcricos, tendremos:
003, + 00234, = 111,
- tfy + e, = B0,

La solucidn simulidinea de esis ecuaciones nos da s citrmus he dos condensadores
gy == L2 y g, = 2000 w, i

14JI.S tensiones en It!:& L‘Di}f{{‘l't.\'.l(IIH’L‘S son (‘\’.i(l('Ilt‘('lllf.‘l'lll_’:

f, 1200
U, = ‘r;!___ = — =60V,
) C, 20
¥ .
R 2000
| - ! = s = 50V

1<
.
i

4-3. Cilculo de circuitos eléctricos ramificados que contienen con-
densadores. '

Formemos las ecuaciones necesarias para determinar las cargus
v las tensiones en todos los condensadores conectados en el esguema
(fig. 4-3). Supongamos gue se conozean las fe.m. E, E. - E, las
capacidades Cy, Cy v Cy, ete., de todos los condensadores Cs, O, v Cy,
antes de su conexion en el circuito (fig, 4-4), no siendo cargados los
condensadores restantes. Se pide determinar las cargas y las tensiones
de los condensadores.

Para formar las ecuaciones, CoNvengamos previumente en dar el
sentido positivo a las tensiones en todos los vondensadores (fig. 4-3),
dade que la distribucién de kas cargas uun no se conoce, e indiquemos
los signos de las ecargas segin Tn figura 4-1. Basindonos en la ley de
conservacion de la cantidad de clectricidad tendremos en los nudos
1,4v % :

- .f',fl—'rr;a—q.-;:—q’,;l
Go i o= 4 s | (45)
Ge— s+ (g — — q:;_J

Las ecuaciones restantes las obtendremos de la segunda ey de

Kirchhoff: )

E1 :LII‘——L?,‘.—“"U;'_

Ee=Us—Us 4 Us= g . ——q:.—~1f+q.;—(-%-l--: # {167
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De la soluciéri simultidnea de estas ecuaciones pueden resultar car-
gas con signo negativo, lo cual significard que los signos de las cargas
de los condensadores correspondientes son contrarios a los indicados
en el esquema, '

Conociendo las cargas es facil determinar, por la férmula (4-1)
las tensiones en los condensadores.

Pura calcular circuitos eléctricos que con-
tienca condensadorves, se pucden aplicar los
mismos métados que para los circuitos elée-
tricos de corriente continua, basados en las
leyes de Kirchhoft,

~=""En Ia figura 4-6 se muestra un esquema
ramificado con seis cargas desconocidas en
los clectrodos de los condensadores.

Supongames que los condensadores no
hayan tenido cargas antes de su conexién en
el circuito. Para un sentido positivo de ten-
siones convenido y de acuerdo a la ley de
conservacion de carga y a la segunda ley de
Kirchhoff, obtenemos las siguientes ecuaciones:

— 4t g+ gi=0
g et ge =0 (4-7)
— g — G+ g, =0

1 1 1
0:q1_(:';‘+q1}?ﬁ'_'q4‘a;

. 1 1 1 §
Ea~q;;a—qea+qac—c, (4-8}

1 1 1
Eﬂ'ﬁ"E:‘-Iqs*’Cf‘j%—%aﬁ‘%a-

Utilizando Jas ecuaciones (4-7), eliminemos las cargas qs, g, y gs
de las ecuaciones (4-8); como resultado tendremos: :

{1 1 1 1 1.
”-q*(t*;"*c—ﬁ'c:)—qﬁm”qs o
Y 0 SIS SRNTRE S PN SN U '
~ J"_q”(fﬁ ¢, t C) heg BT (49)
1 1

WY Sy U SIS SNNUNE J WP SR
b.‘:—l‘Lu"—q»(cn + 04 + C::) 1 C4 o C"'

En estas ecuaciones las cargas qy, g, y g5 son algo asi como cargas
de mallas, andlogas a las intensidades de malla de un circuito eléctrico
de corriente continua de igual configuracién. :

Sefialemos que si los condensadores estuvieran cargados antes de
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ser incluidos en el circuito, la estructura general de las ecuaciones
{4-9) permaneceria siendo la misma, pero en sus primeros miembros
se agregarfan sumandos en forma de productos de las cargas iniciales
por magnitudes inversas a las capacidades de los condensadores.

’ L

Oy L .
PNy
Y

o/
Fic. 4-T

De las ecuaciones (4-7) es fécil obtener las expresiones que esta-
blecen una relacién entre los potenciales de los nudos, las f.em. y las
capacidades. A tal efecto, admitamos que ¢, = 0 y reemplacemos, en
las ecuaciones {4-7), las cargas de los condensadores por las expresio-
nes equivalentes dadas por las férmulas (4-1): '

g1 = (91— g2)Cx;
ga = (@2 — 3 )Ca;
ga— (—€P3+Es)cﬂ;

g = (P1C4;
g5 = (@a-—q1 + E5)Cs;
g = (ngg.

Tendremos finalmente: _
@1(C1 + Cs + C5) — @201 — @3Ci = EsCy;
" a(Ca 4 Cp 4 C1) — @€y —apsCo = 0; ’ {(4-10)
©3(Cy + Cy + Cs) — 9:C: — 1C5 = E5C3 — E;C.

Estas ecuaciones son andlogas a las que se obtienen para un cir-
cuito eléctrico de corriente continua, de igual configuracién, por el
método de los nudos. En caso de existir cargas en los condensadores
antes de su conexién, la estructura de las ecuaciones (4-10) seguird
siendo la misma pero se agregardn dichas cargas en' los segundos miem-
bros, del. mismo mode que las intensidades de las fuentes de inten-
sidad en un circuito eléctrico de igual configuracién.

Si los condensadores conectados en tridngulo (fig.4-7,4) estan
descargados antes de su conexién en el circuito, pueden obtenerse, en
virtud de las leyes de Kirchhoff, las formulas de transformacién de un
trigngulo de capacidades en una estrella equivalente (fig. 47, b).

Se pueden obtener las mismas férmulas sustituyendo en las expre-
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siones (2-7) las resistencias del tridngulo por magnitudes inversas de
las capacidades, es decir: .

LS o
A Cp Cn o : Cas
G711 1 7 Cila+ CoCar + CuuCos
C T Ca + Cur .
de donde .
. , Cy.Cyy
Cy=0C.-+0C. o .
] 344 +_ 11 + C:;;

Para las otras dos capacidades de la cstrella equivalente, ten-
dremos:

Co=Cun+C+ E—E::-?l.f,i,
CyCa
Ci=Cu+Ca+t —E— =
12

. Anilogamente podemos llegar a las-férmulas de transformacid
de uma estrella de capacidades en un tridngulo: :

c___ GGy
FTCH G+
T Czcﬁ .
B
Co GG
NECT T G

Si_el. esquema eléctrico, ademés de capacidades, contiene resisten-
cias por las que se cierran las corric:.ies, entonces, antes de’ determinar
las cargas ‘en las capacidades, habrd que hallar las tensiones &m-tas

Fic. 4-3

... resistencias por los métedos conocidos de cdleulo de lgs circuitos de

corriente continua. Luego, segin el teorema de compensacién deberan
sustituirse todas las resistencias por fuentes de f.em. Se obtendri
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finalmente el esquema de un circuito eléctrico con condensadores,
cuyo cilculo puede efectuarse por uno de los métodos conocidos.

A titulo de ejemple examinemos el esquema de la figura 4-8, g,

En dicho esquemu Ju intensidad I en la fuente de fem, y las intensidades
I, e I, en las resistencias r; y #, son iguales entre si ¥ se determinan por la ley
de Ohm. :

Las tensiones en las resistencias r, y r, serin

Uy =n1, y Uge = 1l

De acuerde al teorema dec compensacion, sustituyamos las resistencias Ty ¥ fy por
las fom. E, =U,; y Eyy = U, (fig. 4-8,b) y escribamos las ecuaciones para
este esguema:

qy I3
By=——
& <, C, ’
E!

‘La resolucién de estas ecuaciones nos permite determinar Ins cargas buseadas
G @2 ¥ Oy

4-4.. Capacidades parciale:

En el estudio de los sistemas que contienen un gran niimero de
conductores, por ejemplo, las lineas de transmisién, se suele recurrir al
concepto de capacidades parciales. Las capacidades parciales permiten
establecer las relaciones entre cargas y potenciales en el sisterna de
los conductores. Para aclarar este concepto examinemos un sistema

formado por dos conductores aislados, cargados, 1 y 2 (fig.4-9) de

forma cualquiera, colocados en un medio homogéneo, proximos a un

plano conductor, por cjemplo la tierra. Sean las cargas q, v g. de estos

conductores, iguales en valor absoluto v de signo contrario, y sean ¢
"y g2 sus potenciales.

" Una cierta parte g5, de la carga positiva del primer conductor,
esti como ligada directamente con la carga negativa q,, del segundo
conductor, igual a la del primero; la carga restante del primero, ¢,
estd ligada con la carga negativa del plano conductor. Por consiguiente
Ja curga g, del primer conductor se puede representar como una suma
de cargas gz ¥ o es decirs ¢ = ¢z + . Andlogamente se puede
representar la carga ¢ como tna suma de cargas ¢a; y gia, es decir:

2 = g+ . '
Dividiendo asi las cargas se puede introducir €l concepto de capa-
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:;:)]:;]S(:s parciales {fig. 4-10) Ciz, €1 y Cus, determinadas por las expre-
Q2 = Cw{(ﬁ — CF:);
¢:1 = Cyy (q-]]_ —-— f{":l);
q':: = Coa(p: — Fo };
g = Co (g2 — F1 )s
donde qy es el potencial del plano conductor.

s
/f"" . ﬁ_\‘\\%
o, R
/ f; £y TR '\\
[ B | N
LI S ™ 1' fot Iﬁ\fz:
R B LI AR
[ ! [ i
[ T I T iy
N N T T N
-]y e e a LN )
LRV Ny /,.._',;?,, #
Fic. 4-9

C(_)mo la carga gy es igual en valor absoluto a Ia gn, ¥y la caroa
¢ es jgual a la carga go, las cargas Gu Y G2 también serdn igu:ﬂ:s
entre si. Por consiguiente, la relacién entre las cargas y los potenciales
de los conductores puede representarse de la siguiente manera:

4 = 2 - Qn —_ C::((I‘i — ('P:) -+ Cli(fpl - t]‘-u);
G2 =g+ g = Co{ g2 = ) + Con{p2 — o). } (HD)
En el caso de que gy =—gq., se pucde hablar de capacidad de los

(.ir)p](]uct01'es 1y 2 en presencia de wn tercer electrodo y determinarla
de las (4-11) por medio de Ias capacidades parciales:

C—_—'-—El———: aqn __glc:", h
P1— P Cia A Ci + C:_.._T' (4-12)

- Asi, por ejemplo, si los conductores 1 y 2 son los hilos de 1ma linea
hifilar, la capacidad C se llama capacidad de servicio de la linea.
Un sistema de cuatro conductores aislados, de forma arbitraria

colocados en un ‘medio homogéneo, se caracteriza por seis capacidade.‘;

parciales: C,,, Cay, C11,C 11, Cony Cys(fig. 4-11 ).
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Las cargas y los potenciales de estos conductores estin .vinculados

entre si por ecuaciones similares a las (4-11). o
g1 = Cu{pr— o) + Cra{pr —@2) +Cialgr — @ );
g2 = Coa{pa— @o) + Car(@2— 1) + Cas{ @2 —qu); | (4-13)
Gz == Cag( 93 — @o} + Car(ps — @1} + Coa(pz — ¢2). )

Si se toma igual a cero el potencial g, del cuart(). conductor,
se deducird de las ecuaciones (4-13) que la capacidad parcial afectqc{la
de dos subindices iguales, por ejemplo la Cy, representa'la relacién
entre la carga del conductor correspondiente y su pot?ncml: estando
todos los conductores unidos entre si y teniendo potenciales iguales al
de dicho .conductor, es decir para ¢ = ¢ = sl :

=T
C]]_— s .

La capacidad parcial afectada de dos subindices r;listintos, por
ejemplo la C,. representa la relacion entre ka carga del primer conduc-
tor y el potencial del segundo, estande todos los conductores, excepto
el segundo, unidos entre si y cada uno _de ellos con el cuarto conductor
cuyo potencial es igual a cero, es decir: :

Cin= ____QL .
Pz
Dado que para un potencial positivo gy, 1;} carga q tiene signo nega-
tivo, la capacidad parcial C;. siempre serd positiva. . :

Por lo tanto, en las ecuaciones {4-13) todas
kas capacidades parciales y, en particular (.:'1._2 =
=C., Cia==Cy y Cu3=0Cys, son positivas,
-ignal <que en las ecuaciones (4:1), y se deter-
miran por las dimensiones geométricas y la po-
sicion mutua de los conductores como también
por Ja constante dieléctri¢a ® del medio.

De las eécuaciones (4-13}, y suponiendo
gw = 0, obtenemos, mediante algunas transfor-

Fis. 4-11 maciones sencillas:
¢ =1 {Cny + Cia - Cia) — Craga — Cratps;
2 = CPQ(sz 4+ Cay + Czs) — C21'(P1 — 023(}33; (4'14)

gz = 'ZPa(Caa +Ca1 4 Cse) - C31CP_1 — Caape.

* En el originad ruso “permeahilidad” dicléetrica (N, T4

Carituro V

CIRCUITOS ELECTRICOS NO LINEALES

5-1. Elementos y esquemas equivalentes de los circuitos no lineales
més simples.

En los capitulos anteriores se han expuesto los métados funda-
inentales de céleulo y se han descripto las propiedades de los cirenitos
eléctricos lineales. Examinemos ahora los circuitos eléctricos que con-
tienen elementos cuyas caracteristicas de Volt-Ampere no son lineales.

Los elementos no lineales que se encuentran en los circuitos eléc-
tricos pueden clasificarse segiin sus curvas caracteristicas en dos grupos
fundamentales: simétricos y asimétricos. Se llaman simétricos aquellos
cuya caracteristicas” dé Volt:Ampere tio dependen de los sentidos de
lag corrientes’que-los-atraviesan ni de Ta tensidir Bxistente en sus bornes,
Tales son las ldmparas eléctricas, Tas VaIVulas reguladores de corriente
{“barreters”), las termorresistencias. (termistores), etc. Los asimétricos
son aquellos cuyas caracteristicas de Volt-Ampere son distintas para dis-
tintos sentidos de la corriente v de la tensién en sus borpes. Como ejem-
plo de elementos 1o lineales de este tipo podemos mencionar el arco
eléctrico de electrodos heterogéneos (cobre-carbén, hierro-mercurio ),
los tubos electrénicos de dos y de tres electrodos, las véalvulas, ete,  *

Examinemos algunas curvas caracteristicas de Volt-Ampere. La
curva de un “barreter” utilizado para estabilizar la corriente, muestra
que al variar entre ciertos limites la tensién en sus bornes, Ia inten-
sidad en el estabilizador permanece pricticamente invariable.

En la figura 5-1 se muestra la curva caracteristica tipica de un
“barreter”. La zona de intensidad constante esti comprendida entre
una cierta tensidon U, y una tensién U;. La resistencia crece con la
intensidad de la corriente. '

Para estabilizar la tensién en los circuitos eléctricos se suele conee-
tar en ellos los termistores cuya resistencia disminuye al aumentar la
temperatura. En la figura 5-2 se muestra una curva caracteristica
tipica de una termorresistencia de este tipo. Se¢ las usa en los distintos
circuitos para medir y regular las temperaturas, en calidad de relé ‘de
tiempo, con fines de compensacién termométrica, etc.
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Las lamparas de efluvios_son elementos no lineales que forman
parte de numerosos circuitos eléctricos. En la figura 5-3 se muestra
una curva caracteristica de Volt-Ampere de un espacio gaseoso, donde
estan marcadas las distintas zonas de trabajo. En un régimen de des-
carga normal, ese tipo de ldmpara puede utilizarse ventajosamente como
estabilizador de tensién, dado que para una variaciéti considerable de
la intensidad, la tensidn en los bornes de Ja lampara no se modifica préc-

H A
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Fue. 5.1

ticamente. El régimen de servicio de un espacio gaseoso caracterizado
por una déscarga de arco, también se presenta con bastante frecuencia
en la prictica. Al aumentar la intensidad, la tensién en el arco baja,
' 0 sea el arco tiene una caracteristica descendente °.

Fic. 5-2 . Fre 52

* Anteriormente hemos sefialado que el fendmeno del arco fué chCubett:I) por
primera vez por V. V. Petrov en 1802, quien sefialé la posibilidad de Hevar a Ja
prictica este descubrimiente para fundir ¥ soldar los metales.

Rusia fué también la cuna de la soldadura por arco de los metales. La solda-
dura eléctrica fué propuesta por N. N. Benardos en 1882. Benardos colocaba los
objetos metalicos en un “yunque” conectado con uno de los polos de la fuente de
energia eléctrica; el otro polo estaba conectado con un electrodo de carbédn, fijado
en un soporte aistade. Bajo la accidn del arco eléetrico el metal se fundia, soldan-
dose luego. N. G. Slavianov fué el primero en utilizar, en lugar del electrodo de
carbén, un electrodo del mismo metal que las piezas a soldarse (1888-1890}. Este
método se implantd no sdlo para reparar las distintas piezas de las miquinas y corre-
gir las piezas fundidas defectuosas, sino tambi¢n para ejecutar estructuras metalicas,
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Las Kimparas electrénicas, muy difundidas en la electrotecnia mo-
derna, tienen también curvas caracteristicas de Volt-Ampere no lineales.
En la figura 54 se da la intensidad de corriente en &l anodo de un
triedo, en funcién de la tensién en el 4nodo, para distintos valores de
la tensién de grilla.

i i
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Fic. 5-4

_El cdlculo y el estudio_de los. circuitos eléctricos de caracteris-
ticas no lineales, por regla general, se realizan por métodos grafo-
analiticos basados en las leyes de Kirchhoff, El cileulo puede efectiarse.
analiticamente cuando las curvas caracteristicas pueden ser.repféberic,
tadas con suficiente exactitud por funciones analiticas. s
. Para el cdlenlo de los cireuitos no lineales se introduce eFconcepto - -

csistencias estaticas y dindmicas. de.elemento no lineal, ™" = “

s .

Pl e e o =

© . -5

Supongamos que la curva caracteristica de Volt-Ampere, del cle-
mento no lineal tenga la forma oab de la figura 5-5, en escala m; para la
intensidad y m, para la tension, y gue el punto a, caracterice el régimen

-de trabajo del elemento. La relacidn entre la tensién, dada por el seg-

mento oc y la intensidad, represcntada por ca, determina, en cierta escala
. my . . ; e '
m, — ——; una magnitud Hamada resistencia_estdtica r. en e punta
m, < REoiane LAttt fa .

dado. En la figura 5-5 se ve que la magnitud de esa resistencia es pro-
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porcional a la tangente del -4ngulo 8 coinprendido enfre la recta que

une el punto ¢ con el origen de las coordenadas y el eje de las inten-
sidades, es decir: _

o v mt-ocf e

T T Tmen m tg 6'_

La relacién entre el incremento de la tension y el incremento de
la intensidad o, en €l limite, Ia derivada de la tension respecto a la
intensidad en la misma escala m,, nos da la resistencie dindmica ry;

esta resistencia es proporcmnal a la tangente del Angulo” a formado”

3 por la tangente geométrica de la curva en el punto a y el ¢je de las
: intensidades, o sea:
du
Py = ——em == M, b 01,
N | 8
Para un tramo recto de la curva caracteristica, la resistencia dind-

mica puede expresarse por la relacién entre ¢l incremento finito de la
tension y cl incremento finito de la intensidad:

. _ AU
¢ AT

Para los elementos no lincales con curva caracteristica descendente, la
resistericia dinamica es negativa, dado que el incremento positivo de

a
v 4
Fi [
&
&) /e
|
|
o |
.s’i 7
B £a
iz
Fri. 5-6

. la intensidad cs dmmpaﬁado por un incremento negativo de la tension.
Si la curva caracteristica sc aproxima en alguno de sus tramos a
. la linca recta, podemos servirnos para el citeulo de un esquema equi-
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valente en el cual ¢l clemento no lineal esté representado en forma
de una fuente de tensién y de una resistencia lineal rﬁ Asi por ejem-
plo, las curvas de dos elementos no lineales, representadas en la figura

. 5-8, pucden scr reemplazadas en los tramos ab y ¢d por lineas rectas,

cuyas ecuaciones serdn: .
i

Ul == Uﬁl + m‘-tgﬂl‘l; 1!
Ug o e Una + ﬂ?,-tgdg-}f

Uy=Uy + fd.lf; .= - U + T'r.-'ul_"-:lr: (5-1)

!
Utilizando estas ecuaciones serd ficil reemplazar los elementos no
lineales por sus esquemas equivalentes. Examinemos el esquema de
un circuito simple con un elemento no lineal conectado en serie r, (1),

o también

Fie. 5-7

- cuya curva caracteristica es del tipo 1 y una resistencia lineal r; (tig.

5-7,a). La curva caracteristica del elemento no lineal, se determina,
para I == I,, por la ecnacidon

U =Uun 4 rul.
Para el esquema de la figura 5-7, 0
i = U| —|— U3 = Uul + f,nI + U:;

y por. consiguiente. se. puede sustituir ¢l elemento no lineal.por una
ftl{‘l‘ltc de f.em. K = Un y por una resistencia ry; como lo muestra ka

" figura 57, b.

Si un sector de la curva estd definido por la ecuacion
N
U;g _—— Ung + r,;:f?./'

entonces, en el esquema equivalente de la figura 5-7, b, Ia fuente de
f.em. debe tener la polaridad contraria.

Todas las relaciones que se pucden establecer, aprovechando los
ciuemas eguivalentes, son ciertas solamente para aquellos regimenes
en que todos los clementos no lingales del circuito eléctrica trabajan
sobre tramos rectos de las curvas caracteristicas.
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5-2. Método grafico. de cileulo de los circuitos no ramificados, con
elementos no lineales, '

dos en serie r,{I;) y ro(L;)}, cuyas curvas caracteristicas Li{U) e L(U,y)
estin dadas (fig. 5-3). Sea U la tension en los bornes del circuito; se
pide determinar la intensidad I y las tensiones U, y Uz en los elementos.

Fi6. 5-8

Para calcular la intensidad 1 y'las tensiones U, y U. construyamos
la curva caracteristica auxiliar que represente Ia intensidad I en fun-
cién de U, y U,. Como en un circnito no ramificado, la intensidad en
ambos elementos no lineales tiene el mismo valor I 1 = I2 =1, para cons-
truir la curva caracteristica I(U, + U.), sumemos las tensiones Uy
U, para los mismos valores de la intensidad I (fig. 59). Si llevamos
ahiora sobre el eje de las abscisas el segmento oa igual, en la escala
My, a la tensién U, y si desde el punto @ trazamos la paralela eb al
eje de las ordenadas, hasta su interseccién con la curva I(U, + Us),

...~ obtendremos el segmento ab igual, en escala mi, a la intensidad 1.

~Luego, desde el punto b tracemos la be paralela al eje de ks abscisas.
- &tendremos los segmentos cd v ¢f iguales respectivamente a U, y U,
Y LN escala m,. _

' : La misma construccién debe hacerse para calcular la intensidad y
las tensiones si uno de los clementos tiene una curva caracteristica
lineal, _

©TTAnilogamente se resuelve el edleulo de un circuito que consta de
tres 0 mas elementos no lineales conectidos en serie.

El gréfico para el calculo de un circuito en serie puede construirse
de otro modo (fig. 5-8). Representemos el esquema de la figura 58
en forma de una conexién en seric de un dipolo activo con fuente de

“« 41

4(q)

"

En la figura 5-8, se muestran dos elementos no lineales conecta- .
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fem. E = U y resistencia no lineal t1(5) y de un dipolo pasivo ra(la).

La tension U en los bornes del clemento no lineal 19(Is) se de-
termina, por una parte, con la curva caracteristica. de dicho elemento
I(U.}, y por otra, con la diferencia entre la fean. E — U ¥ la tensidn
Uy en los bornes del clemento no lineal r(L). :

En la figura 5-10 se dan las curvas caracteristicas I,(U.) e (U —
—Ui}, cuyas abscisas se han obtenide restando las abscisas de Jlas
curvas dada I;(U;) de la tension U para los correspondientes valores
de la intensidad - 1;. De la figura 5-10 se desprende que en el punto b
de interseccién de las curvas L{U.) e L{U—U,) se satisfacen las
igualdades Us =U —U, e [, =1, =1 que determinan el régimen del
circuito estudiade.

3-3. -Caleule grifico de los circuitos que contienen elementos no linca-
les conectados en paralelo. : : :

En la figura 5-11 se muestran los elementos nio lineales r,(I,)
72{l:) conectados en paralelo, fnyas curvas caracteristicas I;{U,)
e I.(Uz) estin dadas (fig.5-12). Sea Ia tensidn en los bornes del
circuito igual a U; de lus corvas Ii{U,) e I,(U,) hallamos fécilmen‘m
las intensidades I, e I, en los elementos no lineales y, de la ecua_n\"s‘
I+ I, =1, la intensidad en [a parte no ramificada det circuito. 4

Si la intensidad 1 esti dada, para determinar la tension U/ §
intensidades I '¢ Iy eiv los clefentos no lineales r(l) y rofL) B8
truiremos una curva auxiliar (I; 4~ 1)U, que exprese la intensida _t I3
en funcién de la tension U. Dado que en una conexién en paggteld
Ui =U.:=U, para construir dicha curva os necesario de acnerdo g4
ecuacion I =1, + I, sumar las ordenadas de lus curvas I (U,
L,(U:) para los mismos valores de la tension U= U, (fig.5-12), LM
vando sobre el eje de las ordenadas el segmento gc que representa a
ln intensicdad I en escala m,, y trazando por el punto ¢ la ¢b paralela
al eje de las abscisas, hasta su interseccién con la curva caracteristica
{I + I,)U, obtendremos el segmento ¢b = oa, igual a la tensién U
en escala m. Luego por ¢! punto b tracemos una paralela al eje de

Lus ordenadas hasta su interseccion con el eje de las abscisas. Los seg-
mentos ad y af nos darin, en escala my, las intensidades I, e I..
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Del’ mismo se puede calcular un circuito eléetrico con un nimero
cualquiera de elementos no lineales conectados. en paralelo.

5-4. Método grifico de célculo para ‘los circuitos que contienen ele-
mentos pasivos lineales y no lineales, en conexién mixta.

. Examinemos un esquema con unha conexion mixta de elementos
lineales y no lineales (fig. 5-13). Sean dadas, la tension de la fuente U,
las curvas caracteristicas de los elementos no lneales I,{U;), L.(U]),
(fig. 5-14) y la_xesistencia ry del elemento lineal; se quieren conocer
las intensidades en todas las ramas y las tensiones en los eleméntos.

Para determinar las intensidades y tensiones buscadas, apliquemos
el método grifico como enel caso de los circuitos en serie y en paralelo.
De acuerdo a la resistencia dada ry construyamos (fig.5-14) la
curva caracteristica para el elemento lineal, la recta I.(U;), que pasa
por el origen de las-coordenadas. Sumando las ordenadas de. la curva

G}

—=Ultmr—=
NE RS
UI |éaffd$7’

Fico. 5-13

I(Us) y de la recta I3{U;), para los mismos valores de la tensién
Uy= Uy = Uy, construyamos en la figura 5-14 Ja curva caracteris-
tica de la conexidn en paralelo (I: 4 Is)U.s. Luego, sumando las

g@h‘sas de las curvas I;(U;) e (J2 4 I3}Uas, para los mismos valores
: de la intensidad I, == I, 4 I; obtendremos la curva caracteristica de

" todo el circuito :
Ii(U;y 4 Uay) = L(U}.

Llevemos sobre el eje de las abscisas, la tensién U, representada
por el segmento oa en escala m,, y tracemos una paralela al eje de

G. ¥. ZEVEKE - P, A. JONKIN

las ordenadas hasta su interseccién con la curva I, ({/); la ordenada ab
nos da en escala m, la intensidad I,. Luego por ¢l punto b, tracemos
una paralela al eje de las abscisas hasta su interseccién con las curvas
Il(l’,{l) e (I + I3)Us; v bajemos desde el punto d wna perpendicular
al eje de las abscisas. De acuerdo a las ecuaciones U = U, + Uy e
I =1, 4 Iy, es evidente que los segmentos db y cb representan en
gsca'lla 1?;;” la tensién U, en el primer elemento y la tensién U, en la
erivacion respectivamente, y 1 s
e intensidadgs vame y los segmentos ge y gf, dan, en escala m,
La construccién grafica para el circuito examinado puede efectuar-
se por otro. procedimiento, igual que para el cilculo del esquema con
elementos no lineales conectados en serie (fig. 3-10). :
Con ese objeto conviene representar el esquema de la figura 3-13
Como una conexién en serie de un dipolo activo no lineal con fuente
(!e f.em. E = U y resistencia no lineal r,(1,), y un dipolo pasivo no
lineal con resistencia roa{Iy + Iy), equivalente a dos ramas ra( )
ra(I3) puestas en paralelo (fie. 53-15). _ ny

4
T |
Fi1a, 5-15

: _El esquema obtenido (fig. 5-15), no se diferencia en nada del de

dae f;gufr.a 5-8;5v].:e§nos eIzlues fque el célculo del régimen para el circuito
a figura 3- uede efectu i afi

loga a on 518 g?lra oo arse con una construccién grafica ané—

=L E] mplOS de eshldlo l I {14]] d
5 5 L) (!e 2 €11 ] lOS <

: El_ circuito eléctrico (fig. 5-13) puede aplicarse para estabilizar
a tens:ér_n Us = U;s = Uy en la resistencia ry del receptor, En efecto
si 1{:1 tensidén U, a partir de un cierto valor, y dentro de amplios lmites
varia en una cantidad AU, la tensién U, en la resistencia r; variard
en una cantidad AU,; mucho menor (fig. 5-14). ‘ ‘

Fre. 5-18

El graflo de constancia de la tensién en la resistencia de carga
S¢ caracteriza por el coeficiente de estabilizacién. El coeficiente de
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estabilizacion de la tensidn es la razon entre la variacidn relativa de.

la tensién U y la variacién relativa de Ia tensién estabilizada. U, es
decir:

o AU AUy Uy AU

=Y O, T U AUS
0 en el limite

k _ U»_’:; . du
est. ~— U dUg;;—'

Evidentemente cuanto mayor sea el coeficiente de estabilizacién, tanto
menor serd la variacién relativa de la tensidn estabilizada.
' Determinemos analiticamente el coeficiente de estabilizacién de la
tensién en la figura 5-13. :
Reemplacemos los sectores mn y pg de las curvas caracteristicas
I:(Uy) e I (U1}, por las rectas no’ y qo”. Las ecuaciones de las rectas
seran:

(5-2)

Us = U + rgol;
Ui =—Un 4 ra:dy,

donde 14 y rse son las resistencias dindmicas de los elementos no li-
neales, . :
El esquema equivalente de la figura 5-18 satisface a estas ecua.
ciones, si Eyy = Uy, v Ege == U,,. . :
Aplicando la primera y Ia segunda ley de Kirchhoff escribamos la.
ecuaciones: ' : '

v +‘E01 =raly 4+ U,;.
Eua = Uz — 14l
b1_|_ == IQ + 13.

su solucién simultinea nos darj: A

U — ., Jafaz 1 taifs + fiary ‘Eotras 4 Equtar
= Uz . —
Taafy ' Fio

Hallemos la derivada de la tensién U respecto a Uy
du _ Tefaa 4 Tinta - raary

d U‘_'.'-;‘ - Tgaly

Sustituyendo —“%L en la expresion dada para k... Obtenemos:
_ __Usy | Ty T3
ke, =T (1 + Tos +”E—)

Para lograr una buena estabilizacién de la tensién Uss, el coefi-
. ciente k.,; debe tener el maximo valor posible. En el esquema consi-
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derado, esto se obtiene utilizando elementos no lineales con resistencias
estaticas decrecientes r;(Iz) y crecientes r(I,). Las resistencias -dll’l.é-
micas 74 ¥ 742 Sor proporcionales a tg o, y tg o, respectivamente (fig,
ta

3-14}). Dado que tga, 3 tza, la relacién rdl > 1. De modo que,
]

para determinadas relaciones entre las resistencias rq1, 42 v 73, se puede
obtener un valor de k... que soprepase varias veces a la unidad.

Para estabilizar una tensidn se pueden aprovechar otros circuitos v en parti-
cular un circuito de puente, que sc muestra en la figura 5-17. Supongamos que

en este esquema y en un régimen dado, se pueden reemplazar las curvas caracte-
risticas de los elementos no lineales r, (1)) = rg{I;) ¥ ro(ly) =r, (1 4.) por rectas
cuyas ecuaciones scan: :

Uy=—Eyn+rpl;

U2 = El’l2 + rrmfz.

En la figura 5-18 se muestra el esquema equivalente en ¢l cual los elementos
no lincales fueron reemplazados por fuentes de fe.m. ¥ por resistencias dinfmicas.
Como el esquema es simétrico serd I, =1, e I, =1,
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~

Para determinar las cuatro intensidades desconocidas, establezeumaos las ecua-

ciones siguientes: : .
. E+Ey—Eyy =1yl + rply;
Eoy 4 Epo = rpdy + rgly — 1l

=1+ 1,

I=1 41,

Sea gy =1y, =14 lo cual no es dificil de obtener en s condiciones reales.

Entonces, lu resolucion simultinea de las ecuaciones nos dari:

I — Ey + By .
= 0z,
R
g = EXPa—Ey | En+E,
1 2r, ETER AN
o BB Byt r

ird :Z{rfI + ru}
Et By By

Ta

1=

De T primera expresion se deduce que tanto I, como Ia tensién U, =r.J,,

no dependen de Ia tension aplicada U, Por consiguiente este cireuito puede servir
comg estabilizador de la tensidn y de la intensidad.

s

5-6. Calculo de circuitos ramificados que contienen clementos no
lIinealcs. '

Examinemos un ejemplo de cileulo de cirenito ramificado (fig.
5-19) con tres f.e.m. conocidas E,, E, y B3 y tres elementos no lineales:
ri(h), r2(I2) y r3(I;) que, con el objeto de simplificar las construc-
ciones grificas nlteriores, consideremos simétricos ¢ jguales. Las curvas

Fre. 5-10 -

caracteristicas de los clementos no lincales 1.{U.} (fig.5-12) estin
dadas; se descan determinar las intensidades L, I. ¢ I} en todas las
ramas,

Nos proponemos el sentido positivo de las intensidades I, l.el,
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-De acuerdo a la segunda ley de Kirchhoff, la diferencia de potén—
ciales entre los puntos 2 y 1 se determinara por las expresioues .

(pg—cpl_'_"Ug]:E]_—{’rl_.—"E:——ng-—lg;g*‘r“Uﬁ, (5'3}
donde U,, U:_» y U; son las tensiones de los elementos no lineales.
Utilizando la curva caracteristica de Volt-Ampere 1.(U,) (fig.
5-12) construimos las curvas (fig. 5-20): I)(Un) = I, (E;—U,); I
(Un) =L(E; —U.); Ii(Un) =Iy(—Es + Us).
(4'-(‘3}(‘{*.-}

QL) il

£, ()

Loy

Fic. 5-20

Para determinar lus intensidades en las ramas trazamos la curva
auxiliar (I; - £:)¥2; que se obtiene sumando las ordenadas de las cur-
vas I1{Us;) e Io( Uy )} para los mismos valores de Ia tensién Us,.

Las intensidades de las ramas deben satisfacer a las ecmaciones
(5-3) y a la primera ley de Kirchhoff I; -}- I, = I, . Por consiguiente
la ordenada del punto a de interseccién entre la curva I3(Usxn) y la
curva {I, + I,}Uys, nos da, en escala m,, la intensidad buscada I, v
la abscisa del mismo punto a nps da, en escala my, la tension- U, Tra-
zando por el punto @ una paralela al eje de las ordenadas, hasta inter-
ceptar las curvas I,(Us;) e I{Us, ), obtendremos los segmentos ch'y

c¢d que determinan, en la misma escala m,, las intensidades I, e'fs. .

Sefialemos que el sentido positivo, elegido para la cagti'ieh{\e de’

intensidad I, no coincide con el sentido real de esa corricnté'-'\g\d'l 13_1'1:'1:1%0@

d se encuentra debajo del eje de las abscisas). o

Otra forma de solucionar el problema seria construyendo la ¢tirva
{(Ii + Io—13)Us en lugar de la (I; 4 [2)Us (curva de puntos en la
fig. 5-20). .

Ya quc de acuerdo a la primera ley de Kirchhoff, a suma de las
intensidades I, 4- I. - I; es igual a cero, el punto ¢ de Ia interscccion
de la curva (I, 4 I, — I;) Uy, con el eje de las ahscisas nos dara la
solucién del problema. :

El métode de calenlo expuesto se puede extender a circuitos mds

a
o
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.-con-lple]os, que constan de cualquier némero de elementos no lineales
g?cs]ivos ¥ acltivos agrupados en conexién mixta, Parg fundamentar lo
JICN0 examinemos nuevamente el esquema de la figura 5-19 y demos-

activos conectados en serie. En dicho esque i
‘ ¢ . quema, uno de los dipolos, el
%;(t.ecgnltleng la fem. E ylei elemento no lineal r,, (I + 1) espequiva-
as dos ramas paralelas dadas que contienen las f.o. X
y IqueIel}lentos no lineales #(I,) y fo((lf-'»). euen fas bem. Evy B,

n efecto, al sumar las ordenadas de las curvas I,{U
¢ i e l‘l Uu

Pft]ra.’l’os mismos valores de la tensién U,, (fig, 5-20;(senezstab1-e(ce_lli
]b(? acion (I1 + L)Us entre Ia corriente total (I, + I} v la tensién
- 1?1 existente en los bornes de las ramas paralelas mencionadas. Si se
-ellgen la f.e.m.. E y la caracteristica de Volt-Ampere (I, + I,)U., del
;:ttamepdtodno lineal r., (I, + L) de tal modo que la relacién en:fe Ia
ntensidad (I, J- I,) v la tensién U., sea la misma para este esquema
Etéedgsar; el de lalfigura 3-19, el dipolo obtenido sers equivalente a
mas paralelas que contienen las f.e, ‘
tos no lineales r (1) Yci'z(h»). nen las fem. Ey y By y los glemen—

-‘f«'f.r —
1L
e
. £ Lelt s/ P
) 2
o~
\d =iA
Fic, 5-21

~ La fuerza e}f:cbomotriz E del dipolo activo equivalente se deter-
mina por la tensién existente en sus bornes para una corriente de inten-
sidad 1, + I, =0, que corresponde -al punto € en la figura 5-20. Por

}:). tanto', dicha f.e;m.. es igual, en escala m,,, al segmento oe (fig. 5-20)
: A curva caracteristica (I, + 1)U, . para el elemento no lineal equiv*l-'

ente .. (I, 4+ I.) puede hallarsc.de acuerdo a la ecaacién U, :E--—[:7
res;ando de la fem. E las abscisas de la curva caracterfélﬁca (I, —f:
1+ f?)UQ]_. I;uego, para determinar la intensidad I; en el esquema de
a figura 5-2], se puede usar el segundo método de célculo aplicado

4 un cireuito en serie (fig. 5-10), expuesto anteriormente (5-2)

coincide enteramente con los graficos de la figura 5-20 v e
. Como ya se seﬁ_allé,- el método de cileulo explicado puede exten-
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derse a circuitcs mas complejos con conexiones mistas de elementos
no lineales. En dichos circuitos conviene reemplazar Ias ramas conec-
tadas en paralelo por dipolos equivalentes, y luego transformar tedo
¢l esquema en una simple conexién de dipolos en serie. Por ejemplo,

7
elhr)

.fn-

! Gellely)

para calcular el circuito representado en la figura 5-22 se puede susti-
tuir la primera y la cuarta ramas como también, la segunda y la quinta,
por dipolos-equivalentes obteniendo como resultado de Ia sustitucidn, un
circnito no ramificado formado por tres dipolos activos (fig, 5-23) cuyo
caleulo no presenta dificultades. Lucgo puede volverse al esquema
inicial y de acuerdo a las leyes de Kirchhotf determinar las corrientes
en las ramas restantces.

A los efectos del célculo de circuitos que contienen elementos
lineales y no lineales puede a veces simplificarse el esquema, aplicando
‘a los conjuntos de los elementos lineales, las farmulas de transforma-
cion mutua del tridngulo y de la estrella de resistencias. Por ejemplo,
¢l esquema de la ‘figura 5-24 contiene una estrella de resistencias cons-
tantes ry, 5 y 5. Una vez transformada la estrella en tridngulo, se
obtiene el esquema de la figura 5-25 con una conexién mixta de ele-
mentos lineales y no lineales, cuyo céleulo puede cfectnarse grafica-
mente sin mayores dificultades. ) :

Fic. 5-24 ) Fra, 5-25

El céleulo de algunos circuitos bastante complejos que conticnen elementos no .
lincales, puede a veces reducirse al de cirenitos formados por un agrupwniento
mixto de dipolos no Encales activos y pasivos. .

En la figura 5-26 se representz un csguema que contiene elementos en las

© seis ramas. Sean conocidas las fem. ¥ las curvas caracteristicas para todos los ele-
mentos no lineales; se quicre determinar las intensidades en las ramas. Basdndonos
en el teorema de compensacidn sustituyamos la tension UI) = {1}« I por la
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fem. E(I) (fig. 5-27,2). Luego conectémos en cada un
con el punto 4, una fem. igual a El} =E—E(I
rencia de potenciales entre los puntos 4 Y ,
precisamente en la figura 5-27, b. Las inten
dificarin dado que I suma de 1
igual a la precedente,

a2 de las ramas unidas
_ de tal mado que la dife-
2 se haga igual a cero como sucede
sidades en todas las ramas no se mo.
as feam, en enalquicrs de las mallas sigue siendo

_ Cum‘o resultat_lo de esta transformacién tenemoes el csgquema de un agrupa-
miento mixto de dipolos actives no lineales.

81 I{U} (fig. 5-28) es la curva caracteristi '
_ : 4 stica de Volt-Ampere <
no lineal r(I) {fig. 5-28), entonces, de acverdo a Ja ccuaciénpem tle m elemento

E(N)=E—E(I) = E—u(1)

la curva caracteristica exteri ] ip ivo
1 araeteristica exterior para of dipolo active de fem. E y elemento no

lineal #(I), estarfi represed i ; A
(1), es representada por In I{E’}. Pura determinar T intensidad I, nos

47{% “,
e Aoy
ey & (D
Ol
g 2 g O
il 3
p3
...!L 1 L3 &

e

Fie. 5-270
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proponemos la Lem. Ef(I) y hallames graficamente. ¥y basindonos en la figu-
ra 5-27, b, lus intensidades I, e I, 6 I, e I, para cada valor de dicha fe.m.
Construimos  Inege sobre los mismos ejes coordenados (fig. 5-28), la curva
(I, + I;)E" o también la (I, + I,}E’. Dado que la intensidad I =1, + Iy 6 I =
=1, +1,, la intensidad buscada serd dada por la ordenada del punto a de inter-
seceidn de Tas curvas (I, + 1,)E" ¢ I{E") o también (I, + I,)E" e I{(E").

L! 3
(fRIN'
7 s
[T, 1
1
1
! e}
! I
|
1 I/
Iz i
Fia. 5-25

Despuds de esto hallamos le feam. E'(I) y basindonos en el esquema de
la figura 5-27, b, determinamos ficilmente las. intensidades en las ramas restantes
del esquem, .

Dehemos destacar que en el caso en que r{I) =0, es decir, cuando en la
rama gue contiene la fean. E no hay elemento no lineal, resulta ficil determinar
Lis intensidades de todus las ramas, praficamente, del esquema 5-27, 5, én el cual
se conoce la fem E{I) = E.

.

.5-7. Aplicacién de la teoria del dipolo y del cuadripolo active al

célculo de ciccuitos que contienen elementos lineales y no lineales.

Para ¢l cdleulo de circuitos eléctricos ramificados que contienen
elementos lineales y no lincales, se puede eventualmente aplicar el
teorema del dipolo activo. En la figura 5-29, g, se muestra el esquema
de un circuito ramificado que contiene un elemento no lineal ry(I3).

Sean conocidas, en este esquema, las fem. E; y Ea de las fuentes, las
resistencibs ry, re, 1y, 73 ¥ 75 y la curva caracteristica de Volt-Ampere
del clemento no lineal; se quiere determinar las intensidades en todas
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las ramas. Aplicando el teorema del dipolo activo, ‘representemos el
esquema eléctrico dado (fig. 5-29,¢) en forma de dos dipolos conec-
tados en scrie (fig.5-29,b). En ol esquema obtenido, E=U, es la
tensién cntre los puntos 1y 2, estando desconectado el elemento no
lineal; 7; es la resistencia de entrada del dipalo activo respecto a los
bornes 1-2; I; es la intensidad huscada en ol elemento no lincal, que
puede ser facilmente hallada en el esquema de la tigura 5-29, b por el
método anteriormente expuesto, Conociendo la intensidad I, se puede
volver al csquema inicial (fig, 5-29, a) y de acuerdo o las leyes de
Kirchhoff o aplicando otros métodos de caleulo, se pueden determinar
analiticamente las intensidades en las ramas restantes.

Se puede obtener también el esquema equivalente de la figura
529, b sin aplicar el teorema del dipolo active. A tal cfecto, se con-
viene transformar el tridngulo de resistencias f4, 75 ¥ rg en una estrella
equivalente, y las dos ramas paralelas obtenidas en virtud de I trans-
formacién pueden ser reemplazadas por una rama que tendria una
fuente de fem. E y una resistencia interna cquivalente 7.

Demostraremos que Ta aplicacién del tearema del dipolo activo
permite, a veces, calcular muy simplemente un circuito ramificado con
varios elementos no lincales, transformando previnmente el esquema
dado en uno m4s simple.

~ En la figura 5-30 vemos ¢l esquema de un puente con dos cle-
mentos no lineales y tres lineales. Sean dadas las curvas de Volt-
Ampere de o5 clementos no lineales como también las resistencias

4

j;fw&e F17y

e

5 f;E’
N1
l.g oty G(Hi'h

=

Fra. 5-30 Fic. 5-31

r, 1oy ey la tension Us se quicre determinar Jas intensidades en todas
las ramas. Desconcctemos del circuito simultincamente la segunda y
la tercera rama y hallemos las tensiones Uy v Uy en los bornes de
€5as ramas. : _

Luego, del mismo modo gue en ¢l calenlo del cirenito lineal (fig.
3-11} conectemos en las ramus que se cncuentran en circnito abicrto
las fuentes de fe.m. Ep. = Uee v Epy == Uy, ¥ pongamos en cortocir-
cuito los borues 3 y 4. Como resultado obtenemos el esquema de la
figura 5-31 cuyas intensidades I. e I, son iguales a Tas intensidades
reales de las ramas correspondientes del circuito dado. Para calcular
el esquema obtenido (fig. 5-31) formado por una conexién mixta de
elementos lineales y no lineales, sc puede aplicar uno de los métodos
antes expuestos{ '
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Debemos observar especialmente que a veces al poner en circuite abierto las .
ramas que contienen- clementos no lineales, éstas se desconectan de la parte restante
del esquema y surge una indeterminacién de las tensiones en los bornes de dichay
1amas. Por ejemplo, se produce la indeterminacién al querer hallar las tensiones
Uig: Upy ¥ Uy, ¢n el esquema de la figura 5-32, obtenido al poner en circuito
abierto, simultineamente, tres ramas gue contienen elementos no lineales r3{I3),
r (L) y (I ). Es ficil eliminar la indeterminacidn de Ia siguiente manera: si
igualamos a cero la tensitn en los bornes de una de las ramas, por ejemplo la U,
y unimos los puntos 1 ¥ 1’ con un conductor de resistencia nulz (representada
por una linea de puntos en el esquema de Ia fig. 532), o régimen no se modifi-’
card, ya que las intensidades en todas las ramas que contienen elementos no lineales
sisuen siendo iguales a cero. Por consigiiente, para caleular es esquema dado
basta determinar las tcnsiones U,, y U,.. Las intensidades on los elementos no
lineales pueden hallarse ahora del esquema de [a figura 5-33, ¢l cual, mediante la
transfornacién de un tridngulo de resistencias i, ¥, ¥ ry en una estrella equiva-
lente, se reduce a un esquema con dos nudos. .

I [

—— i

&
W oy ss st (D

i i :'
- éﬁ(ﬁ) %
<

P
F1e, 5-32 e, 5-23

e modo que en case de producirse indeterminacién de las tensiones al
ponerse en cortocireuito las ramas que contienen elementos no lineales, corresponde
no abrirlas todas parz poder hallar las tensiones desconocidas en sus bornes. Debe
observarse que las intensidades en todas las ramas que conticnen elementos no
lineales scun nulas igual que en Ias ramas desconectadas.

Fic. 5-34

Examinemos otro procedimiento de edleulo aplicable a los circuitos ramifi-
cados de configuracion arbitraria que contiencn dos elementos no lineales y otros
lineales, basado en Ia aplicacién de un esquema equivalente en T correspondiente
a un caadripolo activo. En la figera 5-34 se muestra un cuadripolo lineal ‘activo -
en forma de rectingulo al cual estin conectades dos elementos no lineales r (1)
y r(lp). Sustituyamos el cuadripolo active por un esquema en T (fig. 5.35).
Las fem. E, y E,, de las fuentes conectadas en dicho esquema, Son iguales a
las tensiones existentes en los bornes 1-I7 ¥ 2-2 cuando los dos elementos no
lineales estin en circuito abierto. Los clementos pasivos del esquema equivalente
pueden hallarse del mismo modo que en e punto 3-7.
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Conociendo las curvas caracteristicas de los elementos no lincales y los pari-
metros del esquema equivalente de dos nudos (fig. 5-35) serd ficil determinar
Ias intensidades I, e I3, en los elementos no lineales, por los métodos ante expuestos,

Observemos que, Por cuanto el régimen de un cxadripolo activo y de sa
esquemz equivalente queda expresado por dos ccuazciones £3-36), su resolucién
siniultidnea por medio de las curvas caracteristicas I, ( Uy) e L,(U,), permite encon-
trar grafoanaliticamente las intensidades I, e I, en los elementos no lincales,

. F16. 5-35

Para ello hay gne determinar previamente las constuntes o, b, ¢, d, y las
intensidudes I, e L, o las fem. £y, ¥ Eyy lnego proponerse distintos valores
de la tensidn U, v determinar los correspondientes valores dg la intensidad i, de
acuerdo 4 la curva caracter{stica L,(U,). Una vez sustitufdos dichos valores en la
ecuacidn (3-36), se puede cncontrar la relacién entre la tensign U, ¥ Ia intensi-
dad I y construir la curva caracteristica I (U;) sobre los mismos ejes coorde-
nados de la eurva I,{U,}, dada para €l elemento no linedl r;(4,). El punto de
interseccidn de dichas caracteristicas dara la intensidad buseada I, ¥ la teosion U;.
Hechas estas operaciones se puede determinar Ia tension Uy ¥ la intensidad L, anali-
ticamente de las ecuacioncs {3-36). .

) En coaclusién, seralemos que una aplieacién andloga del esfuenit equivi-
lente y de las ecuaciones 2 im sexapolo y a cctopolo, permite caleular un circuito
ramificado con tres (B-9) y cuatro clementos no lineales.

Problema 5-1. En Iy figusa 5-36 se ha representado un esquema que “con-
tienc lus resistencias lineales =20, 5, =490, 17=3Q, r;=3Q y los elemen-
tos no lineales (L), 7a(ly), 74( ) ¥ (1), cuyas curvas caracteristicas estin
dadas en la figura 5-36, b. Determinar las Intensidades en todas las ramas del
esquema dado, sabiende que Ia fem. E= 13V, E =6V, E,=4V y E. =32V,

Solucién.  Para determinar lag intensidades 7, I, I e 1,, pongamos en cir- -

. cuite abierto simultfmeamente los elementos no lipeales (1), {l) y r (L)
(fig. 5-36, ¢) y hallemos Las tensiones U, U, v Uys en los bornes de las ranus
_ correspondientes: :

Ut = (rg + 1)1, 4+ B, = (4 4. 2)1,166 + 6 — 13V,
Ups=—-E, + (r,+ 1)1, —E;=— 44 (343)1,1662=1vV,

Ung= By (b My = 2.4 (35 4)1166 = 6,166V,
donde

I - E-|-j-,‘i _ 12 4_3 _
, Ll =-y ?f-_ .45:;_3__%_ i

Seitalemos que la intensidad en ¢l clemento no lineal r{l,) de la figura 5-36, c,
es igual a cero igual que eu los elementos 10 lineales restantes; por tal notive
dejumos dicha rama cerrada,

= 1,166 A.
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' Conectemos en las ramas que contiene los elementos no lineales, lu f.c.m.

: i ircuite los bomes a los
E=Uys Epa=Uyp v E,y =U,, ¥y bongamos. en cortocirenite

'. aly) i)

. Fic. 5-36a

que estin conectados las fe.m. E, E, y E,; haciendo estas operaciones obtendre-
mo; el esquema representado en'la figura 5-36, d.

all ' . 'f’:ﬂ{*}.
Zf [
2 il W37
LA /

- // .
w— // \ 74

i 4
s e R B R R TR 7S ,_
b Frc. 5-36% MR N

Reemplacemos las dos ramas que conticnen los clementos no lineales "1('_.{1), -
rp(I,} ¥ las fiem® E,,, E, ., por una rama equw«:g]ech A

A

Fis. 9-36¢

A tal efécto construyamos em la figurs 5-36,¢, las curvas caracteristicas
L{U..} e I,(U,5) que responden a las ecnaciones:

Up=Ey, —nlI)-I, y Uyy = — Eqo + ru{1,) 1.
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)
Luego restando las ordenadas de la curva I.,{U,,) de las ordenadas de ia o -r2)
(de acuerdo a la ecuacién I, —I, = I3) para los mismos valores de la tensién 12
hallamos la caracteristica resultante ( I} —1,)U,, para las dos ramas p.';u':al]elas.larl El
segmento Oa (fig, 5-36,¢) evidentemente determinz la fem. equivalente E —
=98V. Dado que la fem. E,4. la tensidn U, y la tensién U,,. estin IigI das

Fic. 5-36d

en los hornes del elemento no lineal cquivalente por I igraldad E, =U,, + U7

21 I (XTI
-tntonces, para comstruir la curva . caracteristica { 11”'“1")U-eq. restaremos de la

fem. B, Ias abscisas de la curva (I, - L)U,, (fig. 5-36,f). Sumando las
abscisay de lns curvas {fig, 5-36, f) U]“I;’}Ueq. e I.(Ug) para los mismos valo-
res ‘de-1as intensidades {(r,—1L) e I,, obtendremos, para el elemento no lineal
equivalente, Ia curva caracteristica de Volt-Ampere I U, 4+ Uy) = I,{Us_ ). Re-

sulta asi qoe las tres ramas que contienen clementos 1o lineales quedan reemplazadas

&17 / I

25 — 4 (l)

TR | ’

N /

w 27 AT N

& et .

il - \Z &%
3 | R (‘a N7 :z>‘“
Fic. 5-38e

por una sola equivalente con la f.em. E, . =9V y el elementu no lineal rq_y (I}
{fig. 5-36, g). Considercmos ¢l esguema fﬂ)tcnidn respecto a los pares de hornes 5-4
y 3-2, 6, a los que estén conectados los clementos no lineales, como un cuadi-
polo, y reemplacémoslo por un esquema equivalente en T {fig. 5-36, %). ' Con tal
objeto hallemos las constantes del cuadripole aplicando las ecuaciones (3-21) ¥
{3-22) y determinemos de acuerdo a las férmulas (3-29) las resistencias del esque-
ma equivalente de la figura 5-36, k. r,=243Q; TL,=2510y 7, =049Q,

|

l
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Observemos que Lis intensidades I, e I, de las ramas (!(:l esquema couiva-
len&p {fig. 5-36, h) son iguales a lus intemsidades correspondientes de las runs

del \:squema dado {fig. 5-36, a).

| A7

| 25 /f £t

‘I

] 207 e ] /

i i izfily

.,:  ow L] . =

I| Fh ,/ // // (%, )

//_
= .
B VA B YT
Frz, 5-36F

Para el esquema equivalente de la figura 5-36, b, son validas las ecuaciones:

Uop =Epy — Uy —nlymm—rlyy = —Egy 4+ Uyy + 11,

e I1+Ibn=l3'

Por lo tanto para determinar las intensidades I, e I,, construiremos en Ia
figura 5-36, 4, para un esquema de dos nudos, las caracteristions I{E,,—U,—

tw &fld 4
——i

Fig, 5-36g

—rl) =L(Ug), L{~E,  +U, 1+ 3 = I3{Uy) e I,,{U,). Luey . Su-
mande [as ordenadus de las caracteristicas L{U,) e L.(U,.}, para los mismos
valores de la tensién U, trazaremos la curva auxiliar (1 ¢ + I )U,. Evidente-

Fiac. 5-36h
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mente, Ia ordenada del punte de interseccion o de dicha curva con caraclfris-
tica L(U ), nos durd T intensidad buscada I, = 0.5 A, y la abscise del mismo
punto, b tensién U7, ~. 0,25V, A esta tension le corresponde, b la enrva LiU,)
B intensidad I~ 1A, ) |
El wribico (1, — LU, (fie. 536, ¢) pormite determinar, partiende fle Ia
intensidad conoeida I, = §, — =054, I tensitn U, =8V, y cunoviendo esu
tension, determiiinios por lis ciovas caracleristicas I(Uw) e L(U,,) los/inten-

sidades f; = L3 A ¢ [, == 1A, |

Fic. 5-364

Hallamos Jas tensiones en los bornes de lox elementos no lineales, de las curvas
caracteristicas de la figura 5-36,b: Uy =3V, U, =9V, U, =6V y U, =3v.
Finalmente, condciende las intensidades I, Iy, Iy e I, y Lus tensiones U, U, Ug
¥ U,, se determinan ficilmente las intensidades en Ias ramas restantes del esquema
dade (fig. 5-36, a), por cualquier método de edlenlo de los circuitos lineales: I, =
= L34, I,=05A, L =1A, I,=2A ¢ I=3A.

5-8. Estabilidad del régimen en circuitos simples no ramificados con
elementos no lineales, : '

. Decimos que un circuito estd en régimen estable cuando, para varia-
ciones relativamente pequerias de la corriente y de la tensidn, recupera
st estado eléctrico inicial.

Los fenémenos observados en el circuito eléctrico durante su des-
viacién del régimen estable y durante su regeneracién, son acompa-
facdos por wna variacién de las corrientes y de las tensiones en el tiem-
Po. A su vez, la presencia de corrientes y tensiones variables ‘en el
tiempo trae como consecuencia la aparicién de f.eam. de autoinduccién
en el cireuito.
~ Examinemos el aspecto cualitativo de los fenémenos en régimen
estable e inestable, cn los circuitos no ramificados més simples. -

Tomémos como ejemplo un arco eléctrico alimentado por ‘una

.
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fuctte de tension y concctado en serie con clerta resistencia suplemen-
tarid » (fig. 5-37).

e, 5-37

mustraremos primero que para r = 0 na se puede obtener en
la practica una ignicion estable del arco. En la figura 5-38 se pue-
den ver la curva caracteristica de Volt-Ampere del arco U..(I) y
Ia rectr U(I) =E, paralela al eje de las abscisas. En el punto a de

interseécion de ki curva Ui} v de la recta U = E, la tension en los

bornes e la fuente U es igual a Ia tensién existente en el arco U,,.. A
dicha . tensién corresponde la intensidad 1.

Supongamos que la intensidad, en virtud de causas cualesquicra,

varia en un cierto valor positivo o megativo = Al. Durante ¢l proceso

’ . * . r = P Aoy N an -

de variacién de la intensidad, variard el flujo magnético y se produ

. Lo . i .

cird una fem. de autoinduccidén en el circuito G"‘:_LW’ dende
L es I inductividad del circuito (fig. 5-37). y

De acuerdo a la segunda ley de Kirchhoff escribiremos la ecuzcion

Ut e, =u,,
o también

<y di
Rt T
ot "
di __ ¢,; es a purte de la tensién U gue equilibra Ta f.em.
dende L T s e la parte de la tension U gue - equilibea la fe.
14 .

de antoinduccion.
De esa ecuacion v de la figura 5-38 se desprende directamente
du

que L g% =dU >0 paura I > 1;, Dado que L Tt

>0, la velocidad:

{de variacién de la intensidad {E;— es también positiva v Ja intensidad
e :



144 PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

en el circuito seguirs en aumento, Al
cantidad Al la tension L—-di

or . , tli
cion de Ia intensidad &5

el circuito dismipuiri, De m
rucidn imperceptible de lu intensid
las condiciones reales, se producir

Fr. 5-39

Para lograr wna ignicién estable del arco, es necesario conectar
en serie con él, una resistencia suplementaria r, llamada resistencia de
lastre (fig. 5-37). Examinaremos la estabilidad del régimen en ese Caso,

Vamos a considerar este Gsquema como un agrupamicnto en serie
de un dipolo lineal activo {con fuente de fom. E
elemento no linéal, el arco eléctrico. En la figura
teristica exterior del dipolo lineal activo que es la recta U—=E — ] —
=U(I) y la curva caracteristica de Volt-Ampere del arco U (1),

De Ia figura 5-39 se desprende que s6lo dos valores de la intensi-
dad, la I, y la I, satisfacen a las ecuaciones ' '

E— 1], =U,n ¥y E—rl, = Uy
respectivamente,

. Sin embargo un estado eléctrico estable existird sélo en el punto b,
En efecto, si la intensidad I {punto ¢) por alguna razén crece en una
cantidad A, durante el proceso de variacién de la intensidad en el

circaito surgird una f.em. de autoinduccién e, — — y, 4%

d¥
a la segunda ley de Kirchhoff tenemos:

di
E—-rI:u,,,.—}-L—d:—. (5-4)

. De acuerdo

Ceodi . . i e ili
Comn Lﬁt_> 0, 'la velocidad de variacién de la mt(,nsldad\ﬂg-

serd también mayor que cero y en consecuencia la intensidad en ¢l

disminuir la intensidad enjuna

r > por consiguiente, la velocidad de vhria-

i serdn negativas. De allf que la intensiddd en

Akera que para un aumento o una {lismi-
ad, circunstancia siempre posible en
& en el circuito un régimen ineftable.

-
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cirenito segnird creciendo hasta alcanzar el valnrdqg. Al disminuir la
. eli i consi-"
intensidad I; en una cantidad Al, L}f? <0y T < 0 y por cons
guiente lu intensidad seguird decrcciendo hasta llggar a cero.
Vemos pues gue ¢l régimen en ¢t punto « cs inestable. G 1
Las relaciones ¢n ¢l punto b son completamente dl_stmta.'i. ila
intensidud I. crece en una cantidad AT, cntonces{, de acuerdo a la ecua-
a A ]
(2] L . lt d
¥ a ficura 5- Bl A ; — < @, come resultado
cidn {34} v a la figura 5-39, L T Z0y <% r
la intensidad disminuird hasta llegar a I.. Si la intensidad I. decrece
i - di . i
cn una cantidad Al L———g: >0y i 0 a raiz de lo cual la inten
sidad aumentard hasta alcanzar el valor Elecremente I.. De modo que
en el punto b el régimen del circuite sera eb:table._ -~ :
Para una resistencia ¢ muy grande, es m:lpombl(-: que un[?lonele
arco ya que para cualquier valor de la intensidad, la tcrllsuf).n esna 5;
bornes del dipolo lineal {las ordenadas de la recta c.d‘(’:n a;, llgura -
es menor que la tension U, necesaria para la ignicidn del arco. s
Aprovechando los ejemplos examinados se 'pl‘leden enctl)nt’rar las
condiciones que determinan la estabilidad del. régimen en e _ctrctt:ult(;).
En los puntos a (fig. 5-38 y 5-39), de estado inestable, la dezrwa ?d g
la tension en los bornes del dipolo lincul respecto a la:dllétenm aLi
7 "
es mayor que la derivada de la tensién respecto acg[z:r mtei:islrlj ad para
— > —p—. En el
dl dr -
punto b (fig. 5-39) correspondiente al estado estz‘t]}lc del CIrcmtl(), 1'21 de-
rivada de la tension en los bornes del dlpolor activo respecto a la m_fienci
sidad, es menor que la derivada de la tensidn respecto a l_a mten(;l a
1 ’ &) .
para la curva caracteristica de Volt-Ampere del arco eléctrico, es decir:

(IFU - dUru‘

dar T Tar

curva caracteristica de Volt-Ampere, es decir,

Demostraremos que csa expresién sigue siendo vé]?da cn unl‘cafo
mis general cuando el crevito eléctrico consta de_ dos dlpog_)sdno ln&ii-.
les, uno pasive y otro activo, copectados en 561'11‘0. lSeanl adas ia'n a;
figura -5-40 la caracteristica exterior U, (I) del dipolo activo no linea

s

u &L, [
i N
]
c. z il E
Y i -a.rimr —
| L
r
¢ :’, iz
Fic. 5-40
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y la_caracteristica de Volt-Ampere -U,(I) del dipolo pasivo no lineal.
De la figura 5-40 se ve que la carateristica de Volt-Ampere U,(I)
puede ser reemplazada en el tramo ¢f por una linea recta, dada por
la ecuacidn

U;, = Ug —!— ?'a,-I.

Estas curvas se cortan en dos puntos a y b. En este caso, del mis-
mo modo que en el circuito del arco eléctrico, sélo el punto b pre-
sentard un estado estable. En efecto, si la intensidad I. crece en una
cantidad Al de la ecuacién

— e
Ua — U[I + i"a;-I + LW

y de la figura 5»40, se deduce que

K ’L%:—<0 y ;—i;l<0.

Como resultado la intensidad se reduce hasta igualarse a I,. Disminu-
yende T; en una cantidad Af, Ia intensidad crece nuevamente hasta I
ya que 2 >0
dt
Del mismo modo se puede demostrar gue en el punto a el régimen
serd inestable. : )
La pendiente de las curvas U,(I) y U,I) en los puntos a y b
indica que en el punto a rige la desigualdad
. _ v,
dI dI
y en ¢l punto b "
. (;Ua < dU,
1 dI
Por consiguiente, el estado eléctrico del circuito serd estable cuan-
do la curva de V. A. del dipolo no lineal pasivo se corte con la curva
caracteristica exterior del dipolo activo lineal o no lineal y Ja derivada
de la tensién respecto a la intensidad, tomada para la curva caracte-

ristica exterior, en el punto de interseccion, serd menor que la derivada
tomada para la caracteristica del dipolo no lineal pasivo.

CaritvLo VI

CIRCUITOS MAGNETICOS .~

8-1. Conceptos fundamentales y leyes de los circuitos magnéticos.

En las miquinas eléctricas modernas, transformadores, aparatos y
dispositivos electromagnéticos, se utilizan materiales ferromagnéticos
para intensificar el flujo magnético en una determinada parte Elel espa-
cio. Todos estos dispositivos constan fundamentalmente de micleos de

material ferromagnético y de bobinados, formados por conductores ais-

lados, puestos sobre los micleos. Estos suelen tener las formas mis
diversas en consonancia con las condiciones que deban satisfacer los
distintos aparatos.

En la figura 8-1 se muestra un nicleo de tres columnas de un trans-
formador trifdsico. Las bobinas del transformador se disponen sobre
las columnas verticales de nitcleo.

o ———— ey

En la figura 6-2, se representa esquematicamente un magneto que
se utiliza para el encendido de una mezcla de gases en los motores e
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explosion. En el cspacio comprendido entre lus piezus polares de un
A s i
iman permancnte en forma de herradura, se colaca un nticleo metilico,

Fia, 6-2

fabricado ignal que los extremos de los polos, de acero dulce. En
este-easo el campo magnético estd dado por el magnetismo remanente.
Llamaremos circuito magnético al conjunto de los dispositivos des-
/tinados a crear un campo magnético en una determinada parte del
{ espacio.
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_El campo magnético se caracteriza_por un vector. de. induccién

magnética B, ligado con el vector. de imantacidn ] y_con Ja iatensidad
del campo magjnenco H, para un medio homogéneo, por las siguientes

relaciones
B = I‘n_}____t_}_&:_}'_l,'_ B = iy, H.

La permcabilidad magnética i, = B depende de la -estructura
e ——i— I

y del cstado magnético del material y varit en general al variar la
frtersicwtdel  campo “magiiético .

La dcpcndcncm entrc_B.y H, para los materiales ferromagnéticos,
no ticne una expresién analitica exacta, de modo que_se la representa,
_para_cada material ferromagnético, en_ fnrma de curvas de_imantacion,
“déforminadas” experimentalmente. En Ja figura 63 se mucstran las
curvas fundamentales de imantacidn de aceros electrotécnicos de dis-
tintas marcas.

Haciendo variar gradualmente la corriente en el hobinado de un

nicleo amilar de material ferr omagnehcq dado, desde su valor miximo

'pnutw{) + Im,_x h'lqtd su valor méximo negativo —~Im‘x y a ]a 111\ers(1_

L
bmécl —_

4,

“y

Fri. 6-4

de — I, hasta + I, la variacion de la induccion en funcién de la
intensidad del campo- magndtico queda represenmda en forma de una
curva, Nlamada Jazo de listéresis. En' el primer ciclo de imanacién y
‘de desimanacion, tste lazo serd abicrte. Haciendo \«drmr repetidas

* La rehicion entre la permeabilidad magnética y la intensidad del campo mag-
nético fué establecida por primera vez en 1871 por ¢l fisico usa A, G Stolétov v
publicada en su tesis de doctorado “Estudia sobre la funcién de magnetizacion del
Moo dalee”. Este trabajo sirvie, de base para el edlenlo de indquinas eléetricos
¥ desempend un papel importante on el desarrollo de la electroteenia
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veces la corriente dentro de los mismos limites se obtene una serie de
lazos que al principio se diferencian unos de los otros. Al cabo de
varios ciclos ‘el lazo se estabiliza (fig. 6-4).

Los segmentos’ determinados sobre el eje de las ordenadas por
su interseccéion con las curvas de histéresis, representan la induccion
magniética remanente (B, y — B,)}, y_los determinados por {a misma
ciitva sobre el eje de las abscisis, representan la fuerza coercitiva o de

retencion (H, y —H,). La parte de la curva situada en el segundo
cuadrante, limitada por la variacién de la induceién desde B,, H — 0
hasta B—=0y H=-—H,, se llama curva de desimantacidn y.se utiliza
en el cdlculo de los imanes permanentes. Las curvas fundamentales de
_imantacién son Ios lugares geométricos-de los vértices de los lazos de his-
téresis, correspondientes a distintos valores maximos de la corriente, I,

En el cilculo de los circuitos que tienen imanes permanentes, son
de gran importancia los ciclos de histéresis singulares, uno de cuyos vér-
tices se sitda en la curva de desimantacién (fig. 8-1).

Generalmente los lazos. de estos ciclos sun estrechos y pueden
ser reemplazados en los cilculos por Mneas réctas que wnen los vér-
tices ‘de las histéresis singulares. La relacién entre Ia induccién mag-
nética AB y la intensidad AH del ciclo de histéresis singular se llama
coeficiente de recuperacion y se determina por la expresion

. AB ~ ._‘
J"_’ T AH S
‘_"""‘——\_‘ . B

Entre Tos valores que caracterizan los circuitos eléctricor y mag-
néticos existe una analogia formal que permite introducir, para los
circuitos magnéticos, una serie de conceptos anilogos a los que nos
sirven para describir los fenomenos de los circuitos eléctricos. Esta
-analogia se extiende a los métodos de calculo de los circuitos mag-
néticos. ’

En los circuitos eléctricos de corriente continua son las fe.m. de
las fuentes de energia eléctrica las que producen las corrientes; en los
«circuitos magnéticos son casi siempre las corrientes de los bobinados
las que originan los flujos magnéticos. Por lo tanto entre las f.e.m.
de los circuitos eléciricos y las corrientes de los bobinados, que crean
los flujos magnéticos en el circuito magnético, existe una analogia.
formal. EI flujo magnético es analogo a la corriente del circuito eléc-

N

e

tricg. Aplicando la ley de la corriente total (ampere-vueltas totales)

se prede introducir el concepto de fuepza de magnetizacién (fuerza
magneto motriz) y de tension magnética andlogos a los conceptos de
fem. 'y de tensién en el cirepito eléotrico. . . -
" Por analogia con la resistencia eléctrica se introduce el concepto
de resistencia magnética (xeluctancia) del circuito vy una magnitud
inversa de la resistencia Hamada cofiglictancia magnética {permeancia).
"~ En lo§ circuitos eléetricos "de @oirierite continua Se desprecia la
corrienté en. la aislacién de los conductores dado que la conductancia

de la aislacién s muy pequefia en comparacion con la de los conduc- -
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tores. Las permeabilidades magnéticas del medio circundante y del
material del circuito magnético se distinguen a veces muy poco una de
la otra y Jos bobinados recorridos por las corrientes eléctricas ocupan

apenas una pequefia parte en los tramos del circuito mflgnetico. Eln
estas condiciones hay que tomar en cuenta el flujo magnético que sale
parcialmente de los limites del circuito.

El flujo magnético que se cierra en su totalidad en el circuito mag-

nético se llama flujo funddwiéntal ¥ &l que se cierra parcialmente en

los tramos del circuito, y parcialinente en el medio circundante, o
de dispersidn,

. - L »
wFn To sucesivo examinaremos circuitos magnéticos que contienen
gnéticos. En estos circuitos, las per-

rincipalmente materiales ferroma estos .
Pneabill)idades del circuito magnético y del medio circundante se dife-

rencian marcadamente, de mode que se pm?den despreciar glene:ralmeni;e
los flujos de dispersién. Esto permite considerar que a cualquier gsp a
de una misma bobina recorrida por una corriente I le _cogegpimt & un
mismo flujo ®, que permanece igual en toda la longitud del tramo.

Examinemos un circuito magnético no ramificado (fig. 6-5). \

Sean Jos tramos I v . del mismo material ferr()f'ﬁ"a“g’néti'co y-ﬁle
secciones transversales distintas 8, y S Sif:ndo el Hujo de dlsp'emlon
despreciable, el flujo @, en cualquief' scccnc’m_ transversal del circuito
magnético, tendrd el mismo valor. Si la longitud del tramo_e:1 consi-
derablemente mayor que sus dimensiones transversales, la 1n_duf:c1on
magnética en todos los puntos de dicho tramo puede considerarse

uniforme. ®

En el primer tramo del circuite magnético la induccion B; — 5
y en el segundo tramo B._.:--S—_)—. _
Las intensidades del campo magnético en esos tramos serar

B, LA _ B ®
ny Y H"_- Hatho 11211052

J{Lf_}ﬂh‘# oSy o B
Apliquemos la ley de la corriente total al cjrcuito que se cierra a
lo I'argo '%le']a linea media magnétina, de longitud I =1 + I, obten-

dremos

F—= f Hdl = H;fl_—i‘lH::f:' :_{,&-'—-' (6-1)

En ;szsta ecuacion la maéﬁima F=Iw se llama, por analogia con la

N
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f.em. del circuito eléctrico, fuerza magnetcmetriz (fuciza de magneti-
zacidn) y que designaremos abreviadamente por fm.um.

Sustituyendo H, y H; en la ecuacién (6-1) tendremos:

v - F—TIo—= (D"-—Il— *—!-‘ (I)—“I‘: — =0 Rm}_ —E— ‘DR.uz; . (6‘2]
v . N |.l.]f.lnS_1 H-_*PIJS‘_’ e
donde Rui y R, son las reluctancias.de los tramos..

- Erprodiacto del flujo magnético por la resistencia R, puede lla-
marse, por-analogia con ¢l circuito eléctrico, tensidn magnética y se

toma en el sentido del flujo, desde el punto g hacia éI'__w_pu_n_t_q b (kig.65),

L \\“E“é"'d'é"éfl_i',“?;:ﬁ*—@ﬂmr_—h_ o
: ~™  Por consiguients; €l flujo magnético
Iw Iw -_ Um ab Um iy
'I) - Hm]. + Hm:.‘. - _B::_‘l T _‘_Rm_’_'_. (6-(1)
Esta ecuacifh es aniloga a la ley de Ohim que rige para el circuito

s8I en los tramos del circuito magnético no ramificado se sitlan

j¢ varias bobinas con distinto némero de espiras y distintas corrientes

J\ (fig. 6-6) la f.m.m. total serd igual a la suma algebraica de las distin-

SF = Blw = Luw, + Ly — Iy, = SHL~ S0R,,

de donde | e ™
11w1+12w2—13we.'_ Elw __ZF )
2R, . — ZR. ™ Z2R.’

donde R, es la resistencia magnética de todo el circuito.,

= o (64)

T F )

17
§
-

e

El sentido de Ja fuerza magnetomotriz se relaciona con ol sentido
de la corriente en el bobinado por la regla del sacacorchos. Si se impri-
me al sacacorchos un movimiento de rotacién en ¢l mismo sentido que
tiene la corriente en el arrollamiento, el sentido de la fuerza magne-
tomotriz coincidird con el avance del sacacorchos.

Ya se sabe que las lineas vectoriales de la induccién magnética
son cerradas, es decir, no tienen principio ni fin, De alli que el flujo
que atraviesa cualquier superficie cerrada es siempre igual a cé‘fﬁ?’”ﬁ?ﬂi‘)"

* lida la ecuacién
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significa que para los nudos de los circuitos magnéticos sera siempre va-’

~ @, 4+ b, +__<I)3 +...=30 :0\ ' (6-3)

En esta ecuacidn se da el signo positive a los flujos cuyo sentido posi-
tivo se aleja del nudo, y los signos negativos a los flujos cuyo signo
positivo esta dirigido hacia los nudes del circuito magnético {o vice-
versa), anilogamente a los signos de la primera ley de Kirchhoff apli-
cacla a los circuitos de corriente continua.

La ccuacién (6-5) expresa la primerg ey de Kirchhoff para_los
circuitos magnéticas; la _suma_glgebraica. de_los flujos_magnéticos, en
‘un nudo del circuito magndtico es igual a cero. T

Aplicando Ia ley de T’ corriente total, 6 ‘puede obtener, para el
circuito magnético, una ecuacién andloga a la segunda ley de Kirchhoff
que rige para los circoitos eléctricos. :

Examinemos ¢l circuito magnético ramificado (fig 6-7), que tiene
seis tramos no ramificados de longitud I, L, ..., }; e igual niimero de
Elujos magnéticos diferentes @y, @, ..., @, Supongamos que cada tra-
mo esté hecho de un solo material y tenga una misma seccién trans-
versal en toda su longitud. Al mismo tiempo los distintos tramos
pueden ser de difercentes materiales ferromagnéticos, y tener secciones
transversales diferentes S,, So, ..., Se. Despreciando los flujos.de. dis-

. persién y suponiendo que las longitudes de 1os tramos sean considera-

blemente mayores que sus dimensiones transversales, hallaremos las
indlucciones magnéticas en los sectores:

—_ rbl . j— (I)." . . — ('D{; ! |
\_Bl .—"'S"I_) 2—'—_57:') raen BG"‘““S;;:' }
.
1
PR | II Cow :$
ey it i 2 ;
) ] ! L&
! 5, 1S, !
i a )
i ; 1
m ) | f Ll ] 74
{L__;‘..j-.____l }-l L_\;}.__;m,_-__.-__f_]
Fic. §-7 Fic. 5-8

Las intensidades del campo magnético, en los distintos tramos del cir-
cuito corresponderdn a los valores de la induccién magnética de dichos -
tramos,

Apliquemos la ley de la corriente total al contorno cerrado

1-2-3-1 del circuito magnético de la figura 6-7. Para’ integrar a lo Jargo
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de ese contorno, hagamos coincidir ci sentido de circulacion con el mo-

“vimiento de Ja manecilla del reloj; tendremos entonces:

3F = ZIw = I]U)'[ — I;gw;{ = H]I] — H3|!3 —:-.I'{{I_p (6'6)

ST - _ oy quo ol son-
Las componentes Hyl; y H.ils tienen signo negalive _ :
tido. de cI;rculacién no ceincide con el sentido positive elegxle pal:a {0:-,
flujds magnéticos ni para las intensidades del campo maguneético ¢n l1os
tramos tercero y cuarto,
Dado que

. . ':b] H ‘Jl’;; . _ (1)_1 .

- 3 R - L 4 32
= iloSy 7 * H:;Pcs:;_-_ Hﬂ’fust :
sustituycr_n._.do....l.a-s . in“ténsid\:ides del campo magnético en la ecuaciom

(6-6)}, tendremos

b b g, b
N Ilul - L‘wa.:i q}l S, e mnSs P _“41_‘?_51 :
- (I)I.Rurl ——‘I'_-:R,.":.; —.'_'i;-lRm.& = E@Rm- (6—7 )

Andlopamente se puede obtener,la ecuacidn, por ejemplo pata el
circuito 1-2-3-4-1 {fig. 6-7). :

R T e T .

Thawy — Istog + Latw = ®uRypa —

(D:{Rnr:! "+" ‘I,JR»JS + (I)ﬁﬁmi: —— E‘bnm-

- Generalizando para cualquicr contorno (malla) cerrado, obten-

dremos: Sho =2F = E_(DB‘,,.,_: YHI, ' (6-8)

o sea la scgunda ley de Kirchhoff para los czrcmtos.magn.cé;cqs’; F.a
suma_algebraica de las fuerzas magietomotrices en una matd, dc tn
pircnits HGHsHES 65 iqual a la suma algebraica de las tensiones mag
. oy ApEgte: § Sl e
wéticny i dicha malla. : e
Sefialemos que la resistencia dc cualguier tramo de un urclnlltf;
magnético no puede considerarse como una magnituc c(‘)rllstanter, debi-
N - - r . a " n N
do 2 que Ia permeabilidad magnética varfa con la mdu’cgun ma3,11c,t1](.a.
Por consiguiente, los cdlculos de los circuitos magneticos se precen
asimilar a los caleulos de los circuitos eléctricos de caracteristicas no
lineales.

8-9. Caleulo de los circuitos magnéticos no ramificados.

e

Fn el cdleulo de cirenitos magnéticos no ramificados, suelen” pre-
: se ipos de problemas. _ _
sent%hrli'\;ﬁictel‘? 56 plaI:ltea la necesidad de fl?terminar_ Ia ‘cm'r]icnget(’le
magnetizacién en funcion de un ﬂujq .magnetlco dadfo; otras .(te C ctr(j;_
minar €] flujo magnético, dada la corriente o la fuerza 'nl'mgr;t on‘a'o A
Fun ambos casos, por regla general, se suponen conocidas as..(11me?-
siones geométricas de todos los tramos del cireuito, l}ns materiales de
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que estin hechos, las curvas fundamentales. de imantacién y el niimero
de espiras de las bobinas. En los circuitos magnéticos de materiales
magnéticamente. blandos_y. sin_ imanes permanentes, se puede despre-
ciar generalmente la histéresis, es decir, considerar qie la vafiacién
de 14 induccién en funcién de Ia intensidad del campo magnético com-
prende un solo grupe de valores correspondientes a una curva funda-
ental de imanacién. '
En la figura 6-8 se representa esqueméticamente el nicleo de- un
electroimin en forma de U y una placa de acero gue cierra los extre-
mos de aguél. '

Entre los extremos del ntcleq y la placa queda un entrehiero ..

Se conocen las dimensiones del niicleo y de la placa, como también

los materiales de que estin hechos. Hay que determinar la corriente
de imanacidn para la cual el flujo magnético en el entrehierro tenga
un valor dado. Supongamos que la seccivn S, del ntcleo del electro-
imin sea la misma en todas sus partes y la seccién de la placa sea
igual a S, En estas condiciones se puede considerar todo el cireuito
‘magnético como formado por tres tramos conectados en serie: el nrcleo
del clectroimdn, dos entrehierros y Ia placa de acero. |

Para calcular el circuito magnético, fijemos la linea magnética
media aproximada y determinemos las longitudes de sus distintes tra-
mos. Siendo las secciones transversales de jos nticleps, pequefias en

comparacién con su longitud, las pequefias inexactitudes que se pueden

producir en la determinacién de las longitudes medias no introducen
en el cileulo errores esenciales. ' '

La distribucién exacta del flujo magnético en ¢l entrehierro os
dificil de determinar, pero siendo paralelos los planos de los cuerpos
ferromagnéticos y para una ‘pequena longitud del entrehicrro, el campo
magnético en éste puede considerarse homogéneo y la seccidn S, igual
a la seccién del nicleo §,. T

Un circuito magnético no ramificado (fig. 6-8) puede_represen-
tarse por un esquema cquivalente, formado por tres resistencias conec-

e

Fic, 6-3

tadas en serie Ru1, Rue y Ruo (§ig.6-9) v wna fmum. Io—F. En
dicho esquema Jas resistencias R,y y R..» varfan con of flujo magnético

v la resistencia By.-es una magnitud constante.
“TLa fuerza magnétomotriz es T

F:ItU:H]h —f—HgIg-l—He . 2!:
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Las inducciones magnéticas se determinan por las expresiones

B =5 B, = ——
1

.,
e,

Conociendo las inducciones magnéticas B, y B, y las curvas fun-
damentales de imantacién para los materiales correspondientes, halla-

g

mos H, y Ha. Para el entrehierro,\fI. = La corriente de magne-

tzadion es | PO
1_ Iw _ I}]I]+HZI:+HC'2IG

8i la induccién magnética B estd dada en gauss. la intensidad del
campo magnético H, en el entrehierro se determinara en A/cm por la
féarmula
B.
H(A/om) =~ =

Ha

o

- : e _— .
-~,‘“‘1§ Consideremos ¢l mismd “ciraifto fiagnético, en el cual se quicre

“determinar el flujo magnético para un valor dado de la fmm. Este
problema no tiene una solucion “directa” puesto que la relacidon entre
¢l flujo v la corriente no es lineal.

El problema se puede resolver por tamteas sucesivos., Primere, nos
proponemos un valor del flujo magnética, por ejemplo #’, lnego igual
que en el problema precedente “directo”, encontramos la fmm, F' =
= I''v = Z(HI)". §i el valor de Ja £.m.m. obtenida coincide con la dada,
F = [, el problema estd resuelto; pero el primer tapteo no suele dar

“esa voincidencia. Entonces nos proponemos otros valores del flujo
magndtien &7, @, ete,, v hallamos los correspondientes valores de
la £mm. F”" = I"w, F” =1"w, etc., con los que constreimos la carac-
teristica auxiliar ®(ZHI) (fig. 6-10).

B P

‘w.._-\-._....-_«. ) qcﬂu
1
]
'
'
1
b
L]
: In
142

¢ %
¥ia. 6-10

Llevando sobre el eje de las abscisas la fmm. dada F = Iw y tra-
zando por el punto @ una paralela al eje de las ordenadas hasta su
interseccidn con la curva ®{ZH!) en el punto b, la ordenada ab nos
dara el valor del flujo magnético buscado.

1 B,l,
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En los cilculos pricticos no tiene sentido construir toda i curva
®(2HI) empezando desde cero. Para obtener el primer punto de esta
curva igualemos la fuerza magnemotriz dada F = Its a la tensién mag-
netica existente en el tramo de mayor resistencia magnética R, &’ = It
y de esta igualdad, con ayuda de la curva de imanacion determina-
remos el flujo magnética maximeo. ,

Cuando en ¢l circuito magnético hay un entrehierro, éste suele
ser precisumente el tramo de mayor resistencia magnética, Para el
entrehierro, conforme a 1a figura 6-8, escribiremos la ecuacién indicada

o 2,
en la forma siguiente: _S;" 0" =TJw; de donde
Hud.

o AW
2l -
II{)SE
Dado que los otros tramos del mismo circuito magnético, asi como
el tramo de resistencia magnética maxima, limitan el flujo magnético,
los _}'alores subsignientes, necesarios para la construccién de la curva
Q(ZI{l) deberdin scr menores que @,

Al resolver problemas de este tipo, conviene resumir los caleulos
cn la tabla siguiente: -

FR—

a i : *

] O [ ; i ;

& B =_T = - _I : i

| 1= B, = 5 B, = 5 .H] | H, ; H, | iy Hil, chlr,i i
SV s fem® [V sefeme "\-’;’sf.z/cmﬁiA/cn'.-iA/cn: Afem| A A [ A A
. . ;- e— T RE— I ) | ) e e . - — - |. .

b B B: CHyCHL R \E HL -9 HL (SHID

B B I Hy} H: HZIIHT. 9 Hil, -*(EHI)

» Coma el flujo magnético en todos los tramos de un circuito mag-
netico no ramificado, tiene el mismo valor, la curva caracteristica
Q(XHI) puede reconstruirse por analogia con el circuito eléctrico, su-
mando grificamente Jas abscisas de la recta O(H.-2L) y de las cu’rvus
D) y ®(HL) para los mismos valores del flujo magnético.

Es facil construir la caracteristica ®(H,.-2,), por ser una recta
que pasa por el origen de las coordenadas, hallando H, para algin
valor de ®, . '

Las caracteristicas ©( H,I,) y ®(H.L) pueden construirse teniendo
las curvas fundamentales de imanacidn para los materiales del primero
v del segundo tramos del circuito magnético. Para ello, hay gque mul-
tiplicar las ordenadas de las curvas de imanacitn por las secciones
del primero ¥ del segundo tramo, y las abscisas por sus longitudes.




1568 PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

6-3. Cilculo de los circuitos magnéticos ramificados.

El céleulo de los circuitos magnéticos ramificados esta basado en
la aplicacién de las leyes de Kirchhoff. ' :

Fn virtud de la relacién no lineal entre la induccién y la intep
sidad del campo magnético en los materiales ferromagnéticos, los céle
los de esos circuitos se efectian generalmente por métodos grafoan:
liticos, andlogos a los métodos de célculo de los circuitos eléctricos mc
Jlineales {Cap.5). Del mismo modo que en los circuitos eléctricos,
ante todo es necesario indicar los scntidos de las fuerzas magneto-

Fia. 6-11

‘motrices, si éstas son conocidas, 0 proponérselos si las f.anm. son bus-
cadas. ‘Luego hay que proponerse los sentidos positivos de los flujos
magnéticos y sélo entonces pasar a ta formacién del esquema equiva-
lenté y de su calculo. o
En la figura 6-11 se da el ejemplo de nn circuito magnético rami-
ficado que contiene una sola fm.m. En la figura 6-12 se da el esquema

equivalente ‘para €l mismo circuito magnético. .
* Para este circuito magnético se puede efectnar un calculo “directo”
si el nicleo central tiene la misma seccién en toda su Jongitud I ¥
~esta becha de un sdlo material,; queriéndose determinar la fam.m. para

un valor dado del flujo ©s.
Conociendo ¢l flujo ©s, caleulamos la inducecion B, = —2 ¥ halla-

3
mos, de acuerdo a la enrva de imanacion, la intensidad del campo Hj.

La tensién magnética en la-tercera rama es
\. Ui =SHI=Hy (I, + 1) + Hde,
Dade que la ségunda y tercerd riumas estin concetudas en para-
. iy Upat ™

lelo serd HoIo= U, . I'_Iulm:ndo ealeulado: Ha — —ﬁ%’fL, hallunos B.

de Ia curva de imanacion, _ . .
El flujo ®. = B.Ss; y ¢l fhejo @) = Oo 4+ Dy - Habiendo determi-

nadeo @, calculamos B = _S‘_l_ v en la curva de imanacion hallamos }ﬁl
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Aplicande la segunda ley de Kirchhoff i .‘
= hw=Hil, +ﬁ£ﬁ@ﬁ-f..":y' . doterminames T fman. 1=

. El problema més general de calcular todos los flujos para una
l.m.m.]dada, puedtla'resolverse por el método grifico (fig.6-13) ana-
0go al que se utiliza para el cilculo de los circuitos de corriente
contintia integrado por elementos no lineales.

Construyamos a’ o1 )
a tal efect : . .z
la curva y al efecto, utilizando las curvas de imantacién,

(U ap) = ©.(Haly)

y la curva
4,3( Um ﬂ-b) - ¢:'3(1'{.‘335 + H313)

i-'llfnar?(]o las abscisas de la recta ®3(H.J,) y de la curva ®,(Hgly) para

os mismos valores del flujo magnético ®; siendo L=+ P

s rr.?};xlgando ]Ias orgler]ladas de las curvas ©:(Unm) v 'EIjg(US ») para
ismos valores de la tensidn magnétic imos I

(B, el gnética U,, o construimos la curva

T reI-"O-S{ gl'i?‘fICOS trazados equivalen a reemplazar dos ramas paralelas
sistencias Ry B»rs + R.e por una resistencia no lineal, cuya curva

- caracteristica es precisamente Ia (®s + U, 00 T

¥z, 6-13

" Las construcciones subsiguientes para el circuito ifi

_ ) , no r: -
doﬁps};temdo, se pueden efectuar igual que para ¢l céleulo d;fi::]::::fs
t_(i -9, 0 también construyendo la curva caracteristica @ (Iw — H,l,) =
=®,( I{’,,, as) (como en el céleulo del circuito eléctrico de la fi 15‘5157 '
En la figura 6-13 el cilculo se efectud de esta (iltima manera o
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El punto de interscecion m, de fa carva @(U,, ) con la curva
{2 4 D} U,y o determina la tensidn maznética entre los puntos @ y b
y ¢l flujo @4, Las ordenadas de los puntos de interseccion m. v my de la
vertical my — e eon las curvas O.{U, ) y ©.(U,, ..} determinan los
tlujos @y v & respectivamente,

Problvana 6-1. En Ly [ligura 6-14, &, se wiestra un sicleo de acero electro-
teonica 10 42,
Doterminar dus induccoiones llld;.,ln'lit_d\ S t()(lns' los tramas del eircuilo mag-

ndlico, sabiendo que Tas secciones son 5, = 8, = 3 o, 8, = 10 em?, las longitudes
de los tramos, 1, =30 o, I, =40em y I, = l[}uu ¥ |.1.~s fuerzas magaetomolrices

f"‘] == i.wl =44G A ¥ F: = lez.': = 2R AL

Solucidn.  El esquema equivalente para el cirenito magndtico dado estd repre-
sentado en la figura 6-14, L. Basindonos eo las {6-3) ¥ (6-8) ostablecoronios
las ceuaciones: ;

Py =+ 0y
I]"';] = Hlfl + Uur i
L, == H._,fz + U,

Uni = Hil

ey

* .

Tara resolverlud, constrdremos las CUrViS caracteristicas para todos los tramos del
virenito inagnético:

D (I, —H ) =9, (U

@, (Law, — H.A,) =d,(U

Fm ) )

LI )

o e

e (HL) = 9, (U

) I (il =y
e l b
L - %l, , -
frazy | [ [4] e
: A | i
L ;ﬂ:_ﬁ,__:b_ﬁ;_J R
B s o
Fia, 6-14a Fic. 6-144

A tal efcecto nos pmponcmns los valores de @4 y €, y hallamos las inducvio-
nes en los distintos tramos ¥ luege, de acverdo a 1.1 curva de imantacidn, deiermi-
nunos las intensidades del campe magnétice. Segim los vialores conocidos de las
jutensidades del campo magnético hallamos las tensiones magnéticas en los tnunos
para distintos flujos. Los resultados de los cilenlos estin rennidos en Ia talily;

L 0
:;::lel b © ° 3 8B 8 8 2 8 §
w B - B
<8238 3533533
<l L L L L L % 1 7
g o = = = 3 é é g &
&5 MR e g 008 g %
s bl w3 m. w3 ;."3_.._
sfl-fELLLLLL
= . : .
R EREEE
&
”:f o o] ~H ;
- cy o (] o=
g 8 R I8 E 8§ 2
L ’
Il
5 e S 2 =
< d 3 8 % 8 g g §
-0
j= e
5! < = g @ 0 E‘
S 3 I 3% B g 8 &
It
n noe 8 9 wm o o o
P © 8 8K 8§ £ g€ 2 g
!—i'r—i
mﬂ w
n E] o B E 8 8 8 8 wn o
”'ee.qlm«ﬂ x3 [ "] IN
- R 5
1l ~|HE © = ;" ; é -43 .é ; é
= |t 2 MY 0 - e & S M
) i -
L ¢l o EE LI L L L
L ] 8 8 2 ¥ 8 B 8
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Con los datos de la tabla construimos (fig.6-14,¢): D,{U,, ;). ©(U,, o)
y ©,(U,, ;»). Coma los flujos deben satisfacer & la ecuacién $; + ¢, = ®,, cons-
truimos la curva auxiliar (®; 4 ®,)U,, ;. Para elle sumamos las ordenadas de
las curvas @ (U o) ¥ ©(U,, ;3) para r?l()s mismos valores de la tensién magné-

Viey

oy (U 28}
<

Fic. G-1l4c

tica U,, ,,- La ordenada del punto m, de interseccion de la‘curva {®; + ©,)U,, o
con la curva ®;U, ;, nos da el valor del flujo ®; = 130-10—5V/sg ya que para
ese punto son véilidas las ecuaciones

Liw, — Hyly = Lywy — Holy = Hyly y 04+9:.=29,

Para hallar los ﬂu]os ®, v ®,, tracemos por my una paralela al eje de las ordenadas
 hasta su interseccién con las curvas ®,(U,, .} ¥ $,{U,, ) obteniendo los seg-
mentos mm, y mm, que nos dan los flujos ¢, =70-10—8 V/sgy $,=060.10—3 V/sg.
Conoelendo los flujos determinamos las inducciones magnéticas:

B, = »—g!— = —T;—- 105 = 14-10—5 V/sg/cm?;
1
. . B, = -j:-.l — -259—-° 10—% = 12 . 10~8 V/sg/cm?2;
2 X .
®, 130:10-5 ‘
=t = 13108 V/sg/em2,
By=-3, 16 g

6-4. Caleulo del circuito magnético de un iman anular permanente con
entrehierro. )

En la figura 6-15 se muestra esquemiticamente un niicleo anular
_ de acero con entrehierro. Se trata de determinar el flujo magnético en
" el entrehierro, sabiendo que el niicleo fué previamente imantado hasta'
la saturacién. Estin dadas las dimensiones del nicleo y la curva de
ﬁiesunantamén B= TIH ) del mafefall =
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Si no hubiera entrehierro, entonces, después de la imantacion, la
induccién magnética en el nicleo seria igual a la induccién remanente
B, y la intensidad del campo seria igual a cero, circunstancias que se
desprenden directamente de la ley de la corriente total. En el lazo
de histéresis, ese estado corresponde al punto superior de la curva de

‘desimantacién (fig. 6-4). Habiendo entrehierro, la intensidad del cam-

po no es igual a cero, lo cual es ficil de demostrar, aphcando la ley
de la corriente total '

Fig. 6-15

La integral del vector de intensidad del campo. magneuco, alo

largo de la linea media cerrada del nicleo anular, es § Hdl =0, pu?s-
to que no hay corriente magnetizante.

Supongamas que la intensidad del campo H, en el nicleo de acero
es la misma en todos los puntos de la linea media. La intensidad del
campo en el entrehierro es

K .}}8: B, “\\

Lo B0
Elijamos la direccién del recorrido para el contorno de integra-
cién, de tal modo que coincida con el sentido de la linea del vector
de la induccién magnética. Basindonos en la ley de la corriente total
C 4 HAl= Hl+ HL=0. " (6-9)

Para. una long:tud 1n51gmf1cante Ji_&l entrehlerro se puede considerar

la seccién S, igual a la seccién del micleo, es decir ‘Gonsidérar "gue la
induccidn en todos los puntos del circuito magnético es la misma,

TR .

: | S. S,

Entonces de la (6-9) "~ °
" Ie _ Bﬂ Ic __ Bn
Hn _— He I“ ™ I“ T4iYE E‘-O_,
donde :
: I
Np—= =1
o !..

se llama coe)‘wtente de desmtantaadn por mducclén.
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Por consiguiente, en este caso, a pesar de que no hay corrientes
de imantacién, la intensidad del campo magnético en todos los puntos
del nicleo anular no es igual a cero. En el entrehierro, el sentido del
vector de la intensidad de campo coincide con el sentido del vector de
£ induccién magnética, mientras que en el interior del nicleo ambos tie-
" nen sentidos opuestos (fig. 6-15).

El valor negativo de la intensidad del campo magnético indica
que en presencia del entrehierro, la induccitn magnética B es menor

que la induccién remanente By = pof; lo dicho se desprende déTd 3

[ et

presion B = po] 4 poH,.
" 'Dado que 3I'valr negativo del campo magnético H, corresponde
un valor positivo de la induccién B, = B,, el estado magnético del
nuicleo quedard determinado por uno de los puntos de la curva de des-
mantacion (segundo cuadrante del lazo de histéresis). .
Construyamos ¢l grafico de variacién del flujo magnético P, =
= B,5, en funcidn de la tensién magnética Un.n = U ap = H,l,, tomada
en el sentido del vector H entre los puntos a y b de los extremos del
nicleo; esta relacidn se obtiene de la curva de desimantacién, multi-
plicando simplemente sus ordenadas por S, y sus abscisas por I, (fig.
6-16). Construyamos sobre los mismos ejes la curva que expresa el
flujo magnético en el entrehierro, en funcién de la tensidn magnética
tomada en el sentido de H, entre los mismos puntos a y b del niicleo, utili-
zando el mismo procedimiento gue para la construccién de la curva
@1 (Usop) en la figura 6-13. Esa tensién os .

Um.u =U, ap — Hm.cq)s =HJl = B, Ie =®, __!a‘_;
. e }‘-Obn
. de donde
- "ZZ; Um, e m.é
R PR
l-losn

Fus. 6-17

De csta Gltima cxpresion se desprende que el flujo magnético varia
en funcién de la tensiém magnética U,,., segin una linea recta (fig.

variar la tensién magnética U, ., no segim la curva de desimantaci
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6-18). Sefialemos que la resistencia magnética del enirehierro. tiene,
en la prictica, un valor dlgo menor gue el determinado por la férmula

L
Hove = 08

porque el flujo magnético se distribuye, en el entrehierro, sobre una
superticie mayor que la seccidén transversal del niiclea (S, > 5.k

Comg”el fhiijo’ magnético en'el niicleoes 1gial al Mijo eh el entre-
hierro, es decir ¢, = ®, y la tensién magnética U, , = m.0 €l fhajo
magnético estar4 determinado por la ordenada del punto m, de inter-
seccién de la curva ®,(U,.,) v de la recta ©, — g‘”” (fig. 6-18).

Bajando desde el punto m, una perpendicular al eje de las abscisas,
obtendremos el segmento Om que nos da la tensién magnética entre
los puntos a y b.

Determinemos ¢l flujo magnético en el entrehierro para el caso
en que, una vez imantado el nicleo de acero, la longitud del entre-
hierro se reduzca introduciendo un disco de acero (fig. 8-17) de sec-
cidn S, y de permeabilidad magnética tan grande que su reluctancia
se pueda despreciar. .

Disminuyendo la longitud del entrehierro, disminuir4 su resistencia

A

PI'IJSn '

magnética hasta R, , —

La variacién del flujo magnético en funcién de la tensién Un.o»

m.e

r
R,

Ias abscisas ser4 mayor que el formado por la recta ®, =

cuyo 4ngulo con el eje
Um.!

estara representada por la recta ¢, =

-8
6-16). Al mismo tiempo, el flujo @7, en el niicleo de acero crecerédal !
sino segin la curva myem, de un cicle singular @ (Un.n). Reempli
zando la curva muam, por una recta, la mymy, su punto de intersec-%

Um.e
s

cidén m; con la @, — determina, precisamente, el valor buscado

L4
del flujo 97, en el entrehierro. _ :

Si se imantara el nticleo una vez introducido. el disco de acero,
entonces el flujo magnético seria notablemente mayor y estaria deter-
minado por la ordenada del punto ms. Al extraer el disco del entre-
hierro, el niicleo se desimantars y el flujo disminuird hasta llegar al
valor de la ordenada del punto m;. Si se introduce nuevamente el disco
en el entrehierro, el flujo magnético crecers sélo hasta alcanzar el valor
de la ordenada del punto m., _

En el grifico de la figura 6-16, se puede apreciar la influencia de
los distintos factores sobre el flujo magnético. En particular, aumen-
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tando la longitud del imén y utilizando un material de una ‘mayor fuerza
coercitiva H,, las abscisas de la curva @,(U,.) serin relatwamen'te mds
largas; aumentando la seccién del iman S, y utili.zando un materla! con
una mayor induccién remanente B, para una misma fuerza coercitiva,
crecen las ordenadas de la curva @,(Un). .
Las nuevas aleaciones del pais destinadas a la fabricacién de ima-
nes permanentes, elaboradas por A. S. Zaimovsky y que poseen una gran
fuerza coercitiva, permiten obtener flujos considerables para pequeiias
dimensiones de los imanes. - : o

.

85. Célculo de un circuito magnético, no homégeneo, no ramificado,
formado por un imén permanente. :

En la figura 6-18 esti representado un circuito magnético, com-
puesto de un iméan de longitad L, y seccién S, y de un tramo de lon-
gitud ¥ + 1" y seccién S, de un material magnéticamente blando, para
el cual se puede despreciar la histéresis, es decir, se puede considerar
que su estado magnético queda determinado por un solo grupo de \_ralo-
res dados por la curva fundamental de imantacién, y d_e-un entrehierro
de longitud L. Se quiere determinar el flujo magnético en el entre-
hierro una vez imantado todo el circuito hasta su saturacidn.

Utilizando la cutva de desimantacién, construyamos, como lo hemos
hecho anteriormente, la funcién o

Qa = B“Sn = @n( Uﬂl,ﬂ)’

donde Uy, = H.l, (fig. 6-19). o
- Luego sobre €l mismo trazado y en'la misma escala, construyamos
la-curva ®,(U. ) para la parte restante del circuito magnético, inclu-

?
;,'*;"“_‘I""""} -5
IS| 1
%n LJQ
: Hi
. 1
T o : Ul

Fio. 6-18 Fis. 6-19

yendo €l entrehierrol.l Para ¢onstruir la curva nos pfopohemos distintos
“valores del flujo ®,, detfaj-nﬁnamos la induccién B, = %, y de la curva

de iman{acién -ha!_lamosxla intensidad del campo magnético H. Luego
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calculamos la tensién magnética U,, . para cada valor del flujo por la
férmula

Umab:H(r-"‘I”) “I“Helc:

es decir, obtenemos la relacién @, Uy o).

El flujo, en todos los tramos del circuito, tiene el mismo valor
®,=®,, y la tensién magnética U,, o= Uy Por lo tanto, el flujo
magnético buscado estard determinado por la ordenada del punto m de
interseccion de las curvas ®,(Up o) ¥ Da{ Un.p)- . o

En conclusién y a titulo de ejemplo que ilustre la aplicacién préc-
tica de los imanes permanentes, examinemos el aspecto cualitativo de
los fenémenos que se observan durante la rotacién del nducido de un .
magneto (fig.6-2) y estudiemos grificamente los limites de variacién
del flujo magnético en el entrehierro. Para simplificar la construccitn,
supongamos iguales a cero las resistencias magnéticas del nicleo y de
las piezas polares. ' "

En la figura 6-16 se muestra la curva de desimantacién de un imin
permanente cuyas ordenadas estdn multiplicadas por la seccién del-
imén, y las abscisas por su longitud media, L

Admitamos que todo el sistema de! magneto haya sido imantado
hasta la saturacién, estando el inducido en la posicién indicada en la -

- figura 6-2, es decir con un entrehierro minimo, Kl flijo magnético ®; en

el inducido quedard determinado por la ordenada del punto mg (fig.

16-18) de interseccién de la curva de desimantacién con la recta Om,.

Al girar el inducido de la posicién indicada en la figura 6-2, a la posi-
citon en la cual el entrehierro se vuelve maximo, €l flujo en el inducido
disminuye hasta llegar a @,, determinado por la ordenada del puntc m,
de interseccién de la curva de desimantacién y de la recta Om,.

Al continuar el giro del inducido hasta la posicién en la cual el
entrehierro se vuelve minimo, el flujo crece hasta alcanzar el valor- ®,,
dado por la ordenada del punto m, en la curva del ciclo singular myam,
(fig. 6-18). Prosiguiendo el giro hasta la posicién en la que el entre-
hierro se vuelve méximo, el flujo magnético disminuye segin la curva
descendente del ciclo singular mybm, y adquiere su valor anterior ®,.

De modo que al girar el inducido, ¢! flujo magnético varfa en una
magnitud igual a la diferencia de las ordenadas de los puntos m, y m,,
esto es . - .

AD = @y P,

Haciendo girar el inducido del magneto, en las espiras uel aryolla-
miento se inducird una f.e.m. alterna cuyo valor se determina’ por el
nimero de espiras del bobinado, por el valor maximo del flujo .(®,)
y por la velocidad de rotacién.
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Capfruio VII

CORRIENTES Y TENSIONES SINUSOIDALES

7-1. Corrientes alternas.

" El comienzo de la aplicacién en gran escala de la corriente alterna
en la electrotecnia, estd vinculado con la solucién del problema de la
produccién oentrahzada de energia eléctrica y de su transmisién a gran-
des distancias. Las consideraciones econdémicas y las condiciones de
seguridad exigen que l2 transmisién y la dlstnbuclén de la energia se’
realicen a diferentés tensiones: alta tensién, para transmitir energfa err
lineas largas, 4 tensi6n relauvamente ba}a para su dlstnbuaén a los
consumideres *

Conozcamos las nociones fundamentales referentes a las corrientes
alternas.

valor instanténeo 1. %m de los dos sntldos po;nbles de Ia co-
rriente que atraviesa una séccion transversal del conductor, Tos valores
instantdneos se consideran positivos y, para el sentido opuesto, nega-
#ivos. El sentido de Ta corriente cuyos valores instantineos son posi-
tivos, se denomina senfido positivo de la corriente. La comiente estd
adetermmada si se congce la variacién de su valor instant4neo en fna-
cién del tiempo i = F(t) y s estd indicado su”sentido positivo.”

" Las cortientes cuyos valores sé. repiten a intervalos iguales de tiem:
po v en el mismo orden, se llamau corrientes periddicas, El minino

® En 1878, P. N. Iiblochkov ideb un aparato excepeionalmente simple,
transformador, por medio del cual se modifica la tensién de una corriente
El empleo del transformador resolvié el problema de la obtencién de las distintﬁ
tensiones necesarias para transmitir y distribuir la energia. Pero en aquel tiempo no
habia motores enteramente adecuados para la corriente alterns. En 1889, M. Q. Do~
livo-DoBrovolsky ideb un motor trifisico asincrénico de corriente alterna. Gracias a
los trabajos de M. O. Dolive-Dobravolsky, quien elaboré todos los eslabones de Ia
transmisién y de la distribucién de la energia por medio de la corriente triffisica
(cap. 14), la corriente alterna conquisté un lugar preeminente.




172 PRINCIFIOS DE ELECTROTECNIA

intervalo de tiempo después del cual se observa esa repeticién  se Hama
W%—Para la corriente periddica

i:F(t):F(t-—]—T).

En la figura 7-1 se da un ejemplo de la funcién i = F(¢) para la
corriente periédica en una rama de cierto circuito, La flecha en el

esquema indica el sentido positivo de la corriente. Las flechas de pun-

tos sefialan los sentidos rcales de la corriente en la rama en el trans-
curso de distintos intervalos de tiempo, cuando i > 0 y cuando { < 0.
El segmento de curva comprendido entre los puntos a y b o entre

O 'y ¢ comprende un ciclo completo de variacién de la intensidad de

la corriente ‘en un periodo.
La magnitud inversa al perfodo, se llama frecuencia f. Numérica-
mente es igual al nimero de periodos en una Tnidad de tiempy

f=g.

- La unidad de frecuencia se llama hertz o ciclo por segundo. La
corriente continua se puede considerar como un caso particular de
la corriente periddica cuyo periodo de variacién es infinitamente gran-
de, es decir, cuya frecuencia es igual a cero.

A 8
b =
—_—i
T -
&

e 8 (AR08 dep—yas
Ty o ey
| . -
Fic. 7-1

, La expresion corriente alterna se utiliza frecuentemente en un sen-
tido restringido aplicandola a una corriente periddica tal cuya compo-
nente constante sea igual a cerp, es decir . Co

. h 1 . . .
T )= )
LU | S

El margen de las frecuencias de las corrientes alternas que se apli-
can en electrotecnia es muy amplio, desde decenas hasta miles de
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millones de ciclos por segundo. En la electroenergética de la U.R.S.S.
y de Europa, la frecuencia standard adaptada es de 50 ¢/s; en los Es-
tados Unidos de América, de 60. En los distintos campos de aplicacién
industrial suelen utilizarse corrientes alternas de una frecuencia de 10 a
50.10% ¢/s. En la radiotecnia se emplean frecuencias hasta de 31010 c/s.

Todas las definiciones dadas més arriba para las corrientes y las
nuevas que se introduzcan en lo sucesivo, son aplicables a las tensiones,
a las fem, a los flujos magnéticos y a otras magnitudes eléctricas y
magnéticas cualesquiera que varfan con el tiempo. Sblo se imponen
algunas aclaraciones en lo que se refiere al signo de las tensiones y
f.e.m. alternas,

La tensién alterna entre dos puntos A y B, que se determina sobre
el trayecto I en cualquier sentido de A hacia B, o de B hacia A, perié-
dicamente varfa de signo. Adem4s, si en un instante dado, u4p > 0,
en ese mismo instante la tensién up, < 0. Por consiguiente, si 1,5 se
determina como una cierta funcién de tiempo F(t), esto es, usp = F(t),
entonces #ipy queda determinada por la misma funcién de tiempo pero
de signo contrario, es decir, uns == — F(t).  Convendremos en llamar
sentido positivo de la tension aquel sentido para el cual la funcién que
determina la tensién, toma valores positivos. De manera andloga se
introduce la nocién del sentido positive de la f.e.m.

Son objeto de la més amplia aplicacién en la electroenergética las
corrientes. grmiuicas o sinuscidales simples, o sea las que son funciones
sinusoidales del tiempo. Esto se debe a que en las Gorrientes no sinu-
soidales pueden surgir fenémenos indeseables tales como: un incre- -
mento en la pérdida de energia, la aparicién de tensiones considerables
en distintos tramos del circuito e influencias perjudiciales para el ser-
vicio de las comunicaciones eléctricas.

7-2. Nociones sobre los generadores de corriente alterna.

Examinemos la estructura de los generadores de corriente alterna
que se utilizan en la electroenergética. El generador consta de una parte
tija, el estator, y de una parte mévil, el rotor. En el rotor se disponen
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generalmente los electroimanes (fig. 7-2). Su arrollamiento de excita-
cion es alimentado a través de anillos y escobillas, por una fuente de
corriente continua. En las ranuras del estator, armado con chapas de
acero, se alojan los arrollamientos del estator, Estin unidos entre si en
serie, en la parte anterior y posterior del estator alternativamente (esas
conexiones estin representadas con lineas llenas y de puntos respec-
tivamente ).

~ La fuerza electromotriz inducida en un conductor del arrollamiento
del estator es

¢ = Blv.

donde B — es la induccién magnética del campo que se mueve res-
pecto al conductor;

I-—1a longitud activa del conductor;

v-— la velocidad de desplazamiento del campo magnético res-
pecto al conductor.

Por cuanto Iy v son constantes, la ley de variacién de e la deter-
mina la variacién de B.

Para obtener una f.e.m. sinusoidal que es a lo que swmpre se tlende,
es necesario que la distribucién deé la induccion magnética en la peri-
teria del estator sea préxima a la sinusoidal.

En una revolucion del rotor, se producen p ciclos completos de
variacién de Ja f.e.m. siendo p el ndmero de polos. Si el rotor da n
revoluciones por minuto, resultan pn periodos en un minuto y por con-
siguiente, la frecuencia de la f.em. seré:

Para obtener f = 50 ¢/s, los generadore.s con un par de polos deben dar
3000 rev/min, y con dos pares de polos 1500 rev/min. Con velocida-
des de rotacién fan grandes los rotores se hacen sin polos salientes a
fin de asegurar su resistencia mecdnica. Mas esencialmente sc distin-
guen del generador considerado los generadores electromecanicos de

alta frecuencia. En la actualidad estos. se fabrican para frecuencias

de 800 a 8 000 ¢/s y se utilizan a la par de los generadores electrénicos
en las instalaciones electrotérmicas. Corrientes alternas de frecuencias
mas elevadas se obtienen exclusivamente en los generadores electrénicos.

7-3. Corriente sinusoidal.

Fl valor instantineo de la corriente sinusoidal se determina por la
expresion:

i:I.;.sen( 2;,‘ ) . {(7-1)

donde [, e la intensidad méxima o amplitud de la corriente.. El
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argumento del seno de i“—t + v representa la etapa o fase de la va-

riacién arménica de la cornente y se denomina por ello dngulo de fase
o simplemente fase. La magnitud 1 representa el 4ngulo de fase en el
momento inicial (£ =—=0) y se llama por lo tanto dngulo inicial de fase
o més brevemente fase inicial. El dngulo de fase crece continuamente
con el iempo, Cuando el dngulo de fase ha aumentado en un valor 2x
o en un miltiplo de 2x, todo el ciclo-se repite. Por lo tanto, cuando
se habla de un éngulo de fase para un instante cualquiera, general-
mente se descuenta un.nimero entero de 2n de modo que el valor del
éngulo de fase se encuentre entre los limites = x o0 entre 0 y 2x. En un
intervalo igual al perfodo T, el 4ngulo de fase aumenta en 2n. La

magaitud 2n mide la velocidad de variacién del angulo de fase y se

T
designa con ®. Tomando en cuenta que fz—,}.—, se puede escribir:
o=28 = orf. (7-9)

La magnitud w, llamada frecuencia angular (o pulsacién} se mide por
el nimero de radianes en que aumenta el dngulo de fase en un segundo.
Asi, por_ejemplo, para f=50c/s tenemos w = 314 rad/seg. Inlrodu-
ciendo el simbolo de la pulsacién w en la (7-1), tendremos:

i= I, sen (of 4-y).

En la figura 7-3 se dan los grificos de corrientes sinusoidales que
tienen igual frecuencia y distintas amplitudes y fases iniciales:

i = I;m sen ((.l)t + wl)

ig:f;,-,,,sen (wt—f’"wg)

Sobre el eje de las abscisas se llevan los tempos ¢ o la magnitud pro-
porcional al tiempo wf.

L

Fie. 7-3
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El éngulo’ de fase inicial se cucnta siempre desde el momento
correspondiente al principio de la sinusoide {el valor nulo de la sinu-
soide en su transicidon de los valores negativos a los positivos) hasta
el momento en que se empiezan a contar los tiempos (erigen de las
coordenadas). Para \; > 0, el crigen de la sinusoide estd desplazado
a la izquierda (i), y para yu < 0, a la derccha (i} a contar desde el
origen de las coordenadas (¢ = 0). Ei valor instantines de la corriente
sinusoidal puede representarse también en forma de una funcién co-
sinusoidal del tiempo:

i=1I,cos (wt40),

donde # = p—

.

b s

5i varias funciones sinusoidales, de igual frecuenciz, no pasan simul.
tineamente por sus valores mAximos o nuics, sc Gice que estén despla-
zadas de fase. El desplazamicnte de fase se mide por 1a diferencia de
los 4ngulos de fase que evidentemente cs izual a la diferenczia de los
angulos iniciales de fase. En la figura 7-3, por ejemnio, Yy — s > 0,
es decir Ia corriento 4, adeclanta en fase a la corriente 1, de un angulo
P — Pz 0 también, Io que es io mismo, la corriente i» refiaza respecs
to a la corriente i; de un dngulo Yy - vy, '

Si las funciones sinusoidales de ina misma frecuencia tiencn fascs
iniciales iguales, entonces se dice que estdn (o concuordan) en fase;
~si Ia diferencia de sus fases es igual a =&, se dice que esidn en

" oposicidn de fase y finalmente si su diferencia es igual a = g-, cstdn

en cuadratura.

74. Los valores eficaces dec la corriente, de Ia f.e.m. y de la tension.

s .
La fuerza mecinica (fé interaccién de dos conductores, por los
cuales fluye una misma corriente, es proporcional al cuadrado del valor
instantineo de la corriente. La accién térmica de la corriente es tam.-
bién propercional al cuadrado de la intensidad de la corriente. Por lo
tanto, para poder juzgar de la magnitud de la corriente periodica, se
introduce el concepto del valor medio cuadritico de la intensidad

en un perfodo y que se llama valor eficaz de la corriente alterna,

T
I=|/1 (e ’ -
Tofzdt (7-3)

En un periodo de la corriente alterna, se libera en un conductor de
resistencia r, una energia térmica igual a;

T T
‘o Ty 1_ ooy
frz dt_,rT—T f: df = r]2T.
o o
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De aqui se deduce que el valor eficaz de la corriente alterna es igual
numéricamente a la intensidad de una corriente continua tal que, en
un intervalo de tiempo igual a un periodo, libera en el conductor una
antidad de calor igual a la que libera 1a corriente alterna,
Establezcamos la relacién entre la intensidad eficaz I y la ampli-

tud I, de la corriente sinusoidal;

r . T
— 1 oy, 12 : .
e —T—Jz-dt:?afswz (ot +p)dt =

T
IE 2
=2—;Df[1_cos (m+z¢)]de=%_.

Por consiguiente
R /3
Los valores cuadriticos medios de-las otras magnitudes periédicas
cualesquiera, en un perfodo, también se Naman valores eficaces de di-

chas magnitudes. Asi por ejemplo, los valores eficaces de las f.em.
y de las tensiones son: S .

(74)

Las f.e.m. y tensiones sinusoidales eficaces son

B U= .
g Y U TENE

Cuando se habla de las tensiones y corrientes periddicas, se so-
breentiende generalmente sus valores eficaces y en honor a la brevedad
se dice simplemente tensién-de tantos volt e intensidad de tantos am-
pere. ‘En la electrotecnia suelén presentarse tensiones e intensidades.
tanto muy pequefias como muy grandes. La tensi6n, en lgs bornes de
entrada de un receptor de radio .de alta calidad, con la cual aun es
posible recibir sefales radiales, tiene un valor eficaz del orden de los
microvolt. La tensién entre los conductores de las lineas de transmi-
sién Kuibishev-Moscti es de 400kV. En los hornos eléctricos de fun-
dicién se necésitan intensidades del orden, de decenzs de miles de -
ambere, '
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7-5. Representacién de las funciones sinusoidales del tiempo por vec-
tores y nameros complejos.

Se facilita el cdlculo de los circuitos de corriente alterna, represen-
tando las magnitudes que varfan sinusoidalmente en el tiempo, por
medio de vectores o de nimeros complejos. Sea una cierta magnitud
{intensidad, tensién, flujo magnético, etc.} © =V, sen {(wt -}- ), *To-

”I -rJ

S
iz

e
Fic. T-4

. memos un sistema de ejes ortogonales MON (fig.7-4). Tracemos el
vector V,,, cuya longitud, en escala arbitraria, es igual a la amplitud
Vw ¥ que forma un angulo ¢ con el eje horizontal OM.

Los 4ngulos 1 positivos se toman en el sentido contrario y los nega-
tivos en el mismo sentido del movimiento de las agujas del reloj. Ima-
ginémonos que el vector V.., 2 partir del momento ¢ = 0, gira alrededor
del origen de las coordenadas O, en el sentido contraric al de las agujas

del reloj con una velocidad anguldr constante igual a la frecuencia an~

gular ©. Al cabo de un intervalo de tiempo ¢, el vector V,, formard
- con el eje OM un éngulo w# +- Y. Su proyeccién sobre el eje N'N es
tgual, en la escala elegida, al valor instantineo de la magnitud con-
siderada. S

Los valores instantineos, como proyecciones del vector sobre el -

eje N’N, se pueden obtener también de otra manera y es, dejando el vec-
tor V,, fijo y haciendo girar, desde el momento =0, el eje N’N en el
_sentido del movimiento de las agujas del reloj, con uvna velocidad
angular w. En tal caso, el eje giratorio NN se designa con el nombre
de linea de tiempo. : ' o
Pe modo que entre ¢l valor instantineo v y el vector V,, se puede
establecer una refacién uniforme. V,, es el vector representativo de la
funcién sinusoidal del tiempo o simplemente vector de la magpitud o.
"Asf, por ejemplo, hay vectores de tension, de f.e.m., de intensidad, del
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flujo magriético, etc. Tales denominaciones son expresiones abreviadas
convencionales y los vectores mencionados tienen un significado distinto
del de los vectores que determinan los valorés y las direcciones de las
magnitudes fisicas en ¢l espacio, tales como los vectores de la veloci-
dad, de la fuerza, de la aceleracién, de la intensidad del campo eléc-
trico, ete. : : .

Los vectores que representan las funciones sinusoidales del tiempo,
se designan con maytsculas con un punto arriba. El conjunto de los
vectores que representan las funciones consideradas, constituye el dia-
grama vectorial, _

Si se considera a MON como un planc complejo y a los ejes MM’
y NN’ como ejes de magnitudes reales e imaginarias respectivamente,
el vector V., corresponders a un nimero complejo cuye médulo es V,,
¥ cuyo argumento es &l 4dngulo . Ese niimero complejo Vi se llama .
amplitud compleja de la magnitud considerada. S
-~ La amplitud compleja se escribe generalmente en una de las dos
formas siguientes:

_‘}m = Vmek = Vm Fa ‘I’s (7'5)

La forma Ve se llama exponencial, y Ja forma V,, / y, polar.

" A la amplitud compleja V,, se le puede dar la forma trigonométrica
y algebraica:

Va=Va(cosy+fseny) =V, + V. . (76)

Si el vector V., & partir del instante ¢ = 0, gira en el sentido con-
trario al de las agujas del reloj con una velocidad angular o, le corres-
ponderd la siguiente funcién compleja del tiempo.

Vel (@t + 9 =V, cos (wt -+ 4) + Vi sen (w2 + ).

El valor de Jg parte imaginaria de esa funcién, sin el simbolo §, es igual
a la magnitud o considerada que varia sinusoidalmente. o
- De modo que entre la magnitud v y su representacidn, la amplitud
compleja, hay una relacién uniforme que se determina por la siguiente

igualdad: . .
v =Im [V, @+ "] = Im [Vaelteiot] =Tm [V,eft], (7-7)

donde el simbolo Im indica que de la funcién compleja del tiempo
anotada entre corchetes, sélo se toma el valor de la parte imaginaria
sin considerar {. :

Observemos que las magnitudes complejas que representan a las -
funciones sinusoidales de tiempo, se designan con mayisculas marcadas
con un punto arriba, Todas las magnitudes complejas restantes que se
encuentran al analizar los circuitos de corriente sinusoidal, se acostum-
bra designar con maydscula sin puntos (pérrafos 8-6, 8-7).
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Si se representa la magnitud arménicimente variable en forma de
una funcién sinusoidal del tiempo, su valor instantineo sera

v =V Qos (ot 4 8) = Re [V, cos (0f +8) + iV sen (wt + ] =
= Re [V, eftt+9] = Re [V,,efot],

donde el simbolo Re designa la parte real de la funcién compleja del
tiempo anotada entre corchetes, .

- En ese caso, v se determina graficamente como una proyeccion del
vector gifatorio V.eft sobre el eje de las magnitudes reales.

. El método de cilculo de los circuitos de corriente sinusoidal, basado
en la representacién de las funciones arménicas de tiempo por niimeros
complejos, se llama método de las magnitudes complejas, método de las
amplitudes complejas o método simbdlico. Esta tltima designacién es-
triba en el hecho de que los niimeros complejos son representaciones,
“simbolos™ de las funciones sinusoidales de tiempo.

7-8. Suma de las funciones sinusoidales del tiempo de igual frecuencia.

En el estudio de los circuitos de corriente sinusoidal suele presen-
tarse la necesidad de sumar funciones arménicas del tiempo de igual
freciencia, pero de amplitudes diferentes y con fases iniciales distintas.
Vamos a exponer dos sencillos métodos que nos permitirdn resolver este
problema, el grifico y el analitico. '

Sea hallar la suma de

vlemsen(wt-_l—lpl) y Ug:ngsen(wt—i—'llJz). .
Escribamos: :
v=1v + v =Im [V'me-’i“"] + Im [Vz',.e“}. .

1 expresién se puede considerar como la suma de las proyecciones
‘e el eje N'N de los vectores giratorios

vmejw: y "szejmt,

‘donde . ' .

Vl,,. =V ne ¥ vzm = Vin&i¥s

- -{fig. 7-5). El diagrama vectorial fué construido para el caso. en que

>0y <O

El vector V4, desplazado respecto al vector Vi, de un angulo Yy — 1,
. - en el sentido contrario al de las agujas del reloj (sentido de la fotacidn
" de los vectores) adelanta al vector ‘_?'2,. de un 4ngulo y; —,. Corres-
pondientemente el vector Va, Tetrasa con respecto al vector Vs, de un

dngulo ¥y — .. ' X
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La suma de las partes imaginarias de las magnitudes complejas
es igual a la parte imaginaria de la suma de las magnitudes comple-
jas o, también, la suma algebraica de las proyecciones de los vectores

& Ly

=~ o
AN
\
\\
A
w\ W
/
f & ff -
Ll 1 4 ;’ Ll
- [\ FERE +
/e
L
|l o {.
¥~ Vom
Fie. 7-5

sobre el eje de las magnitudes imaginarias es igual a la proyeccion,
sobre el mismo eje, del vector resultante de sumar geométricamente
los vectores : oo

S o=1Im [Vy,eft] L Im [Vameiot] = Im [V, efot + Vowetot],

Como ambos vectores giratorios tienen una velocidad angular o
igual, entonces el vector suma, girard uniformemente con la misma ve-
locidad angular y por consiguiente, su proyeccién sobre el eje N’'N sera
también una funcién sinusoidal del tiempo. Esto se refleja en las trans-
formaciones ulteriores: : : : : e

v = Im [Vlmeimt + ‘:"ngmt] — [Ili [(Vlm + Vzm)ef‘”‘] -

=Im [Veit] =V, sen (ot +vy),
donde

f’m - m'g"'i'_"I : Vlm “‘|" ‘:’211'-. ' . P
~ De mo_do que el problema de sumar funciones sinusoidales.r'—"a’g}tm{"?&-
tiempo, de igual frecuencia, se reduce a determinar la amplitud V. ¥ l&" ™,
fase inicial vy de,la funcién suma v. NN

Graficamente V,, y y pueden hallarse en el diagramna veﬂtqnak

sumando geométricamente los vectores Vim Y Vo

Analiticamente se pueden determinar V,, y v sumando las amPhtu—
des complejas Vi y V. Para ello, las amplitudes complejas sumandos
se anotan en la forma algebraica: V,,, — V/ LV oy Ve VL
¥ luego se opera: ' it Vi ¥ Van = Vin 4+ V5n

Ve = Vim + Vi = Vi b Viob (Vi + Vi) = Vo 4 V75
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i

 VamVied Vi Y VE=Vi+Vi.
Va=VVIFVT vy By=3

Dado que tgy = tg (y = x) resulta que para deberminarw hay que
conocer también en qué cuiadrante se encuentra ¢l vector Va. Esto se
 establece facilmente de acuerdo a los signos de las partes: real e ima-
ginaria de V... . B . _ -
Por razones de comodidad, egolos clculos se expresa la fase imi-
, 0o en radianes sino en grados, ' 7 . o
cal 1II,..os métodos examinados pueden ser aplicados para sumar cus;al-
" quier nimero de funciones sinusoidales de tiempo, de 1g11_§1 frecuencia.
Generalmente, en los cilculos de los circuitos de corriente sinu_sm-
dal, interesan solamente los valores eficaces de las funciones sinusoida-
les y sus diferencias de fase relativas, En esos casos, al ‘construir los
‘diagramas vectoriales, se respetan exactainente las diferencias de los én-
- gulos de fase entre los. vectores, mientras que su posicién respecto a los
jes de las magnitudes reales y de las imaginarias puede ser arbitraria,
. ?:salli_ que los ejes no se indiquen. Ademis, las longitudes de los vec-
- fores se toman iguales no aﬁ amplitudes sino a los valores eficaces
“de las magnitudes consideradas. L
Corre;ﬁndientementé, en el chleulo analitico, los 4ngulos iniciales
de fase de las funciones consideradas pueden moedificarse en una misma
cantidad, de tal mods, por ejemplo, que el sngulo de fase jnicial de
. una de las fonciones consideradas sea igual a cero. En lugar de las am-
plitudes complejas se toman generalmente valores /2 veces menores,
los asi Bamados valores éficaces complejos: :

. Va
V _— —
V3
y para abreviar se.suele nombrar directamente las magnitudes. Asi se

dice, por ejemplo, intensidad complefa, tensién compleja, etc.

Carfruro VIII

NOCIONES FUNDAMENTALES ACERCA DE
LOS CIRCUITOS DE CORRIENTE
SINUSOIDAL

8-1. El circuito eléctrico y su esquema.

La corriente eléctrica estd indisolublemente ligada con Ios campos
magnético y eléctrico. En la corriente alterna esos campos varfan con
el tiempo. El campo magnético, al variar, induce una f.em.; la varia-
cién del campo eléctrico es acompafiada por wna variacién de cargas
en los conductores. En los conductores, y a menudo en el medio am-
biente que los circunda, la energia electromagnética. se transforma en
calor. Cierta cantidad de energia electromagnética es radiada. En un
circuito eléctrico no se puede destacar ningim tramo que no esté vincu-
lado con los fenémenos enumerados. . :

En una serie de instalaciones, la energfa electromagnética se trans-
forma también en otras formas de energia, ademés de Ia térmica (me-
cénica, quim.ica,' etC-)- . A E '

Para_simplificar el estudio de todos los procesos enumerados, se
sustituye el circuito’ eléctrico real por un esquema de célculo o cirenito
idealizadg, ¢ompuesto por elementos ‘distintos, e5da 1ino de los cuales
caracteriza uno de dichos fenémenos. L

; Se introducen elementos que caracterizan sélo la transformacién

‘de energia electromagnética en calor; tales son las resistencias r. Esos
elementos se emplean igualments para calcular la transformacién de
la en(;:rgia electromagnética en mecénica y para calcular la energia
radiada. -

" Se introducen elementos que caracterizan sélo la presencia del

~campo magnético; tales son las inductancias L. :

. Finalmente, estin los elementos que sélo caracterizan la presencia

.. del campo eléctrico y son las capacidades C, __
" Las denominaciones de los elementos del esquema coinciden con
las correspondientes a las propiedades del circuito Y 2 sus parimetros
que caracterizan cuantitativamente esas propiedades. La inductancia
Mmutua entre los elementos de un circuito real queda expresada en el
esquema indicando su presencia entre las inductancias propias.
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Las fuentes reales de energia en un circuito idealizado se represen-
n por esquemas que contienen fuentes de tensién o de intensidad.

Fiz, 8-1

_——8e considera que los conductores, que unen los distintos elementos
{ de un circuito idealizado, carecen de resistencia, de inductancia y de
“capacidad. . -

En los conductores y en los nudos de un circuito idealizado no pue-
den acumularse cargas (los Unicos acumuladores de cargas son las ca-
pacidades). Por esta razén, para un nudo cualquiera de un circuito tal,

La suma algebraica de las intensidades instantdneas en un nudo

€5 igual a cero.

~"" La tensién entre dos puntos de un circuito real de corriente alterna
depende en general del trayecto a Io largo del cual aquella se determina.
Veamos en qué se distinguen las tensiones entre dos puntos A y B de
dos -conductores de cualquier circuito de corriente alterna, determinadas

segin dos trayectos distintos AmB y AnBA{fig,8-T)\

Segiin la ley de Ia induccién electromagnética, Ia integral lineal de -

la intensidad del campo eléctrico a lo largo de una malla AmBnA es
igual a la f.em. inducida en dicha malla por el flujo magnéticc variable,
que atraviesa la superficie de esa malla.

$EA=fEat (Ea=e=—92,

t 2
. _AmBnA AmB BrA e
: T Y T L L
donde

fE dl = Uims, fE dl = Ugpy == — Uins,

. . AmB R, Bna ) NPT

o también
: do
\_E’.mns — Usns = — W_?f’ .

e

bre dos trayectos distintos, se distinguen una de la otra en una cantidad
" igual a la f.em. inducida en la malla, formada por esos dos trayectos.
" Las tensiones determinadas a lo largo de trayectos distintos, seran
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iguales, a- condicién de que los contornos cerrados formados por esos
dos trayectos no sean atravesados por un flujo magnético variable.

En un circuito idealizado, se considera que el campo magnético
estd totdlmente concentrado en las inductancias. Se admite que cuales-
quiera sean los tfrayectos a Jo largo de los cuales se determinan las
tensiones entre dos puntos de un circuito idealizado, ellos se encuentran
integramente fuera de los elementos de éste y, por consiguiente, fuera
del campo magnético variable. En tales condiciones, la tensién no de-
pendera del trayecto; los distintos puntos del esquema se podrén carac-
terizar por los potenciales y considerar la tensién como una diferencia,
de potenciales. De aqui, se dice que los circuitos idealizados son poten-
ciales. La variacién del potencial en cualquier malla de un ¢ircuito de
este tipo es igual a cero. Por lo tanto es exacta la siguiente formulacién
de Ja_segunda ley de Kirchhoff: ' '

- Lasume dlgebraica de los valores instantineos de las tensiones en

LZodos_los elementos de cualquier imalla de un esquema es igual a cero,

dicho de otro modo, la suma algebraica de los valores instanténeos
de los f.em. de todas las fuentes de tensién, en cualquier malla de un
esquema, es igual a la suma algebraica de los valores instantdneos de
las tensiones en todos los elementos resiantes de la misma malla,

El paso de un circuito real a un esquema de célculo siempre estd
vinculado a una serie de convenciones que deben permitir eliminar los
factores secundarios que no son esenciales para los: fenémenos consi-
derados. :

Cuando el esquema obtenido tiene un nimero limitado (finito) de
elementos, se dice que el circuito se estudia con pardmetros concenira-
dos. Cuando hay que utilizar un esquema con un ndmero ilimitada-
mente grande (infinito) de elementos, se dice que el circuito tHene
parametros distribuidos. :

La solucién del problema en lo que se refiere 2 si un circuito real
dado debe considerarse como un circuito con pardmetros concentrados
o distribuidos, depende del problema planteado y de la frecuencia de
la corriente sinusoidal, Veamos algunos ejemplos. Si hay que estable-
cer la relacién entre la intensidad y la tensién en los hornes de una, e
bobina, se la representa por un esquema con pardmetros concentradogy ¥
Ese esquema contiene una resistencia y una inductancia; para una altg™ - '
frecuencia hay que introducir la capacidad (mas en detalle ver park |
grafo 8-12). Si en cambio se trata de la distribucién de la tensién ¢n |
las espiras de un arrollamiento de la misma bobina, con una corriente | &
de alta frecuencia, resulta necesario utilizar un esquema complejo od\mi

pardmetros distribuidos. Una linea bifilar cuya longitad es muchig s,
menor que la de las ondas electromagnéticas relacionadas con la co- 7
rriente de Ia linea, puede representarse como un circuito con pardme-
tros concentrados. Si la longitud de la linea es conmensurable con la
de las ondas electromagnéticas, se impone la necesidad de estudiarla
como un circuito con pardmetros distribuidos.

En los casos en que todas las dimensiones del circuito real, y no
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" sélo su longitud, son conmensurables con Iz longitud de las ondas -elec-

tromagnéticas, 2 composicién del esquema se vuelve dificultosa y los
célgulos tienen que efectuarse no sobre la base de los circuitos eléctricos
sino segin la teoria del campo electromagnético.

En esta seccién se estudian los circuitos lineales, esto es, circuitos,
resistencias, inductancias y capacidades tales que no dependen de Ia
magnitud de la intensidad y de la tensidn. :

Se supone que las fuentes de energfa tienen f.em. sinusoidales.
8i el circuito tiene varias fuentes de energia, se estudian sélo aquellos
casos en que las frecuencias de todas las f.em. son iguales. Sefialemos
que asi sucede en un régimen normal en los circuitos eléctricos de los
sistemas energéticos. -~ ‘ :

Por fin, se estudian aqui, los llamados estados de régimen de los
circuitos que se establecen al cabo de un cierto intervalo de tiempo
(generalmente desde fracciones de segundo hasta varios segundos) una
vez que han terminado todas las operaciones de conexién y desconexién
en el circuito. Una vez alcanzado el estadp de régimen y cumplidas las
condiciones antes enumeradas —linealidad del circuito, f.em. de las
fuentes de alimentacién, sinusoidales y de igual frecuencia— las ‘corrien-
tes en todas las ramas serdn también sinusoidales y tendrin la misma
frecuencia que las f.e.m. de las fuentes de energia. Asimismo serdn sinu-
soidales y tendrin la misma frecuencia las tensiones de cualquier tramo
del circuito. Fse enunciado que se toma aquf como un hecho experi-
mental queda correspondientemente fundamentado en el estudio de los
procesos transitorios, ' o

Para estudiar las propiedades de los circuitos con intensidades y
tensiones sinusoidales es natural que empecemos por estudiar las pro-
piedades de los elementos que forman parte de cualquier esquema de
un circuito real. ' ' '

Para no complicar el texto con una superabundancia de eonceptos

nuevos, los elementos de circuitos con induccién mutua-se estudiardn:

mis -adelante. :

-~ En lo sucesivo, cuando por el contenido mismo del texto se vea cla-
ramente de qué circuito se trata, de uno real o de une idealizado, se
empleard para abreviar el término circnito sin’aclaraciones,

8-2. Corriente sinusoidal en la res.istencia.

_En cualquier_instante, la tensién en los bornes de una resistencia
¥ la intensidad de la corriénte én dicha resistencia (fig8-2,4) estin
- ligadas por la ley de Ohm, :

" w=n_ o también =% (81)

i_—.———[:" sen ot = I, sen wt;

[, - XL
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donde
U
I=—

Como las amplitudes y~los valores eficaces sélo se distinguen por
el factor \/2, serd I :"g”' Las curvas de variacién de u y de § en
funcién del tiempo se muestran en la figura 8-2,b. La tensién y la

q-—hf

—

4 ol = i

corriente estin en fase, de alli que sus vectores representativos U e [

tienéﬁ"Ia“'fﬁgé'rh;direccién (fig.8-2,c) y los argumentos de los com-
plejos U e I son iguales: _

=Y y U=ri. (8-2)

T

La potencia instantnea que pasa a la resistencia

p=u=Upsenat:Iysenwt=UI{1—cos20t),  (83)

varfa con una frecuencia angular 2w y oscila entre los limites 0 y 2UL
La curva que expresa la variacion de p en funcién del tiempo estd dada
en la figura 8-2,b. Alli mismo se muestra, con flechas de puntos, el
sentido de la corriente y de la tensién durante cada semiperiodo. En
todo momento esos sentidos coinciden, por eso es p = 0.

El valor medio de Ia potencia en un perfodo §e llama potencia
activa y se designa con P, "En ‘el caso considerado, camo se ve de Ta
‘expresién dada para p'y del grafico, la potencia activa es P = Ul = rI2.

La superficie rayada limitada por la curva p y por el GE e v abs

cisas, corresponde a I pdt, energia transformada en calor en un



188 PRINCIFIOS DE ELECTROTECNIA

8-3. Corriente sinusoidal en la inductancia.

La variacién de la corriente i en la inductancia (fig. 8-3, a) produce
una f.em. de autoinduccién, e,. "Esta se opone, segin la ley de Lenz, a
la variacién”dé la corriente. Por lo tanto, al elegir sentidos positivos
iguales para i y ¢, como suele hacerse generalmente, los signos de ey,

y de —ff%-— siempre son contrarios y

Para una corriente sinusoidal { = I,, sen wt, 1.3 f.em. qq_'au_t.Qinduccién_ es
er=—L-9 — _ LI, cos 0f = Eypsen (mt— %) (8-4)
donde T SV
E;p = oLl ‘
La fe.m. e, retrasa respecto a la corriente de un cuarto de pe-
riodo o sea de un angulo -;«y, mﬁééﬁﬁﬁdientemente, el vector‘_,E_;,__
retrasa de E— con respecto al vector | (fig. 8-3, by ¢). Para que la in-

2.
ductancia sea atravesada por una corriente alterna, en sus bornes debe
existir una tension igual y opuesta a la f.e.m. inducida.
Siendo los sentidos positivos de las tensiones y de las f.e.m. igua-
les, éstas seran de signo contrario:

di TN e T
#t=—e, =L _dt_iw['l'_” sen (w + —2—) = Un sen (mt 4- ?)’ (8-3)

A e s e

donde
Um = ELm = wLIm.

Para los valores eficaces de la corriente y de la tensién, tendremos las

relaciones siguientes: ' .
. {7 )

U=wLl e I__mFL_' (8-8)

La magnitud oL que tiene las dimensiones de la resistencia, se Hama

reactancia o resistencia inductive v, v es funcién lineal de la frecuencia,

Para una amplitud invariable de la corriente, las amplitudes de la f.e.m.

de autoinduccién y de la tensién que la equilibra crecen proporcional-
mente a la frecuencia. :

La tension en los bornes de la inductancia adelanta_en fase.a.la.

intensidad de un cuarto de periodo, y el vector U adelanta al vector [

de _‘;‘i (fig. 3-8, by ¢). El argumento del complejo U es mayor que el
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argumento del complejo I en 2. Por lo tanto

2

U = wLlgin? — joLl, W
P f:,_li_:-~:'~—(”~'~'-r -
{ fo L @ J

En esas expresion i Fall — § oy g—init —
presiones se considera que e/ =jive =—i

Examinando esas relaciones entre los complejos U e I como rela-
clones entre vectores, se puede decir que: la multiplicacién o la divisién

;
e o
L w 2 ¢ i
e £
—y
a g

por ol modifica la longitud del vector; la multiplicacién por j = el
hace girar el vector de un ingulo —2“— en el sentido contrario al del mo-
vimiento de las agujas del reloj (lo hace girar “hacia adelante”); Ia divi-
$i6n por { = ef*/ ¢ la multiplicacién por —j hace girar el vector de un
dngulo -g— en el mismo sentido del movimiento de las agujﬁs del reloj

(“hacid atras™). De aquf que a la expresién j=ei"% se le suela Hama

.operador de giro en X,

-2
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La potencia instantinea, que pasa a la inductancia

P =ui= U,..sen (mt+—;—)-fmsenmt=

N

= Unln [cosi—cos(%t+%)}=[ﬂsen:iot . (88)

2 2

varia sinusoidalmente con una frecuencia angular 2w, siendo el valor

medio de la potencia o la potencia activa P = 0.
La energia del campo magnético_de la fductancia

won — L0 LI
== g
varia sinusoidalmente con una frecuencia angular 20 desde 0 a LI2

Esta claro que la potencia instantinea p de la energia que pasa a la
inductancia es igual a la velocidad del crecimiento de energia del campo

sen? ot = —I-‘zig- {1 — cos 20t ) (8-9)

inagnétiéo duwy . En efecto:

dt .
.y di . d LiZ\ _ dwy
p=ui=L-g-i=—5 ( ) )— &t
_ e ! _
Cuando Ia intensidad { crece en valor absoluto, el sentido de la f.e.m”
de autoinduccién e, es opuesto 2l de la corriente y la tensién # = — ¢,

coincide en sentido con la corriente (ver flechas de puntos en la fig.
83,b). Al mismo Hempo p = ui > Q, es decir que la fuente de alimen-
tacién realiza un trabajo positivo contra Ja f.e.m. de autoinducccién y
se acumula energia en el campo magnético. Al disminuir la intensidad
en valor absoluto, la f.e.m. de autoinduccién coincide en sentido con la
corriente, mientras que el sentido de la tensién es opuesto al de la co-
. rriente. Entonces p—ui < 0 y la energia es devuelta del campo mag-
{ nétco a la fuente. de slimentacién, Las 4reas limitadas por la curva

‘de 1a_potencia y el eje de las abscisas y corfespondientes a la energia
transferida a la inductancia (marcadas con el signo +) y 2 la ener-
gia devuelta a la fuente de alimentacién (marcadas con el signo —)
son iguales entre si. De modo que se produce un intercambio ininte-
rrumpido de energia entre la fuente de alimentacién y el campo mag-
nético de la inductancia,

84, Corriente sinusoidal en la capacidad.

"Las cargas en los electrodos de un condensador ideal (capacidad)
“son iguales y de signo contrario g4 = — g5 siendo .

q4=0(%—¢s) Y qs=C(@a—qu).
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Para:_ el sentido positivo de la tensitn, sefialado en la figura 8-4, q,
Qs y u tienen signos iguales
q 4= Cu.
La_ in.tfansidad en und rama con capacidad es igual a la velocidad
de variacién de su carga y, para el sentido positivo sefialado de la

corriente, el signo de la intensidad de Ia corriente coincide con el signo
de la derivada de la carga g, respecto al tiempo,

En efecto, a un incremento de la carga q4 corresponde un valor

ativo de la intensidad. Por lo tanto, haciendo q4 = q, podemos escribir

\gositivo de la intensidad; atma disiidgsionds Ta carga gi, umvalor ne-

. dg _ _ du
t=—g =Cor
o también .
o 1 o
=

Para una tensidn sinusoidal u = U, sen ef, la .intensidad es - |

f:C%‘—:wCU,,cosmt:l’msen (wt+-—2’—‘-), (8-10)
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donde - :
._I m = wCU,,..

Para los valores eficaces de la tensién y de la intensidad, tenemos

las relacicnes -~

U 1

I:-—-i-- y U=—-1L (8-11)
La magnitud —E)la— que tene la dimensidn de la resistencia, se llama

reactancia_{o resistencia) capacitiva xe. La reactancia capacitiva es

“inversamente proporcional . &.la frecueneia. -
La intensidad i adelanta de un cuarte de periodo respecto a la ten-

sion u (fig. 8-4,b). El vector I adelanta al vector U de % tfig. 8-4,c).

El argumento del complejo { es mayor que el argumento del complejo

U en %, por lo tanto
I = wCUein? ;_f(_:JCU;

_ i .1
V== e

La patencia instantinea que pasa a la capacidad _
p = ut = U, sen ot - I, sen (wt + -%) — Ul sen 2wt (8-13)

varia sinusoidalmente con la frecuencia angular 2w, siendo el valor
medio de Ia potencia o sea la potencia activa P =0

La energia del campo eléctrico de la capacidad

W, = Cu? _ CUL sen? wi :—qu-« (1—cos2mt) = (8-14)
2 2 A :
varia sinusoidalmente con una frecuencia angular 20 desde 0 hasta CU?,

Es evidente que la potencia instantinea de la energia transferida
a la capacidad es igual a la velocidad del crecimiento de energia del
campo eléctrico. T,

Al crecer la fensidén en valor absoluto, €l sentido de la corriente
coincide con el de la tensién (ver flechas de puntos en la fig.ﬁcel, B).
Se produce el proceso de carga de la capacidad p =ui > 0, la fuente
de alimentacidén realiza un trabajo positivo, la energia se acumulz en el
campo eléctrico. Al disminuir la tensién en valor absoluto, el sentido de
la corriente es contrario al de Ia tensidn, se descarga la capacidad p =
=ui < 0, la energia vuelve a la fuente” de alimentacién. Las éreas
limitadas por la curva de la potencia y el eje de las abscisas y corres-
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pondientes a la energia transferida a la capacidad y a la energia que
vuelve a la fuente de alimentacién, son iguales entre si. Se realiza un
intercambio incesante de energia entre la fuente de alimentacidn y el
campo eléctrico de la capacidad.

8-3. Conexién en serie de una resistencia, una inductancia ¥ una
capacidad,

g J}pliquemos a los bornes del esquema (fig. 8-53) una tensién sinu-
soida '

u=1U, sen (wt 4- ipu) {8-13)

y hallemos la corriente. BRaséndonos en la segunda ley de Kirchhoff
tenemos T ’

Urtutuc=u (8-18)

¢ también
: di .
_ ﬁ+L—(l—;~+-é—f:dt: [.).'.m.st.en (Wf 4 P ). (8-17)

By U_na vez alcanzado el régimen del circuito, la corriente es una fun-
cién sinusoidal del tiempo de igual frecuencia que la tensién aplicada
{pardg. 8-1),

g i=Ipsen (of ;) {8-18)
y el problema de determinar la corriente se reduce a encontrar la am-
plitud I, y la fase inicial ;.

Fic. 8-5

$iendo la corriente sinusoidal, las tensiones 4, y 4y, son sinusoidales
(parig. 8-2y 8-3); también lo es la tensién

uc:—é—-fidt:%fl’msen(mt—]-\p;)dt:

In ‘ " g ’
== 5 €08 (0t 4-y;) + const:—t%sen (mt_—[—wiw—%)«l— const,

En efecto, la suma t, 4 uy, -+ ue debe ser igual a la tensién sinusoidal
dada v y por consiguiente no puede contener una componente cons-
tante. Por lo tanto, la constante de integracién en la expresién dada
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para ue os igual a cero. A la suma de los valores instantincos de las -

funcioncs det tiempo (8-16) lc correspende Ia suma geométrica de los
vectores representativos o la suma algebraica de los complejos res-
pectivos .

U, +U0,+0-=0. (8-19)
Esa expresion pucde considerarse como la expresion de la suma vee-
torial o de la suma algebraica de los compiejos.

g

Fic. 8-6

HRepresentemos la relacidn (8-19) en el diagrama vectorial (fig. 8-6)
utilizando los resultados obtenidos en los pardgrafos 8-2, 8-3, 8-4. 'Tome-
mos una intensidad I y tracemos en una direccion arbitearia of vector 1.
Ei vector U, coincide en direccién con e! vector . El vector U, se ade-

Janta al vector [ de un 4ngulo %, y el vector U retrasa’fespecto al

: X
vector I de 5

Construiremos el vector de tension U efectuando. la suma geomé-
trica de los vectores U,, U, y U,

Del triangulo rectangulo Oab tenemos:

w T . a B B . l 2
U“:D;‘-!— (UL_UF)HZT"I-_!_(UJLI_KC_)’

de donde

| P (8-20)

Vrelonae)

En un caso géneral, si Uy # Ug la corriente estara defasada respecto a’la
tension de un dngulo g. Convendremos en definir ese 4ngulo ¢ como
la diferencia de las fases inicigles de la tension y de la corriente ¢ =
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=Yy Serd positivo cuando i, > 1, es decir cuando la corriente

retrasa respecto a la tensidn; y serd negativo cuando v, <y, o sea,
cuando la corriente adelanta respecto a la tensién.
Del tridangulo Oab tenemos:

_ cp:arcth:arctg - T‘z"gm {8-21)

De modo que

Y 1 S U

‘/3' ( _i: 2 L ¥

]; r° -+ | wL wC) 'I/r —!—(mL——(;C-)

¥ 4 =Y —, v la intensidad buscada
Un

= — — sen (ot 4y, — ).
Vr2+(er+-$C-) ’ )

Resolvamos el mismo problema utilizando la representacién de las
funciones sinusoidales del tiempo por mimeros complejos. Introduzea-

mos los complejos que representan la tensién dada y la intensidad
buscada

" (8-22)

U = Ueit e I = Iebv,,

donde U ==—2- y v, son las magnitudes dadas;
V2 -
= In ); son las magnitudes buscad
— i magn .
e ‘A gnitudes buscadas

Basandonos en las (8-2}, (8-7) y (8-12) escribimos la ecuacién
{8-19} bajo la siguiente forma:

J —— -
rl 4 joll + ol U. (8-23)
Es facil establecer una regla formal para pasar de la ecuacién de
origen (8-17), cuyos términos son todos funciones sinusoidales del tiem-
Po, a la ecuacion (8-23) con los complejos representativos. Para efectuar
la transicién hay que reemplazar los valores instantaneos de la inten-
sidad y de la tensién por los complejos correspondientes; en lugar de la
derivada —z— escribir jo, y en lugar de la integral, 1 _ —iL Esa

; w :

regla se basa en que la derivada y la integral de una funcién sinusoidal
son también funciones sinuseidales, siendo sus amplitudes w veces ma-

yores y menores, y los dngulos de fase mayores y menores en —‘2'—, que
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la amplitud y el 4ngulo de fase respectivamente de la funcién inicial,

Las ecuaciones con los complejos y los diagramas vectoriales est4n
mutuamente ligados.

Las ecuaciones pueden considerarse como Ia inscripcién de la suma
geométrica de los vectores, o, por el contrario, se puede considerar el
diagrama vectorial como la representacion grafica de la ecuacién dada,

De la (8-23) obtenemos la expresion de la ley de Ohm bajo la
forma compleja que permite determinar la intensidad compleja buscada:

i= u
r—i—f(wL——-w—lc—

Anotando los complejos en el numerador y en el denominador en
forma exponencial, obtenemos:

o (8-24)
)

1‘. — Ueiv, _ Ugjf\i'..—lp)_ (8 25)
1 -, 1y 1Y 3 }
Y o ey
donde
1
ol ——
P =arctg —-__r_“_’gﬁ

El médulo del complejo I es igual a la intensidad eficaz, cuyo argu-
mento Yy, — es igual a la fase inicial Yy de la corriente.

8-6. Impedancias, resistencias.

Introduzcamos una serie de magnitudes que caracterizan la co-
rriente sinusoidal, _

La relaci6n entre la tensién compleja y la intensidad compleja‘se
llama complejo de impedancia o impedancia compleja. :

U  Un :
TT T, TEELe (8-26)
Un U .y
donde z = = -y es la relacién entre el valor eficaz o la ampli-

tud de la tensién y el valor eficaz o la amplitud ‘de la corriente y se
Nama impedancia (o resistencia total o aparente). La impedancia es el
médulo del complejo correspondiente. Su argumento es igaal a la dife-
rencia de los dngulos de fase de la tension y de la corriente. La impe-
dancia compleja se puede representar de la siguiente manera:

L= =zcosqtizseng=r- jx, (8-27)
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donde r=zcos ¢: es la parte real del complejo y se Hama resistencia
(o resistencia activa); -
. x=2%senq: es la parte imaginaria del complejo y se llama reac-
) tancia (o resistencia reactiva).

"""" —— 2=~\/F +3% @=arctg -:_ (8-28)

A veces la impedancia compleja se representa por Z. .

Para el esquema representado en la figura 8-5, las expresiones
(825} y (8-22) se pueden escribir abreviadamente de la siguiente
manera:

U Ugiva U

f: 7 = gf("#..-—tr);

i=Im[\/Zleht] = {i’“ sen (ot + 1, — ),

donde .
Z:f-i—fx:r—f—f(_m[.——-m—lc-)

1
=l ———x, —x,
(!]C L [

" Las tensiones en la inductancia y en Ia capacidad (fig. 8-6) estin
en oposicién de fase, por eso en la expresién dada para «, las reactan-
cias ¥, y x¢ entran con signos distintos.

Las tensiones en la inductancia y en la capacidad estin desplaza-

das de los dngulos % v “__% respecto a la tensién en la resistencia.

Esta circunstancia queda reflejada en el hecho de que la resistencia r
y las reactancias x;, y xy entran en el complejo Z, bajo las formas
7, fxp. — fxe. :

Hemos de sefialar que las reactancias inductiva v capacitiva se
consideran como magnitudes aritméticas positivas, siendo la reactancia
una magnitud algebraica y puede ser mayor o menor que cero. Para
la inductancia, x =12, y para Ja capacidad, x = — x,,.

La diferencia de fase entre la tensién y la corriente depende de la .-~

relacion entre la reactancia inductiva y la capacitiva, Para x;, > %, tene’”

TIOS X == Xz — %o = 0; la corriente retrasa en fase respecto a la tensién,

@ = arctg —?::A) 0; para x, = x, tenernos x = 0, p =0, z2=r, la corrien-

te estd en fase con la tensidn, el circuito en su conjunto se comporta
como una resistencia activa. Este es el caso de lo que se denomina
resonancia y que se estudia detalladamente en el capitulo 10, para-
grafo 1. Finalmente para x; < x; tendremos x < 0, ¢ < 0; la corriente
se adelanta en fase a la tensién. Los diagramas vectoriales para las.
tres relaciones posibles de x;, y x estian dados en la tigura 8-7.
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De mod nsi

funto oo Enqlé(iepc;cl)gsxdezzando el esquema de Ia figura 8-5 en su co
. basivo, se puede re o
_ re :
_ h_-esdesquema_s equivalentes: parz 1, ~ « I:: no uny o0 de los
rie de una resistencia y de inductania (r
XL = X¢ COMO una resistenci
serie de una resistencia ¥

¥z, 87

Para una I, Yy una C da
de I.a frecuencia y de éstq de
equivalente, -

das, la relacién en
s tre ¥, v xo depend
pende por lo tanto la forma de(i esqlt):eem:

Problema 8.1, U G
o * V& tension de w = 100 sep § 4 i ircui
unalt-'l: i;a i?dzgn:lieinsadc:]r ¥ de una bobing ;neg?aod:):s:ﬁ Eslgll-:zada o et
) el condesad = i i -
 Io induaecidad. fa fomdes ;; c;szm_‘Hr S uF, la resistencia de Ia bobina r = 15 Q
Hallar las expresiones para .

: Ios valores i 4
- €5 Ins .
cuito y de las tensiones en o ror tantaneos de la corriente en el cir-

densador ideg] rdensador y en I bobina, Considérese un con

Solucion, Ej esquema (e

. céleulo del eireni
de una resistencia, una inducta oreuilo representa una

neia ¥ una capacidad (fig. 8-5):
_ xb.:mL:5000-12-10‘3:60Q‘
1

xr::—..._—

oC T 5000 5. jo- = 408

conexidn en serie

T=EF -2 =60 —40 =200,

T o (V4 Ly T Q;
;o Un 100

m:T:¥x4A;

20
tggp = -Ig; = 5\3003’;

i=4sen (5000¢_ 53°087) A;
Uppy = tel, =40-4 = 180 V.
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La tension en la copacidid retvusa respecto a la corriente de un dngule de 90°,

pur consiguiente,
. == 160 sen {5000 - 143°08°) V.

La impedancin compleja de la bobina es

Zy =rtix, =15+ B0 =618 7 75°58' Q.

HETL

La amplitnd compleje de fa tensidn en lus bornes de la bobina es

U Zon = Zoy Ly == GLE 7 T5°58%.4 ¢ _—53°08’ = 247.2 / 23°50° V;

S hapls . Ll * i
y el valor instantineo de la tensiom on Ja bobina es

=247 2sen {3000 4 22°50°} V.

Hph,

Problema 8-2. En un circuito formado por un condensador y una hobina
conectaclos en serie la intensidicl de la corriente es I == 2 A, sq frecizencia § = 50 ¢/s.
La tensidn en los bormes del circuito 7 = 100 V, en los bornes de la bobina
Uon. = 150V ¥ en los borues del condensador U, = 200 V. Determinar la reac-
tancia ¥ la inductancia de la bebina y Ia capacidad del condensader. Considérese

un condensador ideal.

Solucidn.
w = Zaf = 2a50 =.314 rad/seg;

. 204 :
.ﬂ.‘-‘.,z-I—l‘: 3 = 100Q;

=

S .
c=t_—_ 1 _aguF
wr, 31100 A

Para determinar r y I de la bobina hay que recurrir al diagrama vectorial

 de las tensiones y de Jas corrientes en el cirewito. Consideremos dos métodos de

cileulo.
1. *Método grifico. Los vectores U, U, , U, forman un tridngulo cerrado
dade que U=U,, + U,. Tomemos una escala m,. (V/mm) y Hevemos, en esa
escala ¥ on uma dircecidn arbitrariy, of vector U, (fig. 8-8); su longitud es:
i, 200
OA:——-—Em:— ------ (mm)

my- TH{-’

Perpendicularmente al vector U/,. tracemos en escala arbitraria el vector I. Luego
desde el origen y el extremo del vector U, tracemos los arcos de circunferencias




200 * PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

con radios iguales en la escala elegida my a las tensiones U y Upop. Estos arcos

ge cortarin en el punto B que serd precisamente el de Jos extremos de los vec-

tares [} ¥ U’bob. :
Descempongamos el vector [:'boh. en dos vectores componentes une de los cua-

les, el DB, coincide en direccién con €l vector de intensidad i ¥ el otro, AD, es
berpendicular a aquél,

Es evidente que, DB=U,=r y AD=U, = fx 0

Midiendo la longitud de los segmentos DB y AD, hallamos:

DB-m,,
r=——— = 36,3 Q;
I -
‘ AD-
xb:—-%mbl‘zﬁ.'s,ﬁg;
I
" : x, 658
AR L=-—= = — 0209 H,.
- ° 314 0,209 4

2. Método de cdlculo analitico basado en el diagrama vectorial. El diagrama
vectorial {fig, 8-8) se construye cualitativamente y no en cscala, Sdlo es necesario
para representar demostrativamente las relacioncs geomiétricas entre sus segmentos.
De los dos tridngulos rectingules OBD y BAD tenemos: :

U%ob,_ Ui =tU2— (Up— U.)2

. o también .
C . 1502 —ug = 1002 — (200 — U )2,
o © -de donde '
§ U, =1312V; P2V U = IS 13T 2T = 12,6V,
U, 728
= i z—é--——:36,3§2;
U 1312
T, :—-I—E’-:——‘_)——-:GS,SQ.

8-7. Admitancias y conductancias.

Prosigamos el andlisis de las magnitudes que caracterizan un cir-
cuito de corriente sinusoidal,

Se llama complejo de admitancia o edmitancia compleje a la rela-
cién entre la corriente compleja y la tensién compleja

y=1 _1

O T T me e (8-29)

donde 1 :% es una magnitud inversa de la impedancia (o resisten-

cia aparente) Namada admitancia (o conductancia total

0 aparcrie). o
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La admitancia compleja y la impedancia compleja son mag_nit’udes
inversas. La admitancia compleja puede ser representada en la siguiente
forma: '

Y:ye—ﬁ:_ycosm—;'ysentp:g_f_b?_ (8-30)

donde g =y cos ¢: es la parte real de la admitancia compleja y se
' : llama cenductancia (o conductancia activa);
b =y sen g: es la parte imaginaria llamada susceptencia {o con-
ductancia reactiva).

y=\g -+ b5
b (8-31)
¢ = arctg E

- Es cémodo recurrir a la nocién de admitancias y conductancias al
ratarse de una couexidn en paralelo.

Fic, 8-%
Examinemos una conexién en paralelo de los elementos r, LyC
(fig. 8-9). Sea dada la tensién

u=Upsen (0t + )

y se trata de determinar la corriente total del esquema,
De acuerdo a la primera ley de Kirchhoff '

imiidd e -

Pasando de esa suma de funciones sinusoidales del fiempo a la suma’
correspondiente de los complejos representativos, tendremos:

j:ir-i—iz,-}—fg.

Aplicando para cada rama la ley de Ohm en la forma compleja, ob-
tenemos:

U, 00U 0
I=F 45t =5 i +ieCU=
joC -
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Para el esquema examinado la admitancia compleja serd

1 /1 . B |
= _f'_f—’(*@“"c) =&—i(b.—be), (8-32)
donde : .
Ly 1 1 1
8T hERrsgs he=eC=oo

y se ltaman conductancia y susce
tivamente. La susceptancia-es-b-sc.by, — bg,

' .Las susceplaficias inductiva y capacitiva se consideran COmo mag-
mtudes.arltmencas (positivas ), siendo la susceptancia una magnitud
algebraica que puede ser mayor o menor que cero. Para la inductancia
b=b, y para la capacidad, b — — be.

La corriente compleja buscada es

1= Y0 = ye-te e = yUigin. o,

dpnde
— 14 2
=V o)
y * |
-1
oL —C

©—=arctg —

¥

El valor instantaneo de Ja corriente buscada serd
i=—1Im [\/?fgjwt]

i=yU,, sen (wt+%—q3)- .

La t(’iiferencia de fases entre la tensién y la corriente depende de
la relampn entre las susceptancias inductiva y capacitiva del circuito
En la figura 8-10 se dan los diagramas vectoriales para tres casos:
by > be; by = be y by, < b,. Considerando el esquema de la figura 8-9
en su totalidad como un dipole pasivo, se puede advertir que es equi-

o también

ptancia inductiva y capacitiva respec-.

©. V. ZEVEKE - P. A. IONKIN 263

valente en el primer caso a una conexién en paralelo de una resistencia

"y de una inductancia; en el segundo, a una resistencia; y en ¢l tercero a

una conexién en paralelo de una resistencia y de una. capacidad. El
segundo es un caso de resonancia y se estudia en los pardgrafos 10-3
y 104 .

Dadas L y C, la relacién entre b, y b depende de la frecuencia

'y de ésta depende por lo tanto el aspecto del esquema equivalente.

Obsérvese que se obtuvo una expresion tan simple para Y, en que
la conductancia y susceptancia de los elementos figuran como simples
sumandos, debido solamente a que cada una de las ramas en paralelo
contiene un solo elemento.

En un caso general

1 1 r—E v ax )
Y—T_ r+jx a2 ?Iz-_. —g ib, (8-33)
de donde
r ' x
g=-—1+ y b=-% (8:34)

Resolviendo estas expresiones respecto a r y », obtenemos
g b =
r— gzt = -2 1t =bzt = =, (8-35)
g 7 y i |
- De las relaciones obtenidas vemos que b y x siempre tienen el
mismo signo, ' :
En el esquema de la figura 8-5 obtenemos para g v b expresiones
bastante complejas en las que no solamente b sino también g depende
de la frecuencia '

1
wl — _Uj)-c‘“

r2+ (mL__u%CT_): .

g:-’ T 5 b b=
r2 4+ u)L——--—]T—
w(

En cambio para el esquema de la figura 8-9 formade por una
conexién en paralelo y cuya conductancia y susceptancia se expresan
en forma sencilla, resultan expresiones relativamente complejas para la
resistencia y la reactancia, dependiendo la resistencia activa equivalente
de la frecuencia:

1
— lg 3 y ‘= L - .
2 : 2 — )
J— oy

¢+ (=) - E{greo)

Pasar de la impedancia Z=r 4 jr a la admitancia Y = g—ib
y viceversa, implica sustituir el esquema con elementos conectados en

serie r y x por un esquema equivalente con elementos g v b conectados
en paralelo y viceversa. :

— f.l)c
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Las reactancias y Jas susceptancias de los esquemas equivalentes
pueden atribuirse, segtin su signo, a inductancias o a capacidades equi-
valentes. Sin embargo, esas inductancias y capacidades equivalentes no
constituyen pardmetros constantes sino que dependen de la frecuencia.
Esto se puede comprobar en el ejemplo de la susceptancia b mencio-
nada anteriormente, para el esquema (fig, 8-5).

Esta devolucion de la energia a la fuente de gli}'nentaci?n es pé)-
sible debide a su acumulacién en los campos magnético y eléetrico de

los elementos del dipolo. ) -
La potencia activa.o el valor medio de la potencia en un periodo

{compenente constante de la potencia) es

Observemps que las des:gnamones Z, Y, 1, x, Xi, %e, g, b, b,y by p_ 1 [pdt = Ulcosg. - (8-37)
no sélo se aplican a las magnitudes respectivas sino también a los ele- T, e
mentos del esquema caracterizado por esas magnitudes. La impedancia e @

"0 la admitancia complejas;, como elementos de esquema, se representan
convencionalmente con un rectdngulo {fig. 7-1). De! mismo modo se
designan las reactancias y las susceptancias cuando se quiere indicar

que pueden ser tanto inductivas coma capacitivas,

ircui i ' fa, de alli que P== 0

En el circuito pasivo ne hay fuente de energia, : R
y por gonsiguiente, Igzs ¢ = 0, es decir, a la entrada del dipolo pasivo es
-z (]JE%. El caso en que P =0, lp| = % es tedricamente posible

para un dipolo que no tenga resistencias y que sdlo contenga :ind:'.\- -

- 8-8. Potencias. cias y capacidades.

La tension y Ia corriente sinusoidales, a la entrada de cualquier
circuito pasivo considerado comn un dipolo (fig. 8-11), estan defasadas
por lo general, una respecto 2 la otra.

Sea

"

Naip

u = U, sen i=1IL,sen (wt—q).

La potencia de entrada de Ia energia en el dipolo en un momento
dado o sea el valor instantineo de la potencia es:

: P:'u‘i:UmI,,isenmt-s_en(wt._,qj)_-: R = | \
A Ul o 5
LY ) — _Mmim _ . _ i \
=g 108 @ -—cos (20t — )] == <
w ] = UI cos ¢ — Ul cos I(th— ¢). (8-_.'56} '.°‘£“|

La potencia tiene una componente constante Ulcosg y ofra si- .
nusoidal cuya pulsacién es dos veces mayor que la pulsacién de la .
corriente (fig. 8-12).

Fc. 8-12

Basandonos en la ley de conservacién de la energia se puede afir-

L ] . P S AT . de
! mar que para cualguier circuito es vallda! Ia ley dei consetrvacflﬁsn Cc(;) de
equilibrio tanto para los valores instantineos de las potenci
‘ i 1 ias activas:
ara las potencias _ )
R P La sfma de todas las potencias actives generqdas. (producidas) es
* ’ igual a la suma de fodas las potencias activas consumidas.
e e : los aparatos eléctricos se construyen para deter-

‘Las mdquinas ) ctricos !
minados %va|greé"aé%'é. tension y de la corriente. Por tal motivo se lgs
caracteriza no por la potencia activa que depende de 'la diferencia de
fases entre la tensién y la corriente sino por la__F_gt?pg_?_apqrentq.

S=1UI, (8-38)

1

La potencia es igual a cero en aquellos instantes en que u o i son
iguales a cero. Siendo ¢+ 0, habrad durante cada perfodo intervalos
de tiempo en que e § tengan distintos sentidos y entonces la potencia

que representa el producto de los valores eficaces de Ia tensién y de la
intensidad.’ _

b i
L]
..“
.l
~
L
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Es evidente que la potencia aparente corresponde at valor maximo
de la potencia activa que se puede obtener para una tensién ¥ una in-
-.tensidad dadas.” Observemos también que la amplitud de la componente
sinusoidal ‘de la potencia instantinea (8-36) es numéricamente ignal
a la potencia aparente. Las potencias activa y aparente tienen dimen-

siones iguales, aunque la unidad de potencia, el watt (kilowatt) se

aplica a la potencia aparente bajo Ja’ denominacién de vol-ampere (ki- -

lovolt-ampere) desigrandose en forma abreviada por VA (kVA). Esto
permite, al expresar numéricamente la potencia aparente, hablar de
una potencia de tantos voltampere, ya que el nombre mismo de la
unidad indica de inmediato que se trata de una potencia aparente.

Mas adelante (subcap.9-1 v 9-2) se podrd ver en sencillos cjem-
plos que para las potencias aparentes no rige la ley de conservacion,
ya que la suma de las potencias aparentes de las, fuentes de energia
no es igual, en general, a la suma de las potencias aparentes de los
receptores de energia. “

La relacién entre la potencia activa y la-aparente se llama factor
de potencia. Es igual al coseno del angulo de diferencia de fases entre
la tensién v la corriente.

P Ul cos : '
5= —__U'I_{p_ =cosq. - (8-39)
Para un mejor aprovechamiento de las instalaciones eléctricas con-
viene disponer de un factor de potencia lo més alto posible o de una
minima diferencia de fases entre la corriente y la tension. El mejor
rendimiento se obtiene cuando cos @ =1. Asi, por ejemplo, para ali-
mentar un receptor de una potencia de 10 000 kW para cosq =107,
la potencia de las fuentes de alimentacién debe calcularse en 14 300 kW
Y para cos ¢ =1, en 10000 kW.

' También conviene disponer de <un alto factor de potencia para
disminuir las pérdidas en las lineas de transmisién. Para una potencia
activa dada P del receptor, Ja intensidad en la linea es tanto menor
cuanto mayor es el valor de cos p;

h S
Ucosgp

La pérdida de potencia en la_resistencia re de los conductores de la
- linea
?"gP 2
P=rl2—-__"2"
AP =r, U2 cos? @
es. inversamente proporcional al cuadrade del factor de potencia del
receptor de energia.

Cuanto més bajo sea el factor de pofencia, tanto méas caro resultard
el suministro de energfa a los consumidores, De alli que se establezca
generalmente una tarifa diferencial para la energia eléctrica. Cuanto
menor es cos g, tanto mas alto el precio de la energia suministrada,

C. ¥, ZEVEKE - I, A. TONKUN 207

En los cilculos de los circuitos eléctricos, suele aplicarse Ia mag-
nitud S .
¢ =Ulseny, (8-40)

lamada_potencia reactiva. Es positiva para 7 >0y _npegativa,_ para
q”,.{ U. b e DTl N '

*" "Ta upidad de_ potencia, el watt, aplicada a la potencia reactiva
recibe ¢l nombre de voltampere reactivo y se designa con los simbolos

~YAr. Ast, ¢l mencicnar Tina” potencia d& tantos VAr, ya implica que

se trata de una potencia reactiva.
Las potencias activa, reactiva y aparente estin- ligadas por ia_s

siguientes relaciones:

§* =P Q7 S=~/F + Q% 7 =tg¢. (8-41)
Las consideraciones mencionadas mds arriba respecto a la con-

veniencia de aumentar el cos ¢ de la carga, exigen que se reduzea la

potencia reactiva de la carga. ‘

La disminucién de la potencia reactiva de carga hace bajar la
potencia aparente de la fuente de alimentacién y la potencia de las
pérdidas en a linca de transmisién. Es ficil comprobarlo represen-
tando la potencia de las pérdidas bajo la forma signiente:

AP 2 el f;P:: ?‘103
e T Py s = — e i
N i OF iE
(pardg. 12-8). A continuacién se demostrard que la ley de.conserva-
¢ién rige para las potencias reactivas y puede formularse de la siguiente.

" manera:

La suma de todus las potencias reactivas generadas (producidas)
es igual a lo sunwia " d¢ Fodas”lds "poltencias reactivas consumi as.

Deémostrareros que en cialgrier ¢iféuits pasivo Ta potencia reac-
tiva estd vinculada con la frecuencia de la corriente alterna y con los
valores de las amplitudes de la energia gque se acumula periédicamente
en los campos eléctrico y magnético de los elementos del circoito. Para
la“inductancia y la capacidad Ins potencias Q, y Q. pueden represen-
tarse bajo la siguiente forma: '

Q_,‘ — Ul sen %'- —wll-IT=—uw L—‘TL — U)WM_maxJ
al 2 N
Q¢ = Ul sen (— %> = UetU=—u %: = OW o maxo
A] -~ ~

; axi 12 se
donde W, .. v W i son los valores maximos de l'a ell}erg_la q:] e
acumula periddicamente en los campos magnético y eléctrico de
inductancia y de la capacidad. Yara las resistencias la potencia reactiva
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es igual a cero (sen ¢ = 0). De modo que, segin la ley de conservacién’

de las potencias reactivas, Ia potencia reactiva a Ia entrada del circuito
pasivo debe ser igual a la suma algebraica de las potencias reactivas en
las inductancias y capacidades que forman parte del circuito Q = =

(Qz + Q¢) 0 también
Q= 0(ZWy s — EW, i ). (8-42)

Mientras que la potencia activa representa una magnitud que
define (en promedio) un trabajo realizado o transmitido en la unidad

de tiempo, la potencia reactiva y la aparente no determinan ni un _

trabajo realizado ni una energia transmitida en una unidad de tiempo.

Sin embargo, por analogia con la nocién de potencia activa, en la
electroenergética, al concepto convencional de potencia reactiva se le
atribuye un sentido anilogo y se la considera como la potencia de

generacibn, de consumo o de transmisién de cierta magnitud conven-

cional, llamada energia reactiva W,;
. W,
Q0= 5 {8-43)

Las dimensionés de Ia energia reactiva W, son iguales a las de Ia

energia. La medida unitaria de la energia, el watt-hora, aplicada a la

energia reactiva, toma el nombre de voltampere-hora reactivo y se
designa por VA-h,

Segin la ley de conservacién de las potencias reactivas se puede
formular la ley de conservacién para la energia reactiva: en cualquier
circuito, la energia reactiva generada es igual a la energia reactiva
consumida. '

Examinando la potencia reactiva como una potencia de genera-
cién, de transmisién o de consumo de energia, debe considerarse la
inductancia, para la cual Qs > 0, como consumidor de energia reacti-
va, y la capacidad, para la cual Qc <0, como generador de energia
reactiva, .

. Si en un problema cualquiera, ademss de 1a energia se considera
la magnitud convencional llamada energia reactiva, a fin de evitar
confusiones y para introducir una distincién clara entre los dos con-
ceptos, a la energia propiamente dicha se le llama activa,

En la prictica, se puede medir la energia reactiva con medidores,
determinéndose, para una carga variable con el tiempo, la potencia
reactiva media en un intervalo de tiempo cualquiera, segin la expre-
siént (8-43) o el factor medio de potencia (€08 ¢ )ieq. segin Ia férmula

. _ “,r' _ O:lw-_l ¢ o Qmed .
(tg (F)””-‘ri o “.“?-.x“ - l:)!!i.!'l.l_t' - _P—w.:+) (8-44)

donde W, es la energia uctiva.
Poca ¥ Quea som los valores medios de las potencias activa y reac-
tiva respectivamente, '
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Estudiemos ahora un procedimiento sencillo que permite calcular
la potencia activa y reactiva en funcién de la tension y de la corriente
complejas. Consiste en multiplicar la tensién compleja U por la inten-

E

sidad compleja conjugada 1.
Ese producto se llama potencia compleja. Designaremos la potencia

compleja con el simbolo §.

Sea
U= Ugiv., I = 1eiw,
enforices '
| =TIo—iw,
Y

§ = fH = Ueh.. [e—iv: = Uleitv,—v,) —
= Uled = Ul 'cos ¢ + jUI sen @ == P + jO. (8-45)

Eu esta cxpresion la parte real de Ta potencia compleja es igual
a la potencia activa; el valor de la parte imaginaria, igual a la potencia
reactiva y el médulo del complejo, igual 2 la potencia aparente.

Sucle caleularse Ia potencia compleja también de. otra manera,
esto es, multiplicando la tensién compleja conjugada por la intensidad
compleja. Asi tenemos: :

§ = Ul = Ue~.. Jeiv, — Ule—ih—vp — [ p—to —
= Ul cos ¢ — jUl sen g = P —jQ © (8-46)

donde la potencia reactiva es igual al valor de la parte imaginaria de
la potencia compleja tomada con signo cambiado, es deci.%:_ L,

Q=-—Im(§]. |

8-9. Dipolo pasivo.

La corriente y la tensién sinusoidales estin ligadas a la entrada del
dipolo pasivo (fig. 8-11) por la ley de Ohm '

U=2zi e f:Y{:?,

donde Z e ¥ son la impedancia y la admitancia complejas a la entrada
del dipelo. _

A la impedancia compleja de entrada Z — T+ jx le corresponde
el esquema equivalente de un dipolo que consta de una resistencia ac-
tiva r y de una reactancia x conectadas en serie. Esta 1ltima debe
considerarse, segiin el signo de x, como reactancia inductiva o capaci- -
tiva, razén por la cual en el esquema equivalente (fig. 8-13.4) el ele-



210 PRINCIFIOS DE ELECTROTECNIA

" mento r esta representado convencionalmente con un rectingulo. La
tension U se puede descomponer en sus componentes

_ U=ZI=(r+ i)l =ri 4+ xI =T, +U.,

Frc. 8-13

donde U, =rI: la componente que esté en fase con la corriente llama-
da componente activa de la tensidn;

U, = jxI: componente defasada respecto 2 la corriente de un

dngulo X, es la componenie reqctiva de la tensidn;

U, y U,: pueden ser considerados como las tensiones en.los ele-
mentos r'y x del esquema equivalente.

En la figura 8-13,¢ se da el diagrama vectorial para un caso
particular cuando @ > 0, es decir, cuando x es una reactancia de in-
duccidn. El tridngulo formado por los vectores U, U,y U v cuyos
lados son proporcionales a z, r y |x|, se llama tridngulo de tensiones. El
tridngulo semejante a éste, cuyos-lados, en escala arbitraria, son iguales
a z, ry |z, se llama tridngulo de impedancias. Del tridngulo de ten-
siones tenemos: ' '

UaiUcos¢, U,=Ulsen¢|, U=-~/U2 4 Uz

Al complejo de la admitancia de entrada ¥ =g —ijb le corres-
ponde el esquema equivalente de un dipelo, formado por una conexién
en paralelo de elementos caracterizados por una conductancia gy una
susceptancia b. Esta fltima segin el signo de b, ser4 inductiva o ca-
pacitiva. De alli que en el esquema equivalente (fig. 8-13,5) el ele-
mento b se represente convencionalmente por un rectingule. La co-
rriente a la entrada del dipolo, puede descomponerse de la siguiente
manera: '

I =YU=(g—b)U =gU —ibU =1, 41,
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donde I, == gU: es la componente que ests en fase con la tensi6n
y se llama componente activa de 1a corriente;

I, = —jktr: componente defasada respecto a la tensién de un

* J'E
angulo 5 llamada componente reactiva de la co-

rriente;

I = I, pueden ser consideradas como corrientes en los ele-
mentos g y b del esquema equivalente. -

El tridngule formado por los vectores I, 1,, I,, y cuyos lados son
proporcm_n’ales 2y, g, |bj, se lama tridngulo de corrientes,
El tridngulo, semejante al anterior, cuyos lados; en escala arbitra-

ri:_az son iguales a y, g y [b] se denomina tridngulo de admitancigs. Del
triangulo de las corrientes ténemos:

Lo=Icosq; I =1I[sengf; I=+/E T,

Para las potencias §, P y Q del dipolo tenemos:

8 = Ul = zil = zp;
S=Ui= UYo = i’U2'_;
S = Ul =zl = yU?

P=Ulcosp=Ul=UI, = 1% = gU%
Q = Ulsen ¢ = xI? = b2
Para el valor absoluto de la potencia reactivg son vilidas también
las expresiones '
| |0l = Ul = I,

De las expresiones 8§ = U1, P =V =UL, |Q|=UJI=UI se
deduce que los lados de Jos tridngulos de las tensiones y de 'Iasr co-
rrientes son proporcionales a las potencias 5, Py |Q| El tridngulo de
potencias es semejante a éstos, y sus lados, en escala arbitraria son
iguales a las potencias §, P y Q1. - ’

i
A JI@JF:F

b)

" Fis. 8-14

En un circuito eléctn‘co el elemento lineal pasivo y real en el que
se desarrollan complejos procesos electromagnéticos y transformaciones
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de energia, considerado en su totalidad respecto a los bornes por los
que se conecta con el resto del circuito, constituye un dipolo. Por lo
tanto son validos para él, con una corriente y una tension sinusoidales,
los dos esquemas equivalentes representados en la figara 8-13.

Los parametros de un elemento real {o de un conjunto de ele-
mentos: realés) considerado como dipolo, se pueden determinar expe-
rimentalmente, midiendo a su entrada, la intensidad, la tension y la
potencia por medio del amperimetro, del voltimetro y del vatimetro,
respectivamente. En Jla figura 8-14,2 se muestra el esquema de co-
nexién de los aparatos. El vatimetro tiene dos circuitos, o dos arrolla-
mientos, el de la corriente y el de la tensién. El arrollamiento de la
corriente se conecta en serie con el vircuito; el arrollamiento de la ten-
sion, en paralelo con los bornes de entrada del dipolo.

Dos bornes del vatimetro, uno en el arrollamiento de la corriente,
el otro en el de la tensién, tiene por lo comin unas marcas especiales,
generalmente unos asteriscos {*). El vatimetro mide la magnitud igual
a Uy,cos £ Uy, 1, donde U, e I, son los valores eficaces de la
tension y de la corriente, aplicadas al vatimetro; / U.., I, es el angulo
de diferencia de fases entre ellos y que corresponde a ignales sentidos
positivos de U, e I,. respecto a los bornes marcados con asterisco (asi,
por ejemplo, como esti indicado en la figura @ y b, desde los bornes
sefialados con asterisco hacia los bornes no marcados). En ambos
esquemas de la figura 8-14 U, = U e I, = I; sin embargo, en tanto
que en ¢l primer esquema /[ Uplo = £ UI == ¢, en el segundo esque-
ma es / U.l, =¢ = n El primer esquema corresponde a una conexién
correcta. En &l el vatimetro mide UI cos ¢ — P. El segundo esquema
es incorrecto, pues el vatimetro mide '

Ulcos (¢ =n) =—P,

la aguja no se desplazard segin la escala, sino en sentido opuesto.
Habiendo determinado con los aparatos los valores de U, I y P,
hallaremos:

b =L,
I’ y"_U?

"s}'-u

h P
P Y 8= e

Luego se pueden calcular los valores absolutos de las reactancias y
susceptancias

H=VF—F v =VFE

Para determinar el signe de x y b hay que efectuar medicioncs
complementarias en nuevas condiciones. Por ejemplo, se conecta en
serie con el dipelo que se examina una reactancia conocida de induc-
cién o de capacidad y confrontando los parimetros hallados del esque-
ma inicial y dcl transformado se puede inferir el signo de x y de b del
dipolo en cuestion.

Debe recordarse que los pardametros del elemento recal del circuito
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dependen en general de la frecuencia y, estando determinados para una
frecuencia dada, no pueden aplicarse con otras frecuencias. Al variar
Ia frecuencia, no sélo varia la magnitud de los parametros sino también
su caricter; asi, por ejemplo, la inductancia puede quedar sustituida
por la capacidad y viceversa. En los sabcapitulos siguientes se estu-
dian algunos fenémenos que ejercen una influencia sobre los parametros
de los esquemas equivalentes de los elementos reales de un circuito.

Problema 8-4. La tensibn v la corriente a Ja entrada del dipolo pasive
(fig. 8-11) tiencn los siguientes valores: # = 100 sen {314t—15°) V, i= l0sen
(314t + 45°) A.

Determinar los pardmetres de dos esquemas equivalentes del dipelo, las com-
ponentes activas y reactivas de la tensidn y de la corriente, las potencias wctiva
y reactiva y aparentc a la entrada del dipolo.

Solucidin.
U, =110 / —15°V; I, =10 7 45° &;
v 100 ; — 15°

Z = -T& = 55T =10 ; —80°=5—8/3%

o

y—.1 — L 01 /60°=005+ 005,307

Z - 10 ; —60°
r=B50; i=—5+/3Q g=0050-1 b=-—005/30"L
g—=argZ =y, — P, = — 15° —45° = - - 60%;
U,,=U,cosq = 100cos y —60° =350V
U, = U, lseng| =100 |sen £ — 60°| =50 AWEL'R
Ty =1, cosp=10cos £ —60° =54A;
I =1, |seno| =10 |sen / —60°| = 53 A;
e, = 50sen (314¢+ 45°) V;
i , =50 \/gsen (314t -—45°) 'V,
i, = 5sen (3142 — 15%) A;
i, = 5+/Fsen (314t + T5°) A;
P=Ulcosp=—2L. 10 cos / —60° =250 W;
vz Va2
Q = Ul cos p = — 250 /3 VAr;
S = UI = 500 VA.

U

_ r 8-10. Nociones acerca del efecto de superficie y de proximidad.

En la figura 8-15 se muestra esquemdticamente el cuadro de un
campo magnético en el plano de la seccién transversal de un conductor
-gislado por el cual pasa una corriente. Representémonos ese conductor
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como un conjunto de hilos paralelos a un eje. Cuanto més cerca se
encuentra el hilo- del eje del conductor, tanto mayor es el namero
de lineas magnéticas que lo enlazan, T _

Al variar periédicamente la corriente, varfa el campo magnético
y en los hilos del conductor se inducen f.e.m. que se oponen a la. va-
riacién de la intensidad. Esa oposicién es tanto mis apreciable cuanto
mayor sea la f.em. (cuanto mayor sea €l mimero de lineas magnéticas
concatenadas con el hilo), es declr cuanto mas cerca- se halle el hilo del

eje del conductor. Como consecuencia la densidad de la corriente en
los distintos puntos de la seccién transversal resulta desigual. Alcanza
su valor maximo en la periferia del conductor y el minimo en su eje.

El fenémeno de la concentracién de la corriente en la capa super-
ficial del conductor recibe el nombre de efecto de superficie. La brus-
quedad de su aparicién crece con Iz frecuencia f, con el didmetro del
conductor d, la permeabilidad magnética p y la conductividad y del ma-
terial del conductor. Esto se explica con el hecho de que el aumento
de p trae como. consecuencia el crecimiento del campo magnético den-
tro del conductor, el aumento de d crea una gran diferencia en el con-
catenamiento de los hilos periféricos con las lineas magnéticas, y la
elevacién de f'y de y acentia la Influencia de las f.e.m. inducidas en
los hilos, y que se oponen a la corriente que los recorre. En un caso
limite, y = o, toda la corriente se concentraria en la superficie del
conductor en una capa infinitamente delgada.

Como resultado del efecto de- superficie da seccidn transversal
~del conductor con corriente alterna, es peor aprovechada que con la
corriente continua, Para valores iguales de la corriente alterna y con-
tinua, las pérdidas térmicas son mayores con la alterna (a igualdad
de valores de la corriente continua y de la intensidad eficaz de la co-
rriente alterna}. En consecuencia la resistencia que opone el conductor
a la corriente alterna (resistencia aetiva} es superior a la resistencia
que opone el conductor a la corriente continuna.

Para distinguir esas dos resistencias, a la resistencia para la co-
rriente continua se la llama a veces resistencia hmica.

~Otra consecuencia del efecto de superficie es cierta disminucién
de la inductancia del circvito en virtud del debilitamiento del campo
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magnético en la parte interior del conductor. En el caso tedrico limite,
cuando la corriente se concentra en la superficie del conductor en una
capa infinitamente delgada, el conductor carece de campe magnético
en su interior. _ - _ .
Con corrientes alternas de alta frecuencia, la parte interna del
conductor no se aprovecha y por esta razén se suelen utilizar conduc-
tores huecos en forma de tubos. Se emplean también. conductores mul-
tifilares de alta frecuencia. Estos constan de alambres delgados ais-
lades uno del otro, retorcidos de tal manera gue cada uno de ellos ocupe
alternativamente en la seccién transversal del cable distintas posiciones
desde el eje hasta la periferia. Con esa disposicién todos los hilos se
encuentran en las mismas condiciones y de alli que las corrientes sean
iguales entre si. Ademds, en los limites de cada alambre, y en virtud
de su pequefio didgmetro, el efecto de superficie no se manifiesta brus-
camente y la densidad de la corriente en la seccién del alambre varia
de un modo insignificante. Para frecuencias muy grandes, la suscep-
tancia capacitiva entre los alambres se vuelve tan considerable que
éstos se encuentran como conectados entre si y se comportan como un
conductor macizo Gnico. Ademds se vuelven bastante apreciables las
pérdidas de energia en la aislacién entre los alambres (subcap. 8-11).
Es por eso que para frecuencias superiores a 10° ¢/s no se aplican con-
ductores multifilares. Para una frecuencia de 50c¢/s, el efecto de su-
perficie sélo se puede apreciar en conductores (barras distribuidoras)
de una seccidn transversal bastante apreciable. En los conductares de :
cobre, cuyo didmetro es menor de 1 cm y; para una frecuencia de"50 ¢/%,
se puede despreciar practicamente el aumento de resistencia’ debido al -
efecto de superficie, ' S
Sobre la distribucién de la corriente alterna en urr conductor, . ejer-
cen su influencia las corrientes de los conductores vecinos. Este fend-
meno recibié el nombre de efecto de proximidad. Analizando los ‘cna- |

a o) -

dros esquemiticos de los campos magnéticos en dos conductores con
corriente (fig, 8-16) se deduce que las distintas zonas de la seccién
de los conductores estin enlazadas con un ntmero diferente de lineas
magnéticas. ' '

Basindonos en consideraciones andlogas a las mencionadas en el
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.examen de un conductor aislado dnico se puede Hegar a la conclusion
‘que la mayor densidad de corriente existira en las zonas de los conduc-
tores concatenadas con un mimero minimo de lineas magnéticas. Si
las corrientes en los conductores tienen igual sentido (fig. 8-16,4a), la
mayor densidad de corriente se observard en aquellas zonas de las sec-
ciones gque estin maés alejadas entre si; si en cambio Jas corrientes son
de distinto sentido (fig, 8-16, b), 1a mavor densidad tendré Ingar en las
zonas que se encuentran mas préximas entre sf. La zona de las mayores
depsidades estd marcada con trazo grueso en la tigura, La distribucién
desigual de Ia corriente en la seccién de los conductores, producida por
el efecto de proximidad, hace aumentar las pérdicdhs de energia v acen-
tua la diferencia entre las resistencias que se oponen a la corriente alter-
na y a la continua. Los cilculos de distribucion de la corriente cn la
seccion de los conductores, tomando en cuenta el efecto de superficie
o el efecto de proximidad y el cileulo de la resistencia del conductor
pertenccen a los problemas de la teoria del campo.

8-11. Parimetros y esquemas equivalentes de los condensadores.

En el dieléctrico, entre los electrodos del condensador al cual se
le aplica una tensién sinusoidal, se observa desprendimiento de calor,
La energia correspondiente ¢s suministrada desde una fuente de ali-
mentacién, de allt que la corriente en ¢l conductor adelante respecto

R _
- ‘a la tensidn existente en sus bornes, de un ingulo ¢, menor que -J2l
- (fig.8-17). El 4ngulo complementario de ¢, se designa -con el sim-
“ bdo 3 y se Nama dngulo de las pérdidas.

3 .

-

e g s
Fic. 8-17 . Fic. B-18

Para el condensador, como para cualquier dipolo se pueden cons-
truir dos esquemas (fig. 8-18) en los que g y r representan las pérdi-
das de energia en el dieléctrico. ' _

Generalmente el dngulo de las pérdidas & es muy pequefio. La
magnitud tg & oscila para las distintas frecuencias entre los limites 10—+

y 10~1L En tales condiciones g < wC y r < _aé,— por lo tanto, pric-
. _

ticamente se puede considerar
) T

(,IJC;

y— wC y 7=
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y dado que yz =1, éntonces C = C;, es decir, las capacidades C y C;
de ambos esquemas son pricticamente iguales. -

La relacién éntre r y g nos la daran las relaciones entre las resis-
tencias y las conductancias de los esquemas equivalentes:

4 g

< TeeT

En la practica el condensador se caracteriza por los pardmetros C
y tg 8. Para el esquema equivalente {fig, 8-18,a)

r—=

g=wltgd= b, tg_ﬁ.'.

La relacién entre la susceptancia capacitiva y la conductancia
se llama factor de mérito {0 de calidad} del condensador.

be 1.

Qo=—"g~=gs =t8lol=

Observemos que para una frecuencia muy alta, cuande la longitud
de la onda electromagnética se vuelve conmensurable con las dimen-
siones de I6s electrodos del condensador, la reactancia del condensador
puede volverse inductiva. Es frecuente que en los cilculos de los cir- _
cuitos se pueda considerar r — g = 0, o sea, examinar el condensador. -
como una capacidad. e

Xe1
a

8-12. Pardmetros y esquemas equivalentes de las bobinas y de los ‘
redstatos. X : : -:‘}

Establezcamos la relacién entre la inductancia L de la bo'bina,’ en- ‘*,
tre el ndimero de sus espiras w y la reluctancia de su circuito magnético. ..

" Rm para un caso ideal, en que todas las espiras de la bobina estin

concatenadas con el mismo flujo magnético.
wi

:Rm‘

El flujo magnético total concatenado con la bobina es

a2
¥ —wp=-¥.;

R
de donde la inductancia de la bobina es
_ VY ow

b=a==x-

Para aumentar la inductancia se puede reducir la reluctancia me-
diante la instalacién, en el interior de la hobina, de un micleo ferro-
magnético. En esas condiciones surgen una serie de fenémenos que se
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analizan en el subeapitulo 12-11. Aqui se estudian las bobinas sin ni-
cleos ferromagnéticos. ‘ _

Las espiras de las bobinas reales son atravesadas por flujos mag-
néticos de diversa magnitud. Demostraremos que es vilida para ellas
la sigpiente proposicion: la inductancia de la bobina con dimensiones
de enrollamiento dadas es proporcionzl al cuadrado del nimero de

iras.
=P Supongamos que la hobina de w espiras sea recorrida por una
corriente de intensidad {. Conservando las dimensiones de la bobina,
aumentemos 1 veces ‘el ndmero de sus espiras y reduzcamos simulta-
neamente n veces la intensidad. Al mismo Hempo, la fuerza magne-

tomotriz no variard gﬁw % = wi } y, por consiguiente, no variara el campo

magnético. En el lugar de cada espira anterior hay ahora n nuevas
espiras y cualquiera de los flujos magnéticos que antes atravesaba una
sola espira, atraviesa ahora n espiras, de alli que el flujo magnético
total concatenado con la bobina crece n veces. Aumentemos luego la

intensidad desde -‘:-; hasta su valor anterior i, entonces. la induccién

magnética en todos los puntos del espacioc aumentard n veces y como
resultado aumentard n veces més el flujo magnético total de la bobina.
De modo que al conservar las dimensiones de la bobina y la intensidad
de la corriente que la recorre y al aumentar n veces el nimero de es-
piras, el flujo magnético total de la bobina aumentard n? veces, lo cual
significa que, para ciertas dimensiones de la bobina, su inductancia
es proporcional al cuadrado del niimero. de espiras.

Ir—-l
(L}

r—ﬂ
!
%— cr—n-|

..
-
']

Fia, B-20

Demostraremos ahora que la resistencia de’ una bobina de dimen-
siones dadas es también proporcional al cuadrado del namerc de es-
_piras. Para mayor claridad examinemos el ejemplo concreto de una
bobina cilindrica cuya seccién transversal se puede ver en la figura 8-19.

La resistencia de la hobina es

!
¥S”’

donde = wnDae.: €5 la longitud del conductor del cual estd hecho
el arrollamiento de la bobina;

=
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Diyeq.: €s €l diametro de las espiras medias del arrolla-
miento;
y: es la conductividad del material de los conduc-
tores;

S :ku—ag-: es la seccién ifransversal del conductor;

ah: es el drea de la seccién transversal de la bobina;
kq: el factor de llenado de la bobina,

El factor k; es menor que la unidad; con él se toma en cuenta
que solo parte del area ah esti llena de un material conductor y el
resto corresponde a la aislacidn, :

Reemplazando las expresiones dadas para I y S en la férmula de 7
obtenemos:

_— qued. .w2

T yah kg

‘Como el factor de Ilenado varia algo al variar la seccién del con-
ductor y, por consiguiente, depende de w, la resistencia = no resulta
exactamente proporcional al cuadrado del nimero de espiras.

Debe recordarse también que las proposiciones enunciadas respecto
a la proporcionalidad de la inductancia y de la resistencia de una bo-
bina de dimensiones dadas al cuadrado del nimero de sus espiras, sélo
son vélidas con una distribucién uniforme de la corriente en la seccién
del conductor, es decir, no habiendo efecto de superficie o efecto de
proximidad.

Con frecuencias hajas, por ejemplo para 50¢/s, el esquema equi-
valente de Ia bobina consta de una resistencia r v de una inductancia I,
conectadas en serie (este esquema puede ser reemplazado ciertamente,
por otro que conste de una conductancia activa y de una susceptancia.
La resistencia del arrollamiento de una bobina aumenta con la frecuen-
cia por influencia del efecto de superficie y principalmente del efecto
de proximidad. Como consecuencia la magnitud ‘

0, = ol

F "_r_"_:

Hamada factor de mérito (o de calidad) de la bobina es una funcién
no lineal de la frecuencia. Dentro de cierto margen de variacién de
las frecuencias, la magnitud ), permanece casi constante,

Para altas frecuencias no se puede despreciar las capacidades exis-
tentes entre las espiras, Esa$ capacidades intermedias entre las espiras
se muestran convencionalmente en la figura 8-20 con una linea de pun-
tos. Cuanto mas alta es la frecuencia, tanto menores son las reactancias
capacitivas entre las espiras, Las corrientes en las espiras de la bobina
resultan desiguales. Hallar la distribucién de una corriente de alta fre-
cnencia en una bobina representa un problema complejo. Con frecuen-
cias suficientemente altas la reactancia equivalente de la bobina puede
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volverse capacitiva, en virtud de las capacidades existentes entre las
espiras,

Si en un campo magnético variable de una bobina se coloca un
cuerpo conductor macizo, se originardn en éste corrientes parésitas.
Dichas corrientes scrdn acompaiiadas con desprendimiento de calor. La
energia correspondiente es suministrada por la fuente de alimentacién

del circuito eléetrico, por eso la resistencia equivalente de la bobina
)

F . . P
= crece. Las corrientes pardsitas se oponen a la variacién del

campo magnético segin la ley de Lenz, es decir, producen una accién
desmagnetizante sobre el campo magnético variable que las origina.
De aqui que la presencia de las corrientes parisitas se refleje en cierta
dismimicion de la inductancia de la bobina. .

Los redstatos y las resistencias no regulables que se utilizan en la
practica, poseen siempre cierta inductancia y, ademas de ello, entre los
distintos elementos del redstato (entre las espiras) existe capacidad.
Para frecuencias bajas, las inductancias de los redstatos v las capaci-
dades entre los distintos elementos. no tienen practicamente ninguna
influencia y no se toman en cuenta en los céleulos.

Capituro IX

CALCULO DE CIRCUITOS CON CORRIENTES
' SINUSOIDALES

9-1. Conexién en serie de receptores de energia.

En una ¢onéxidn en serie de n receptores de energia (fig. 9-1) la
tensién es

fj:ﬂ?1+ffg-f—....—i-[')',,:Zlf{—ng-{—...+an:Zf,

ddﬁg:l_e Z es la impedancia compleja equivalente de todo el circuito:

?‘:Eﬂ- ¥ . szk- . - (91)

El defasaje entre la tension U y la corriente | se determina de la
relacih

tge="T. (9-2)

Para los valores eficaces de la corriente y de la tensién tenemos:

U=zl e I;——‘

donde
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Las potencias activa y reactiva del circuito son:

n

P:UIcosqasz:zrkP: P,
A -

i 1

Q = Ul sen ¢ = xI? zixﬂz i;iQk-

La pdtencia aparente a la entrada del circuito 1o es igual en ge-
neral a la sumia de las potencias aparentes” dé Tos receptores, dado que

en un caso general
) ’ U#U_1+U{-+..-+Uu“w.

y L)
CS=UI# (Ui 4+ Us+ ... +U,)I ZESk.

El orden del cﬁlculo depende de cudles son las magnitudes dadas
y cudles son las buscadas. Mas abajo se dan a modo de ejemplo algunos
problemas ilustrativos tipicos. :

Problema 9-1. En la figura 9-2, g se muestra el esquema de célculo'de ung
linea de transmisién eléctrica y la carga conectada en ella. La linea esta repre-
sentada por una conexidn en serie de una resistencia r; y de una reactancia x,, y la
carga por un dipolo pasivd.

haliar @, ¥ O,
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Con los subindices 1 y 2 estén designadas las magnitudes referentes al prin-
cipic y al final de la linea. Se dan: r;=x,=68, U,=5500V, P, =500 kw,
c0s @y = 0,91, @, > 0. Se quiere determinar la tensién U, al principio de la linea.

Solucign, Representemos la carga (dipolo pasivo) DOr un esquema eguiva-
lente formade por una conexién en serie de una resistencia f, ¥ una reactancia x,
(fig. 9-2, b). '

La corriente de la carga (y en la linea) es:

P, 500108
I= = = A,
U, cos ¢, -5500.0,91 160
U, 5500
Fp=—-=———— —=550Q;
2 I 100 5

P, 500-108

== - —504;
Eaas 1002

2, == \/22 "% = /55 — 502 = 20,9 .
Determinamos la impedanciz de todo el circuito

=1y 47r=5046=560;

Ty =+ x, =229 48289102,

2y =V a = /562 28,97 = 63 Q2.

La tension buscada es

Uy =2z, =63:100 =6 300 V.
En Ia figura 9-2, ¢ se da el diagrama vectorial de las tensiones y de la corriente.
(Observemos que en el curso de redes eléetricas se dan formulas comodas para el

cileulo, que permiten determinar sencillamente la diferencia U,—U, = Al ¥
hallar U; = U, 4 AU.)

Problema 9-2. El circuite es el mismo del problema anterior pero estin
dadas 1, =1, Uy Py v cosgy {9, >0} y se quiere determinar U,

Solucidn. Con los valores U,, Py, eosg, {g; > 0} se determina la intensi-
dad I y las resistencias r; y ¥, de todo el circuito; Iuego se halla ry=r, —7,

Problerna 9-3. EI mismo circhito que en ¢l problema 9-1. Datos: U, =

=6300V, P, =560 kW, U, =5500V, P, = 500kW, [ = 100 A, g, >0, q, > 0.

Se quicre c'leterminar Yy X,
Solucidn., La resistencia es

P,—P, 560500
=12 o 10t =64

Iz 1002

La reactancia se determina por una férmula andloga para Yr cual se debe

$; = U, = 6 300 100 = 630 kVA:
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Problema 9-5. Un refstato y una bobina estin conectados en paralelo. Ei
reéstato se considera como una resistencia ry, y la bobina como una conexién en
serie de una resistencia r, y de una inductancia L, (fig.9-4,2).En el circuito
estin conectados unos amperimetros.

Datos: £, = 20 £, las indicaciones de los amperimetros dan I, =2A, I, =3A
e 1=4A. Determinar r, y %, = oL, de Ia bobina. Despreciar la resistencia de
los amperimetros.

Solucidn. Veamos primero €] método grifico. )

La tensiém aplicada al circuito es U=1#1; =20-2=40V.

Elijamos las escalas para la tensibn m; {V/mm) y para la cordente m,
{A/mm). Tracemos los vectores U e fl {fig. 94, b). Ellos tienen la misma direc-
cibn, dado que I, estd en fase con la tension U. La construccion de los vectores
ie f2 est4 basada en que [ = fl + I-2 y en que la corriente iz retrasa en fase res-
pecto a la tensién U, Tracemos desde el origen y e} extremo del vector .fl como
centro, arcos cuyos radios son igusles en la escala elegida my a las intensidades I e I,

El punte B de interseccién de esos arcos determina la posicién de los extremos
de los vectores | i2. '

Descomponemos el vector de tensién U en dos vectores, uno de los cuales, I}u,
coincide en direccién con el f2 y el otro, ['I,, le es perpendicular. Son los vectores
de las tensiones activa y reactiva en la bobina.

Hallamos los valores eficaces U, = myOD y U, =m;DG y finalmente calcu-
lamos:

¢

Fic. 9-4

Se construye el diagrama vectorial cualitativamente, no en escala {fig. 9-4,b).
Esta sélo es necesaria para represéntar grificamente las relaciones trigonométricas
entre los distintos segmentos. Del tridngulo OAB tenemos:

E=E412—2ITcosq;

32 =224 4*—2.2.4co5 @.
De donde
aos @ — 0,688, ¢ — 46°35,

OF = OB cos ¢ = 4+ 0,688 = 2,75 A;
AF =OF —OA=275—_2=0754,
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: AF _ '
COS {fg = Y i 0,25; g = 75°32; sen g, = 0,968,
U,  Ucosg 40-0,25 . -
o = e = 2 = — R
2 i T 3 =333Q,
U, U sen g, 40 - 0,969 :
Xy = 7 = i = =12,92 Q.
2 a 3 ’

9-3. Conexién mixta de receptores de energia

. Sean dadas las impedancias de todos los elementos del esquema
(fig. 9-5) y la tensién U a la entrada; se quieren determinar las inten-

-, sidades en todas sus ramas; Reemplacemos los receptores conectados

en paralelo por uno equivalente de admitancia

Y’ = Yz + Ya + Y4
1 |
Y

Después de esa transformacién, el esquema estars formado por
dos impedancias conectadas en seric, Z; y Z'. La impedancia equiva~

lente es Zoy. == Zy. 2", .
La corriente en la parte no ramificada del circuito ser4

o de impedancia Z' =

K L4 — U
r=g-.,
La tensién en la derivacién B
T . ,
U=Zlp
Las corrientes en los receptores conectados en paralelo serén:
i U’ ¥ U’ . '’
=Y, _u, v
. 2= Zg, . 1-3 Za, 14..._..»2.4_.

. Qtrq procedimiento cémodo para determinar las intensidades en
los circuitos con conexién mixta de receptores de energia, es el método

de la similitud o de las magnitudes proporcionales i
el subcapitulo 9-5, aplicado al circuito de la figura %lvzf&se estudia en

[/

MR YT’

Frc. 4.5

_ Examinaremos los célculos de los pardmetros de un circuito que
satisfacen a diversas condiciones impuestas, por medic de e]'emplo;
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Problema 9-6." Las impedancias del esquema de la figura 9-8, son:
Z,=2004§1000400 y Z, =500 +41500 Q.
4C6émo debe ser la resistencia rg para que la coriente { retrase de -;i respecto &

la tensién UP

LI

a 5
1 _.b v
ﬁl i 4 1
: I
Fre, 8-8

Solucién. Ordenemos primero la marcha de las operaciomes. Supongafnos la
fase inicial de la tensién U igual & cero, entonces la tensién compleja U= U,

Luego, por el método indicado al principio de este parigrafo, hallemos la
expresion general de la corriente fzo‘.

La corriente '12 retrasari de g- respecto a la tensién U ="U en el caso en que
Ia corriente compleja 1'3 sea una magnitad imaginaria negativa. Esa es la condicién

para determinar r,.
Siguiendo ¢l plan eshozade, hallamos la impedancia eguivalente

Z=2Z;

3

Zy+ 1y

la corriente en la parte ne ramificada del circuito es

Ia tensién en la derivacién
. Zyrg
. be — z2 4 1y 1
y, finalmente la corriente )

1 [}bc_ Ty I = g ) U _ g . U _
1Tz, _ Zytrg 1T Zytry Z Zy +1g Z, + Zyry
' ' Zy + 13

U o U .
T 75+ Zyty + Zor, | T00rg — 1400 000 + (800 000 + 2 50075}

El numerador de esa expresién es una magnitud real. Para que I, sea una mag-
nitud imaginaria negativa es necesario que el denominador sea una magnitud ima-
ginaria positiva. Dicha condicién serd satisfecha para 700r; — 1 400 000 = ¢ .6 para
ry = 2000 Q. :

Problema 9-7. ¢Qué relacién debe haber entre las impedancias Z,, Z,, Z, y
Z, de un esquema de puente (fig. 8-7} para que f_;l_ puente se encuentre en equi-
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librio, es decir, para que la corriente I, en la disgonal del puente sea igual & cero?
Sefialemos que en galidad de indicador de corriente, en Iz diagonal del puente, se
suele utilizar: el teléfono, el galvandmetro de vibracién y distintos dispositivos
eloctrénicos. . _

& 5 2

Fra, 89-7

~

Solucién. No hay corriente en la diagonal del puente si U,; =0, es decir
cuando : - :

Zh=2Zl, y - z,=2[,
Dividiendo miembro a miembro las igualdades, tenemos:

Z, 7,
Z,” Z,
o también
z
‘z_l' £ ‘H—ms:% L Oy
3 4
o bien _
AR
Zg - T,
¥

® + ®4 = 0z @3

Conociendo tres Impedancias complejas para Ias cuales se observa el 'eq'nilibn'o del
puente se puede determinar la cuarta. :

9-4, Circuitos ramificados compuestos.

Para establecer la relacién entre las corrientes y las f.em. en un
circuito ramificado, es necesario ante todo sefialar en el esquema los
sentidos positivos de las f.em. y de Jas corrientes conocidas {dadas)
y elegir los sentidos positivos para las fem. y las corrientes desco-
nocidas. '

. - E !
P ¥ ‘ )
1] .
Fro, 98

Para cualqﬁier nudo del circuito y de acuerdo a la primera ley
de Kirchhoff. '

=i =0. | (9-5)
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Para las corrientes cuyos sentidos positivos respecto al nudo son
distintos ( dirigidas hacia el nudo o desde el nudo) las corrientes com-
plejas entran en esa ecuacién con signos contrarios. Para la rama de
la figura 9-8 la tensién es U = E-—Z[. Para otros sentidos positivos
de I o de E los términos de esa expresién llevaran otros signos.

En un caso general una rama puede contener varias fuentes de ten-
sién como también varias resistencias, inductancias y capacidades.

Entonces Z — Zr 4 ZjnL + X fqu‘ y E es igual a la suma alge-

braica de las f.e.m. complejas de todas las fuentes de tension,
Para cualquier malla del circuito

SU=0 o también ZTE=3zZI,  (96)

expresién que representa la segunda ley de Kirchhoff en.su forma com-
pleja. Al coincidir los sentidos positivos de las corrientes y de las f.em.
con el sentido del recorrido de la malla, las intensidades y las f.e.m. com-
plejas en esa ecuacién tienen signo mds; en caso contrario tendrén
signo menos.

7 i 1

¥ic. §-8

Las ecuaciones que expresan las leyes de Kirchhoff en forma com-
pleja para los circuitos de corriente sinusoidal, ienen exactamente la
misma forma que las ecuaciones correspondientes a los circuitos de co-
rriente continua. Por ello es que todos los métodos de cilculo de los
circuitos de corriente continua son fntegramente vélidos y aplicables
a los circuitos de corriente sinusoidal., ' )

La diferencia respecto a los circuitos de corriente continua consiste
tnicamente en que las tensiones, las f.e.m., los potenciales, las intensi-
dades, las impedancias y las admitancias intervienen en todas las ex-
presiones como numeros complejos.

La total analogia de célculo entre los circuitos de corriente con-
tinua y sinusoidal existe sélo mientras falte la inductancia mutua. En
presencia del fenémeno de la induccién mutua entre los elementos del
circuito aparece una serie de particularidades que se examinan en el
subcapitulo 12-5.

 En el calculo de los circuitos de corriente continua las intensidades

y las tensiones buscadas pueden resultar negativas. Esto sucede, como

ya se sabe, cuando los sentidos reales de la corriente o de la tensién

no concuerdan con el sentido positivo elegido para ellas. En los céleulos

de los circuitos de corriente sinusoidal las intensidades y las tensio-

nes varian periédicamente sus sentidos reales, de modo que la eleccién

_arbitraria de los sentidos positivos sélo repercute em sus fases. La

G. V. ZEVEKE - P. A. IONKIN

inversién del sentido positivo elegido modifica la fase en un valor m con
lo cual cambia el signo del complejo representativo y la posicidn- del
vector de corriente varia de 180° en el diagrama vectorial.

El célculo de las potencias estd relacionado con la eleccién de los
sentidos positivos de las corrientes, tensiones y f.e.m.

Cuando los sentidos positivos de la corriente y de la tensién son
los mismos (fig. 9-9) el complejo S = UI nos da la potencia compleja
consumida en la rama considerada. Al mismo tiempo los valores po-
sitivos de P y Q corresponden al consumo y los valores negativos, a la
entrega de la energfa activa y reactiva. Cuando los sentidos positivos
de la corriente y de la tensién son distintos (fig. 9-8), la expresién

S = UJ nos da la potencia compleja entregada por la rama en cuestidn.
Entonces los valores positivos de P y Q corresponden a la entrega y los
negativos al consumo de energia activa y reactiva. :
Cuando los sentidos positivos de la f.ean. y de la corriente son los
mismos (fig.9-8) la expresién S = EI nos da la potencia compleja ge-
nerada (producida) por la fuente de f.e.m. y, para sentidos positivos
distintos (fig. 9-9), la potencia compleja absprbida por la fuente de
fem. En el primer caso los valores positivos de P y Q corresponden
a la generacitn, y los negativos a la absorcién de energia activa y

Fia. 9-10

reactiva por la fuente de f.em. En el segundo caso, por el contrario,
los valores positivos de P y Q corresponden a la absorcién y los nega-
tivos, a la generacién de energia activa y reactiva por la fuente de f.e.m.

En la figura 9-10 se da el diagrama vectorial de la corriente y de
la tensién para una rama de un circuito ramificado (fig. 9-8 -9-9).
Segin el régimen del circuito el vector de la corriente J puede hallarse
en cualquier cuadrante del diagrama (en una de sus posiciones estd
indicado con lineas de puntos). En el mismo diagrama se sefialan con

“distintos rayados las zonas de posicién del vector I que corresponden
a los valores positivos de las potencias activa y reactiva. Los valores
positivos de P y Q, como se sefialé méds arriba, corresponden sea al
consumo, sea a la entrega de energia activa y reactiva por la rama
considerada, segin para qué sentidos positivos de la corriente y de la
tensién (fig. 9-9-9-8) haya sido construido el diagrama vectorial.

En el célcule de los circuitos ramificados se puede recurrir a la
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- transformacién de los esquemas. Las férmulas de transformacién de
un trifngulo de impedancias en una estrella y viceversa se distinguen
de las deducidas en la primera parte del libro para los circuitos de
corriente continua sélo en que en lugar de resistencias y conductancias
contienen las impedancias y las admitancias ~omplejas respectivamente,

Observemos que al calcular las impedancias complejas de un es-
quema transformado, sus partes reales pueden resultar negativas, lo
cual correspande a resistencias activas negativas. El significado de tales
resistencias es puramente de cilculo. En presencia de una corriente
en dicha resistencia, Ia potencia activa rl? es negativa y, por consi-
guiente, la energia electromagnética no se absorbe en él sino que se
genera. La suma de las potencias activas en todas las ramas del es-
quema transformado del circuito pasivo no es por cierto negativa y
es igual a la potencia activa en el esquema inicial.

Conociendo tres impedancias complejas para las cuales‘.'\lse observa el equilibrio
del puente se puede determinar la cuarta. ' : :

Problema 9-8. En la figura 9-11 se da el esquema de un circuito que suele
presentarse en la proteccién de reld {filtro-relé de secuencia negativa).
- Datos: r=r, =184, xp, =25 =320Q, 2, =g, .

A los bornes 6 —c'y b—d estin aplicadas las- tensiones U,, = Uy, =10V,

... pemo U, retrasa respecto a la tensién Uy, de._g_ Se quiere determinr la ten-
.o Solucién. Lo més simple es resolver el problema pot el método de los nudos,

L " Admitimos que Uyy = Eg = Up; =10 V, entonces U,, = Ey = 10 7 —60° V. To-

mamos g, =0, entonces @, = 10V, ¢, =@, -+ Eg=¢,+ 10 / —60°. Es neco-
sario formar una ecuacién pars determinar ¢,

Partiremos de la siguiente ecuacién de las corrientes:

) iz'f*.{‘:fs:fl-f-fa

0 también ’

Pa—g - P, — g P, ¥ P — @
Fg -t Hap—ap) T —jrgg L1
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¥+ 10 7 —80° @, 10—gq, 10— (¢, +10 ; —60°)
320 185 ~ 4320 - 185 )
De donde Ia tens_ién. buscada serd: '

Uy=9,=10 7/ 60° V.

9-5. Diagramas topograficos.

Para poder apreciar la magnitud y la fase de la tensitn entre los
distintos puntos de un esquema conviene recurrir. a los diagramas to-
pogréficos que son diagramas de los potenciales complejos, correspon-

Fre. g-12 ;,:
diendo a cada punto del esquema un pun.to determinado en el diagra‘i},é , "“";
topogréfico. El punto inicial de célculo cuyo potencial se toma el

a cero, corresponde en el diagrama topogréfico al origen de las cootr¥, ~__

denadas. _ - AN R
- Construyamos cualitativamente un diagrama topografico para el\-::";

esquema representado en la figura 9-12, Llevemos el vector de la co- -

‘rriente § en una direccién elegida arbitrariamente (fig. 8-13,a}. Tome-

mos el potencial del punto g igual a cero (9, = 0) y determinemos log
potenciales de los puntos restantes. '

Y 3
-
/ r_ Y g
Ve Yy
¥ r

Vamos a recorrer ¢l esquema yendo desde ¢l punto g, al encuentro
del sentido positive de la corriente. El potencial del punto f es mayor
que el potencial del punto g en un valor igual al de la tensién en la

inductancia ¢ = ¢; + joLl. Dado que ¢, =0, entonces ¢, serd repre-



234 PRINCIFIOS DE ELECTROTECNIA

sentado por el vector jwLI. Designaremos el extremo de dicho vector
por la letra f, ya que él es el que determina el potencial del punto f.
El potencial' del punto d es superior al del f en unaccantidad igual a la

tensién en la resistencia r. El potencial q.qd es igual a ¢, + rl. Tracemos
desde el extremo del vector @; = jwLl el vector #f. Designaremos con

d el extremo del vector rf, dado que él determina el potencial del
punto d. En efecto, si se traza un vector desde el origen dF las coorde-

nadas hasta el extremo del vector i aquél serd igual a la suma de los
vectores jwl.i + ri y esa suma es igual a .

: - _ i _
Andlogamente hallamos @, = @;—7 o De acuerdo a esta igual-

dad trazamos desde el extremo del vector #I (punto d) el vector —j TIC-

. 1
Designaremos el extremo del vector —j-—~ con la letra & puesto

que dicho vector determina el potencial de! punto b. Finalmente, lle-

vando a partir del extremo del vector —fB‘E,—, ¢l vector »I obtenemos
el Glimo punto del diagrama topografico que determina el potencial
P = @+ '] 0 la tensién U, =¢s— Py =@ la fem. de la fuente
de alimentacién es E;, = U,,. '

Hay que prestar especial atencién al sentido de los vectores de las
tensiones en los diagramas topogréficos.

Los vectores de las tensiones estin dirigidos, respecto a los puntos
del diagrama topografico, en sentido contrario.al positivo de-las ten-
siones respecto a los puntos correspondientes del esquema. Asf, por
ejemplo, el vector de la tensién U, (sentido positivo desde d a )
estd dirigido en el diagrama topografico de f a d y el vector de tensién
Uy {sentido positivo de f a d) esta dirigido en el diagrama topografico
de d a f. Esto concuerda con la regla conocida de la sustraccién de
los vectores, segin la cual el vector Uy, que representa la diferencia
de Jos vectores ¢, — q; (Hg. 9:1.3), estd dirigido desde el extremo del
vector ¢y al extremo del vector @4 y el vector Use. que representa la
diferencia de los vectores ¢, —qa estd dirigido desde el extremo del
vector @q al extremo del ;. Tomando en cuenta lo dicho, se puede

no indicar en el diagrama topografico el sentido de los vectores de
tensién, bastando la designacién®de los puntos.

El valor del diagrama topografico reside en que éste permite deter-
minar las tensionés; entre puntos cualesquiera del esquema.

Para ello basta unir los puntos correspondientes del diagrama tope-
grafico con un segmento de recta déndole el sentido adecuado. Asi,
por ejemplo, el vector de teusién U, representa en el diagrama topo-
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grafico un segmento de recta entre los puntos f y b cuyo sentido estd
tomado de fa b, . .

A diferencia de los vectores de tensidn, los de f.e.m. tienen respecto.
a los puntos. del diagrama topografico el mismo sentido positivo que
las f.e.m. respecto a los puntos correspondientes del esquema. Asi, por
ejemplo, el vector de f.em. E,, (sentido positivo de g a @) estd dirigido
en el diagrama topografico también desde el punto g al punto a.

Examinemos otro ejemplo mas. Sean dados todos los pardmetros
del circuito (esquema fig. 9-14) y la tensién U en sus bornes. Se quiere
hallar las corrientes en las ramas y construir el diagrama topografico.

Fic. 9-15

Este problema puede ‘ser resuelto analiticamente por el métode
corriente: primero el esquema se transforma dindosele la forma mds
simple; luego se determina la intensidad Iy y después las intensidades
I, e I, y finalmente se calculan los potenciales de todos los puntos y
se construye el diagrama topografico. Sin embargo, resulta mucho mas

sencillo encontrar todas las magnitudes, aplicando el método de la
similitad, : : _
+Adoptando un valor arbitrario para la intensidad compleja I;, ha-
ciendo por ejemplo Iy =1, caleulamos las tensiones rly y foLf;: Lue-
go llevamos sobre el diagrama los vectores I, rly y joLd, (fig. 9-15).
La suma de los vectores ryf 4 joL.f; nos da el vector de tensién Us,.
Ui

Luego calculamos la intensidad [, — -
‘ JorLig

. El vector I, retrasa respec-

‘to-al vector Usq 'de % Determinamos Iy = I; 4- f_g analitica y gréfica-

mente. Desde el punto b del diagrama trazamos el vector de tensién

(:5' bajo un 4ngulo —231 con respecto al vector I; en ¢l sentido del
3

retraso. El extremo de ese vector determina en el diagrama topografico
el punto a. Tracemos desde el punto d el vector — rels; su extremo -
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determinar en el diagrama topografico el punto £, dado que ¢ == g — T

—rsls. El vector de tensién Usr puede no coincidir en magnitud con ) P VT

Ia tension dada U, Para que el diagrama construfdo concuerde con la 4
tension dada, basta modificar las escalas de las tensiones y de las inten- 2
. - U H . ™~ "—"'_fj

sidades en la relacién T S - =

af L g
Capfruro X f‘“”“‘*J

10-1. Resonancia en un circuilo serie.

— 1
/" Se llama resonancia a un régimen tal de un circuito pasi _
| contiene bobinas de-ante-indueetsh condiersattores, para el cnal Ia
ancia o susceptancia de entrada sean iguales a cero, En régimen
de resonancia la corriente, a la entrada del circuito, si es distinta de
cero, estd en fase con Ia tensién,

Examinemos un circuito que consta de una resistencia, vna induc-
tancia y una capacidad conectadas en serie (fig. 8-5) Ilamado general-
mente circuito serie; la resonancia se produce en &l cuarido,

T=%x—x=0 o T =1

o también

Para 2, = x,, las tensiones en la inductancia y en la capacidad, :
de fase, son iguales en magitud (fig. 8-7,b}); de alli que la resona
en el circuito considerado reciba el nombre de resonangip de t
Habiendo resonancia, las tensiones en Ja indnctancia y en la.
cidad pueden superar considerablemente la tensidn en los bores del
circuito que es igual a la tensi6n en la resistencia activa. La impedancia
del circuito para x = 0 tiené un valor minimo z — /32 +1%=r,y, para
la tensién dada U la intensidad alcanza su valor méxitno =+ Enun caso

tedrico, para r =0 y habiendo resonancia, la impedancia del circuito
también es igual a cero y la intensidad, para cualquier valor finito de
la tensién U, es infinitamente grande. Del mismo modo alcanzan va-
lores infinitamente grandes las tensiones en la Jinductancia y en Ja-

capacidad.
De la condicién wL = 1 se deduce que se puede alcanzar la

resonancia, sea"n_l]gmw rla frecuepcia de la fuente de alimentacidn,
‘s‘éﬁ"'fr’ibdificando_ 0s pardmetros del circuito, su inductancia o su capa-
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cidad. La frecuencia_angular para la cual se produce la resonancia

se llama fre encia angular fesé"ﬁdnc:a

wo = . (102)

Las reactancias inductiva y capacitiva en- rég;men de resonancia
seran

0L =—1—=1/.L _, (10-3)

T bt A = = A

La magnitud ¢ se llama res:stenma caractensttca del circuito o de la
La relacién entre la'tensmn existente en la inductancia o en la ca-
pacidad y la tensién aplicada al circuito, en régimen de resonancia

U _Ue o @ " ' '
TET-a =8 (10-4)

se llama-factor de resonancig o factor de ménm del o:rcuito. El factor
. de resonancia. indica. cudntas veces supera la tensién en la inductancia

. 1 0, 4y m.%-‘w""_ .
i o L Ny
[
[4
%
" Fre. 101

0 enla capamdad ala tens:én n_aplicada al circuita, .estanda. éste en
resonancia,.. o _

U51,si p>r. La denominacién de “actor de mérito” (o de
calidad ) de Ja malla ser4 aclarada en el subeapitulo 10-2. :
7 Para dilucidar los procesos energéticos que tienen lugar én un
¢/ régimen de resonancia determinemos la suma de las energias de Ios
: campos magnético y eléetrico del circuito w = wx + we.
< SeaizInsenagt. La tensién en la capamdad 5

“tr:Uﬂm?_e_n_ W;%):-Umcosmpt;
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T 2 2 2
W= Wy W, = Lg + C;“ LI"‘ sen? wpt - %’Tﬂ‘_ cos? ayf,

- e

U(.m—Im C —ImV

pero

y por consiguiente o _
LI, CU%,.
w““‘wu—{-wc —2——'—:——01—:00115t,

es decir la suma de las energifas de los campos magnética .y. e]éctnco'

no varia con el correr del Hempo. En 1a figura 10-1 se dan las curvas i,
U, Wy, W, Y W qué Tuestran que la disminueién de energia del campo

eléctrico es acompaifiada por un aumento de energia del campo magné-
tico y viceversa, De modo que se observa un paso incesante de energia
del campo eléctrico al magnético y reciprocamente.

Toda la energia que pasa al circuito desde la fuente de alimentacién
se va transformando en tode momento en energia térmica. De modo
que para una fuente de alimentacién todo el circuito es eguivalente
& una resistencia r.

Observemos que el nombre de “resonamcia” para el régimen considerado del
circuito estd tomado de la teoriz ondulatoria, Llamase resonancia al proceso de
oscilaciones forzadas de una frecuencia tal que la intensidad de las oscilaciones sea
maxima a igualdad de condicicnes restantes. Se puede caracterizar la intensidad
del proceso oscilatorio segdn los distintos fendmenos cuyos méximos se observan
para distintas frecuencias, Es necesaric por lo tante, convenir acerca del criterio
de resonancia.

~¥n vn circuito eléctrico las cargas fluctian, Se podria tomar como criterio de
resonancia el valor méximo de la amplitud de carga en In capacidad, lo cual éorres-
ponde a Ia amplitud méxima de 1a tensidn en la capacidad. El régimen correspondiente
lleva el nombre de resonancia de amplitud, Con el criterio adoptado al principio del
capftulo, estando un circuito eléctricé en Tégimen de resonancia, lz corriente estd en
fase con la tenslén aplicada; es la ﬂamada resonancia de fase. *

mixima velocid4d de las cargas ﬂuctuantes o a la intensidad maxima de corriente.

‘81 el condensador cargade se cierra sobre la bobina de autoinduccién se observaré

en ¢l circaito, con una resistencia suficientemente pequefiz de la bobina, un proceso
de oscilaciones amartiguadas de las tensiones y de la comriente. La frecuencia de
dichas oscilaciones se llama frecuencia propia o de oscilacién libre. Debe observarse
que las frecuencias, en presencia de las cuales se observan las resonancias de fase v
de amplitud mo concuerdan con la frecuencia de las oscilaciones propias {esto sélo
se produce en un caso tébrico cuando la resistencia del circuito es igual a cero.

"El criteric de’ resonaricia adoptado aqui, también es aplicable cuando, debido
a la_ gran resistencia del circuito, no pueden originarse las oscilaciones propias.
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10-2. Caracteristicas de frecuencia de un circuito serie.

Supongamos que a un eircuito {(esquema de la fig.8-5) ests apli-
cada una tensién sinusoidal y — U, sen wt, cuya amplitud es invariable
y cuya frecuencia puede variar desde 0 a co.

L2 variacién de la frecuencia origina la variacién de las magnitudes
que caracterizan las propiedades de Sreais, Varia su reactancia y por.
conﬁigt_ﬁ@n.te la impedanciz como también el 4ngula & (argumento de la
“iifipedancia compleja). Las relaciones entre las magnitudes que carac-

terizan las propiedades del circuito y Ia frecuencia, se laihail caracterfs:

A

%

Fic. 10-2

ticas de frecuencia del circuito. Anélogamente, si relacionamos la in-
tensidad, la tensién y Ja potencia con la frecuencia tendremos las
caracteristicas de frecuencia de las magpitudes que determinan el régi-

men del circuito. Los i ivas. de.dichas relaciones se
Haman, curvag de resonancia. :
La variacién d€ T& frevnencia hace variar la reactancia del cir-

cuito. En la figura 10-2 se dan las caracteristicas' de frecuencia
de 2, x; y x =%, — ;. La variacién de la reactancia trae como re-
sultado la variacién del régimen del cirenito. En la figura 10-3 se da
un ejémplo de curvas de resonancia H{w), U(w), Usw) y de la curva
(@) para una circuito cuyo factor de mérito es () — 125 Para w=0
la tensién, aplicada al circuito, no varia en el empo y por lo tanto no
hay corriente en el circnito, Al variar ® de 0 a-w, la reactancia resul-
tante tiene un cardcter capacitivo y varia de —eo0 2 0. Como consecuen-
cia la intensidad crece de 0 hasta su valor maxito U/r y la diferencia

de fases entre la tensién y la corriente varfa de -—-’21 hasta 0. Al variar

© de wp a o, la reactancia resultante crece de 0 a e ¥ tiene un caricter
inductiva, Como consecuencia la corriente disminuye desde su valor
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N y Jt . a4
maximo hasta 0 y el dngulo ¢ crece desde 0 hasta G La tensidn rI
varfa en funcién de la frecuencia del mismo modo que la corriente.

Vomi
2

n

!

Fic. 10-3

'En la expresion que da la tensién en la inductancia, U, = x?I , ambos
factores dependen de la frecuencia. Para w =0, la reactancia x, = 0,
la intensidad I = 0 y por consiguiente, U, = 0. Al variar @ de 0 a o,
ambos factores aumentan y U, crece. Al seguir aumentando o > y, la
intensidad I disminuye, pero la tensién U, signe elevindose debido al
aumento de wl. El andlisis que aqui omitimos evidencia que para

un circuito cuyo Q < -—1..~, ese crecimiento de U, prosigue incesante-

. 1
mente hasta alcanzar el valor U, y para ¢1 circuito con Q > ok la

tensién U, para cierto valor de w, > w, alcanza su mé;\_cim’o Utwax, > U,
para bajar después. Para 0 =w, w,=o y por consiguiente U,=U.

Examinemos ahora de qué manera depende la tensién en la capa-
cidad, Uy =x.I, de la frecuencia, Para w =0 no hay corriente en el
cireuito y por lo tanto U, = U, Al crecer » desde cero, xe dljmlmuye
ininterrumpidamente. El anélisis demuestra que para un circuito cuyo

Q< v%, la tensién Uy disminuye sin cesar y para un circuito con

Q>Vlé:, la tensién se eleva al principio en virtud del crecimicnto
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de I, alcanza un méximo de Ug, ., > U para cierto valor ws < w, ¥
luego disminuye, Para @ = tanto I como z, son 1guales a cero, de
alli que Uy =0.. Observemos que Ug,ie = U s

El carécter de la variacién de la corriente en funcién de la frecuen-
cia, demuestra que el circuite analizado posee “propiedades selectivas”,
Si se le aplica una tensién suma de las tensiones sinusoidales de dis-
_tintas frecuencias, el, circuito ofrecerd menor resistencia a la corriente
cuya frecuencia sea més proxima a la de resonancia.

Se aprovechan ampliamente las propiedades selectivas de esos
circuitos en las comunicaciones eléctricas. En ese caso el régimen de
resonancia constituye el régtmen normal de traba;o Por el contrario,
en las instalaciones en que el régimen de resonancia no estd previsto, es
indeseable la aparicién de la resonancia, dado que las considerables
tensiones que se originan en la bobina y en el condensador pueden re-
sultar peligrosas para la aislacion.

Veamos qué influencia tienen los parimetros del circuito sobre la
forma de la curva de resonancia I{w). Transformemos la expresidn
dada para la impedancia del circuito

== V"2+(“’L“_“‘) V”"F‘”’Lg( oI ):
=prela—)

La intensidad de la corriente en el circuito es:

II:E— 4 =

Yire(a-3)

o

_ Iy - (10-5)

/ of ® o0}
Viteola—<)
donde I :g— es el valor eficaz de la corriente en estado. de reso-

nancia. Para poder comparar cémodamente las curvas de resonancia
una con la otra las examinaremos en forma de relaciones:

I w
r—u—”-‘(ar)'

La ecuacién (10-3) evidencia que la influencia de los pardmetros
del circuito sobre la forma de la curva de resonancia esti totalmente
dada por la magnitud Q.

En la figura 10-4 se representa una serie de curvas de resonancia.
Cuanto mayor es (), tanto mds pronunciada es la curva de resonancia,
tanto mejores son las “propiedades selectivas” del circuito, circunstancia
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que, entre otras, indujo a llamar a Q factor de mérito {de calidad). En
los circuitos reales, formados por una conexitn en serie de una bobina

de autoinduccién y de un condensador, la magnitud Q = % varia con
la frecuencia, debido principalmente a la variacién de r y L en funcién

¥
"%

a8
gé
49
42
- 2
L‘:’_"
Z aza#msas ! 4'2 W (6!3 z

Fia. 10-4

de la frecuencia {ver8-12). Por lo tanto, generalmente para caracte-
rizar los circuitos se toma el valor de @ correspondiente a la frecuencia
de resonancia. Observemos que los valores maximos de Q que se al-
canzan en la prictica oscilan entre 200 y 500.

10-3. Resonancia en un circuito con dos ramas en paralelo.

‘Examinemos el circuito cuyo esquema consta de dos ramas co-
nectadas en paralelo: una con resistencia e inductancia y la_otra con
resisténcia y capacidad (fig. 10-5). Un circuito tal se le suele llamar
circuito en paralelo. Este llega a un estado de resonancia cuando la
susceptancia de entrada es

_b=bi4b=0_otambién b= —by (10-6)
donde b, y b2 son las susceptan01as del c1rcu1t0

!

——
il Rl
£ [
FiG. 10-5
Para hy == — by, las corrientes reactivas en oposicitm de fase son

iguales en magnitud (g T0-6), motivo por el cual a ¢sta resonancia
se’le’da el nombre de resonancia ¢ de corrientes. Del diagrama vectorial

' se ve que, en estado de resonancia, la mten51dad I ala entrada de un
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circuito puede ser considerablernente menor que las. intensidades en las
ramas. En un caso tebrico, para. ry - 0 (fig. 10 -7}, Ias corrlentes

11 e I+ estan defasadas respecto a la tension, de — 2 y de y la suma

de las intensidades. es 1’__11 4 I, =0. La resistencia de entrada del
circuito es en este caso ififinitameéiite grande.

Sustltuyamas en Ja relacidén (10-6) que constituye [a condicién -de
resoniancia, las expresiones de by y b, en funcién de los pardmetros del

circuito,
1

m(LmL)-. r2+‘EC )220. (107)

De aqui se deduce que se puede alcanzar el estado de resonancia, sea
modificando la frecuencia de la fuente de alimentacién, sea los para-
metros del circuito (L, C, 7 y rz). Resolviendo la ecyacion (10-7)
respecto. a w, hallamos el valor siguiente para la frecuencia angular

de resonancia,
. '10-8
%= \/LC l/ L (10-8)

Para alcanzar 1a resonancia es necesano que las reswtenmas LY fy

sean ambas mayores ¢ menores que IK o Alno cumplirse esa condicién

resulta Wi Pilsacidn Twagniria o, es decir no existe una frecuencia
para la cual tenga lugar la resonancia.

Para = rz #:-I/-é la frecuencia angular de resonancia o} = V,.._

tlene el mlsmo valor que para una reschancia en un circuito-sefie.

"

o
ra———s

Fig. 10-8 Fig. 10-7
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;

SL 0
< la frecuencia angular de resonancia w) = o

o

tiene cualquier .vilor, s ‘decir Ja’ resonancia se observa para cualquier
frecuencia. En efecto haciendo r; == r, — r, tenemos que la impedancia
equivalente del circuito es

27, (r+wa)'(r—'f—03lc—l)

Ty, = —
Zy 42y 2 4 i (mL__G]_(T_)

Sustituyendo en esa expresion L = r*C, obtenemos Z,,. =1, o sea gue

a mnp cia equivalente der'lrculfo es una resmtencm activa ¥ no

depende de Ia frecuencia, por cons;gvlente Ja corrienté estd én” fase

U
con la tension ‘para cualquier frecuencia y su valor eficaz es 1gual a—-

0bservemos que en la radiotecnia se utilizan circuitos con pequefias
pérdidas, es decir que en ellos, r; v . son pequefios en comparacién

L . . .
con —~-. En tales condiciones la frecuencia angular de resonancia,

puede calcularse por la f6rmula

(J.lf) — ===,
VLC
Para una frecuencia invariable de la fuente de alimentacién, puede
obtenerse la rescnancia haciendo variar las magnitudes L, C, r, v 7;.
Debe tenerse en cuenta que al variar algnno de los parametros, la
resonancia no se alcanza para valores cualesquiera de los pardmetros
restantes. Al variar la inductancia o la capacidad vy para determinadas

Fic. 10-8

relaciones entre los pardmetros restantes, son posibles n
sino dos regimenes de resonancia. Es facil comprobarloe, e
la condicién de resonancia (10-7). Asi, por ejemplo, si varfa
cidad C obtendremos de la COndlClOI’l de resonancia, una ecuaciom de
segundo grado en C.

St varia la inductancia L y los demas pardmetros se mantienen
constantes, tendremos una ecuacidn de segundo grado en L.

Dos raices reales distintas de esas ecuaciones dan dos valores de
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C y L respectivamente, cada uno de los cuales asegura la resonancia.
Las raices iguales corresponden al caso en que es posible un solo régi-
men de resonancia. Cuando las raices son complejas, no hay valores de
L y de C para los cuales se establezca la resonancia. . -

Examinemos los procesos energéticos en estado de resonancia. En
un caso tedrico ry =r; =0, la intensidad I =0, la energia no se trans-
tiere al circuito y sélo se produce un intercambio de energia entre los
campos eléctrico y magnético. Si tan sélo una de las ramas posee una
Tesistencia activa, entonces la intensidad I+ 0 y la energia pasa de la
fuente de alimentacidn al circuito. Al mismo tiempo, como se verd mas
abajo, a diferencia de la resonancia en una conexién en serie, la suma
de las energias de los campos magnético y eléctrico no permanece cons-
tante. Por consiguiente, existen intervalos de tiempo durante los cuales
la energfa pasa de las fuentes de alimentacién a la energia de los campos
eléctrico y magnético; hay otros en los que la energia es transferida de
los campos eléctrico y magnético a las resistencias de las ramas y se
transforma en calor. Debemos sefialar que no se observa retorno de la
energia a la fuente de alimentacion, dado que la corriente estd en fase
con la tensién y en un momento cualquiera el valor instahténeo de la
potencia es p == 0,

La diferencia entre los procesos energéticos, en estado'de resonan-
cia, de un circuito simple en paralelo y de un circuito serie, se observa

con mésima nitidez cuando la corriente I, se adelanta en fase respecto
a I, de T (fig. 10-8), La tensitn U, que retrasa respecto a la inten-

sidad I, de Z-, estd en fase con la corriente en la inductancia I,. De

modo que la corriente en la inductancia y Ia tensién en la capacidad pa-

san por cero y por el miximo simultineamente. Por consiguiente, las
energias de los campos eléctrico y magnético alcanzan simultdneamente

sus valores méximos y minimos. Al mismo tiempo no se produce inter-

" . xcambio de energia entre los campos magnético y eléetrico. Cuando los
"~ ~mlores absolutos de la tensién u, en la capacidad y de la intensidad
* #f:6n la inductancia aumentan, entonces pasa la energia de la fuente
dé. alimentacién a los campos eléctrico y magnético. Al disminuir los

-

magpético se transforma en calor en las resistencias.
* Befialemos que el caso examinado se observa en una malla para la
¢ hay resonancia con cualquier frecuencia, es decir para r, =1, =

A

e
. L.
: :‘t ;‘_’V o En efecto, entonces
ol _ oL _
B == === 0VI(;
Ve
g gs] = = B |tg | =1

rswC T oN/LC ’

valbres absolutos de uc y de 4y, la energfa de los campos eléetrico y %
: ' ‘nes 3y 4. Entonces, para un valor eficaz invariable de la corriente y para ung dapav

_wna alimentacién desde una fuente de intensidad {indicada con linea de puntes}).
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y por consiguiente
LY

‘Pl+|¢2i:§

Problema 10-1. La pulsacion o y el valor eficaz I de una corrienfe sinu-
soidal que alimenta al eircuito {fig. 10-9, @) se manticnen invariables. La capacidad
del condensador varia sin pérdidas hasta €l momento en que, para cierta valor de C,

L4

a) -

&

[l
1 3
k) : 4
e

J

®

)
o
™
“
[
4l
L0
-

F1a, 10-9

la tensién U medida con un voltimetto alcance el valor méximo U ;. Conaciendo
las magnitudes I, €, U, ;; ¥ R, determinar los valores aoL y r de la bobina conectada

a los bornes I y 2, . ;ﬁ’r-'%%
Solucién. La forma mds sencilla de resclver este problema es transfonnal:j.djb e’
esquema del eircuite en uno equivalente, formado por una capacidad variable .3 oy 4
elementos conectados en paralelo —una conductancia activa g y una susceptdhola
inductiva b,, (fig. 10-9, ¢)—, con una fucnte de intensidad I, conectada a lﬁﬁbpr-

cidad variable, el méximo de tension medida con el voltimetro, se observard en ta‘ﬁ!o'
de resonancia de las cormrientes, dado que la impedancia de entrada del circlif
maxima en esas condiciones.

" Siguiendo el método trazado, encaremos la transformacién de] esquema.
mentacion del circuito (fig. 10-9, a) con Ia corriente dada I puede interpretarse ¢

Sustituyamos la fuente de intensidad por wna fuente de f.e.m. E = RI {fig. 10-8,b}.
Ahora pasemos de la fuente de f.eom. a una nueva fuente de intensidad conectada
a los bornes 3 y 4. La corriente de dicha fuente tendrd una intensidad
E _ RI
he=e—=—-

z 4

donde z = \/(r + R} + (okl)2
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Reemplacemos la conexidn en serie de los elementos B, r-y I por una conexién
en puralelo {fig. 10-9, ¢).
—ThR o ook (10-9)

2 7 z2

El miximo de tensidn entre los bornes 3 y £ sc observa estando las corricntes en reso-
nancia, -Entonces tenemos:

b, =b,=owC; {10-10)
Ui = 1~ I, = iad . {10-11)
I gz

Aqui son desconocidos g ¥ 2. Despejemos

1 U max
- . {10-12
- g RI QU- ( }

!
HAX.

donde para abreviar, la relacién de las magnitudes conocidas se ha desig-
nado con a.
Sustituyendo (10-10} y {10-12) en la expi‘esi(’m g+ b7 :iq- obtenemos:
. . : 22

87 + (0C)2 = g2a?,
de donde

- . 2 =_- e o

B }92—-1, “ a2 :T;}C]’-??'

De Ia (10-9) tenemos

'10-4. Caracteristicas de frecuencia de un circuito con dos ramas en
paralelo, :

Construyamos la curva de resonancia de la corriente I(w) eri la
parte no ramificada del circuito con una tension constante U de la
tle'nte de alimentaci6n para un caso ideal ry = r, = 0 (fig. 10-10,a). En

“figura 10-10, b se muestran las caracteristicas de frecuencia de las

susceptancias by = b, = —%—y'bg == —be = —wC de las ramas y de la
[F1)

susceptancia de cntrada del circuito b = b, -+ b :—l—_mC-_ La in-

tensidad I'— [b|U; por eso'la curva |b| = F(w) es precisamente, en la
escala correspondiente la curva de resonancia de la corriente [ {w).

Al variar @ desde 0 hasta w, = \/% la susceptancia equivalente
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b > 0 es de carécter inductivo y varia de + o a 0. Para w = @, tene-
mos la resonancia de las corrientes,

4

=0, =0 I= =
b ! U.)(;‘L

U__. e = UJOCU:
L

Ve Ve

Al crecer o de wy a o0, la susceptancia de entrada b < 0 Hene cardcter
capacitivo y varia de 0 a —oo,

i

br-bg
¢

Fiz. 10-10

En un caso general, cuando r, v 7, no son iguales a 0 (fig. 10-5)
la conductancia activa de entrada del circuito es distinta de cero para
cualquier frecuencia, de alli que la Witensidad I no sea igual a cero para
ninglin valor de la frecuencia. El anilisis que aqui omitimos, demuestra

que para la condicién r; < ],f —%- y < V%— la funcion I = F(e)},
siendo [ = const., pasa por un minimo que corresponde a una frecuen-
cia distinta de la de resonancia. Esto ltimo se explica por el hecho de

que el mdximo de la impedancia de entrada tiene lugar para una fre--

cuencia tal que

= u, y la resonancia se produce para una frecuen-

cia con la cual 5 =0 6 x = 0. Cuanto menores sean r, y 7, tanto menor
es el valor minimo de la corriente I, tanto mas préximo a la frecuencia
de resonancia es el valor de la frecuencia para la cual se observa el
minimo de la intensidad, y tanto mas se parece la curva I = F(w) a la
curva examinada més arriba I(w) para r; =1 =0.
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Con la condicion r, + r, = 1/ =Y U — const., como se ha visto :

en el subcapitulo 10-3, la intensidad I tiene, para cualquier valor de la
frecuencia, un valor constante. La funcién I = F(®) no tiene maximo

*. Examinemos$ por_gjempla, el esquema sin resistencias activas (fig.
10-11,2). La impedancia de entrada esti formada por reactancias:

ni minimo y se representa graficamente por una recta paralela al eje oL o1 :

de las abscisas. : . o _.1(“’ wC, ) , wl. 1
. — Z=julLy -} - - :1.1:(01;3—“-—-—-—2 ! J:?x
El analisis demuestra que dada la condicién r > 1/ % y 1y > : joly — f —— 0*LCz—1

La resonancia se establece para b =0 o para x =0, siendo b ==
si x =0 y viceversa, x =« si b=0. Tal situacién se produce siempre
que se desprecien las resistencias activas en las ramas. De modo que
serdn frecuencias de resonancia aquellas que dan a x el valor cero o
infinito. En el caso estudiado x =o para w?L;C2—1=0 o también

1 o g .
W= —>=—.—q@, Para esa frecuencia tiene lugar la resonancia de

VIELCe

las corrientes en las ramas paralelas con I, y Cz. Suponiendo x =0,

obtenemos
o :l,f Ly 4 Ly

LiL,Co

Para esa frecuencia se establece la resonancia de las tensiones en
una conexién en serie formada por una inductancia Ly y una capacidad
equivalente a dos ramas en paralelo. De modo que el esquema en cues-
tién tiene dos frecuencias de resonancia w. y oy

En la figura 10-11, b se dan las caracteristicas de frecuencia de las
susceptancias y reactancias del esquema examinado. Las curvas b, =

1/ L . ' _—
)]j ~7~ Dbara cierto valor de la frecuencia, la curva I —=F(w) pasa
por un miximo, '

10-5. Nocidén de resonancia en circuitos compuestos.

Las condiciones de resonancia
b pomt 0 ] xr=0

para el esquema de un circuito ramificado con varias inductancias y
capacidades implican que las ecuaciones en o pueden tener varias raices
reales. En otras palabras, para un circuito ramificado puede haber va
rias frecuencias de resonancia. :

= mlL y by = — wC; representan las caracterfsticas de las susceptan-

1 .
cias de las ramas 1 y 2. La suma de las ordenadas de dichas curvas
es igual a las ordenadas de la caracteristica de la susceptancia b equi-

valente a las de ambas ramas. La curva 2 — _b];’— representa la reac-

tancia equivalente de las ramas en paralelo, La suma de las ordenadas
de las curvas # y x; — wL; estd dada por las ordenadas de la caracte-
ristica de la reactancia de entrada x del circuito. Dicha caracteristica
tiene dos puntos singulares, para ® — w. y @ = @;.

|

Frc. 10-11




Carituro XI

TRANSMISION DE ENERGIA CON CORRIENTE
Y TENSION SINUSOIDALES.

11-1. Relaciones entre las tensiones al principio y final de una linea
de transmisién de energia.

En las lineas de transmisién eléctrica por aire para una frecuencia
de 50 c/s y tensiones inferiores a 35 kW, de longitud relativamente re-
ducida, se pueden despreciar las corrientes originadas por la capacidad
existente entre los conductores y por la conductancia de la aislacién,
y -considerar la linea como una conexion en serie de una resistencia y

una inductancia. En la figura 11-1 se representa el esquema de un-

circuito que consta de una linea y de un receptor de energia (carga).
En Ia figura 11-2 se muestra €] diagrama vectorial para el caso en que
la resistencia reactiva ( reactancia) del receptor sea inductiva (x, > 0
¥y @2 > 0). '

La caida de tensién en la Mnea U= 61"—‘(}2 esta representada
en el diagrama vectorial por la diferencia entre el vector U; (tensién
al principio de la linea) y el vector U, (tensién al final de Ia linea).
A la diferencia algebraica entre las magnitudes de las tensiones al
principio y al final dc la Hnea AU, = U, — U, se le llama pérdida
de tensién, El valor absoluto de la Pérdida de tensién en la linea es
menor que la caida de tensién en la linea, AU |< U,. La pérdida y

Fre. 11-1

la caida de la tensién son iguales entre si sélo en el caso en que

@2 = ;. Entonces los vectores U,, U, v U; concuerdan en direccitn
y U;:Ul—-ngﬂU;.
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Todos los receptores de energfa eléctrica se calculan para un de-
terminado valor de tensién en sus bornes. Veamos como hay que variar
la tensién al principio de la linea para que al variar la carga la tension
U, al final de la linea se mantenga invariable. Examinemos dos casos.

Supongamos que la potencia activa P, del receptor varie, v la
diferencia de fases ¢, entre la tensién U, y la corriente I permanezca
invariable; entonces el extremo del vector de corriente se desplazara
siguiendo Ia recta OA. El vector U, Z,f= z,lei*: estd desplazado
respecto a la corriente en un angulo gy, por lo tanto el extremo del
vector U, se desplaza siguiendo la recta NB que forma un angulo g
cont la recta OA. El vector- U, es la suma geométrica del vector cons-
tante Us y del vector variable U;. Del diagrama vectorial se deduce
que el lugar geométrico de los extremos del vector U, = U, + U, es
la recta NB. '

Frg., 11-2

Examinemos ahora otro caso de variacién de carga. Supongamos
que la potencia activa P, del receptor se mantenga constante, y la
diferencia de fases ¢, entre la tensibn U, y la corriente I varie;
Py = Ul cos ¢p = U,l, = const donde I, = I cos pz. La componente ac-
tiva I, de la corriente, para valores constantes de Uz v Py, es cons-
tante, por eso al variar @, s0lo varia la corriente reactiva. Por consi-
guiente, el lugar geométrico de los extremos del vector de corriente
es la recta A(A perpendicular al vector U, (fig. 11-3).

Se ha construido el diagrama vectorial para dos casos, cuando
I=1I"e=1I” Las caidas de tension en la linea estin representadas
en forma de sumas de caidas de tensién, condicionadas por las com-
ponentes activa y reactiva de las corrientes:

Zi =Zido+ 2ot Zid7 = 20, + 217

Los vectores Z;I, ¥y Z;i, son perpendiculares entre si puesto que lo
son los vectores I, e I,. Al variar 1 ., varia tambi{:n_ la componente de
la cafda de tensién Z;i, y el extremo del vector U, se desplaza segin
Ia recta BCD perpendicular al-vector Z;I,. Si la corriente retrasa en

'fase respecto a la tensidn U., ertonces el extremo del vector U, cae
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en la zona CD de dicha recta y U7 > Us; mientras que si la corriente
I se adelanta en fase respecto a la tensién Us, el extremo del vector U,
se coloca en la zona BC de dicha recta, pudiendo ser la tensién

Uy al comienzo de la linea menor que la tensién U, al final de la linea,

A

Fie, 11-3

De aqui se infiere que dejando invariable la tensién al principio de
la linea, se puede establecer al final de la linea la tension requerida,
haciendo variar la carga reactiva. Este procedimiento se aplica am-
pliamente en las instalaciones electroenergéticas modernas- para man-
tener constante {regular) la tension a los consumidores, al variar su
potencia activa. A tal efecto se conecta paralelamente al receptor
ina reactancia regulable. En la prictica se utilizan en calidad de
reactancias los condensadores y los motores sincrénicos no cargados,
llamados compensadores sinerdnicos.

Explicaremos cémo debe regularse la corriente reactiva al variar
la potencia activa del receptor, para que la tensiébn U, permanezca
constante con una tensién U, invariable. Para simplificar, considera-
remos la reactancia regulable como una parte componente del recep-
tor de energia. . 4

Tracemos arbitrariamente el vector U, (fig.11-4). El vector de
caida de tensién en la linea, determinado por la corriente activa del

receptor Zid, = 20,000, esth desviado respecto al vector i, y por con-
siguiente también respecto a U, de un éngulo ¢;. Pard distintos valores

de I, el extremo del vector Z;I, se desplazard segn la recta AN que
forma el 4ngulo ¢; con el vector Us.

El vector de la caida de tensién en la linea Z;I, determinada por.

la corriente reactiva, es perpendicular al vector Z;f,, es decir, es
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perpendicular 2 la linea AN. Dado que la suma de los vectores es
Ue+ 2y 4701, = U, y el vector U, para todos los valores posibles
de I,, debe tener la misma longitud, el extremo del vector Z;I, debe
permanccer en la circunferencia de radio Uy y centro O. Asi, por
ejemplo, si el extremo del vector Z:1. se encuentra en el puhto B,
entonces el extremo dcl vector Z;1, debhe encontrarse en la interseccién
de la perpendicular Bb a la recta AN con la circunferencia de radio U,
De medo que, con una corriente activa que produzea una caida de

Fia. 11-¢

tensién en la linea, que se determina por el vector AB, es necesario
que haya una componente reactiva tal que origine una caida de tensién
determinable por el vector Bb. Con ese régimen el vector Z1, retrasa
respecto al vector Z,1,, por consiguiente la carga decbe ser de tipo
inductivo (la potencia reactiva es positiva).

Si el extremo del vector Z;I, descansa en el punto C, no debe
existir corriente reactiva (la potencia reactiva es igual a cero).

Si el extremo del vector Z;I, descansa en el punto D, entonces
el extremo del vector Z;I, debe situarse en el punto d. Al mismc
tiempo, Z;I, adelanta respecto. a Z1,, es decir la carga debe ser de
tipo capacitivo (la potencia reactiva es negativa).

5i el extremo del vector Z;I, descansa en el punto F, entonces el
vector Zil, es tangente a la circunferencia de radio U,. Para un cre-
cimiento ulterior de la corriente activa, 1a regulacién de la tensién U,
por medio de la variacién de la corriente reactiva {potencia reactiva}
resulta imposible y se vuelve necesario aumentar la tensién U,.

Las potencias activas y reactivas del receptor (conjuntamente con
la reactancia regulable), en distintos regimenes, pueden determinarse
del diagrama de acuerdo a los segmentos representativos de los vec-
tores Z;I, y ZI,, puesto que sus longitudes para U, = const, son pro-
porcionales-a las potencias activa y reactiva respectivamente.
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11-2. Condiciones para la fransmisién de la potencia méxima en una
* linea. '

Supongamos que la tension U, al principio de una linea se man-
tenga constante y que las resistencias rp y la reactancia x, del receptor
varien. Determinemos bajo qué condiciones la potencia activa P, del

» receptor es méxima:

U2 .
(ri - 12)2 + (2 + 32)%

Examinemos en primer lugar el caso en que la relacion entre la
resistencia y la reactancia del receptor se mantenga igual, es decir que
@2 = const. Transformemos la expresién dada para Ps: -

P2 = ?‘2U$

T4 2rire 4 15 4 xf + 23000 + 3
Za oS U2

3+ 2l 422z cos gy cos g + 2222 Sen g seney T

cos U3 :
, . . (11-2}
zt + 23 | 2z; cos {p; — @z )

P;::fglz—:fa (11'1)

Il

I

La potencia P, pasard por un méximo cuando la parte variable del
denominador pase por un minimo o sea cuando

d (=  N\_ & _ 4_,
dZ2 (7-2 +~2)_“——Zg +1—0,

es decir para z; = z,. De tal modo que P, es méxima con la condicién
P2 = const, cuando la impedancia del receptor es igual a la impedan-
cia de la linta. En ese caso la caida de tensién en la linea es igual
a la tensidn en los bornes del receptor

U; :Z;I:ZQI"—-“' UQ-

Sustituyendo .z, = z; en Iz (11-12) obtenemos:

? —_— o5 CP?.U? ' K
P?max‘_251[1+005(q31—(p§)]' (113)
Examinemos ahora el caso en que sdlo varia la reactancia x;. Enton-
ces, como se ve de la expresién {(11-1)}, P, pasarid por un miximo para
x;—+ %2 == 0 o sea xp == —x,. Esto sucederd en régimen de resonancia
de las tensiones, cuando la reactancia inductiva de la linea esté com-
pensada por la reactancia capacitiva del receptor. Al mismo tiempo sera

. 2
r fo]

S Cprrs

(11-4)
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'Supongamos que la condicidén x; = —x; esté cumplida y varfa la
resistencia r;, Entonces la potencia mixima P; que se puede obtener
en la transmisibn de energia sobre una linea dada se tendrd con la
condicién de que

dpPy,

2 max. :0

d Fa

De modo que el receptor recibe la potencia méaxima para Z; = Z;. Esa
potencia maxima es

o cuando fo—1.

_ U
Pﬁméx._ 4fi -

(11-5)

El rendimiento de transmisién de energia en la linea, serd en
este caso
1"212

n= e =05 (11-6)

11-3. Condiciones de transmisién de la potencia méxima de un dipolo
activo a une pasivo.

Las condiciones halladas para la transmisién de una potencia ma-
xima en una linea pueden aplicarse al caso més general de alimentacién
de cualquier dipolo pasive desde cualquier dipolo active (fig. 11-5}.
Un dipelo active puede ser considerade como una fuente de energia
cuyva f.em. es igual a la tensién existente en sus bornes en vacio, y
con unz resistencia interna igual a su resistencia de entrada. Resulta
asi que el esquema equivalente representado en la figura 11-5 en nada
se distingue del esquema correspondiente a una linea y a un receptor
de energia (fig. 11-10} examinado anteriormente. En este caso Uy = U,
es la tensién en vacio del dipolo activo y Z; = Z, v Z; representan las
impedancias de entrada de los dipolos active y pasivo,

Al |~
[ umam WV

Fic. 11-5

El régimen de potencia maxima en las instalaciones electroenergé-
ticas es desventajoso, va que el 30% de la energia transmitida se pierde
en la linea. En las distintas instalaciones de comunicacion y de la
automética, en que la potencia de las fuentes es reducida, se impone
frecuentemente la necesidad de crear condiciones cspeciales para trans-
mitir la mdxima potencia posible. La disminucién del rendimiento que
se produce en esec caso no fiene m]pO{tancm esencial dado que la
cantidad de energia transmitida es generalmente insignificante.

Si Z. 4 Z,, se pucde lograr las condiciones para transmitir una
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potencin maxima, conectando las reactancias suplementarias x3 y x4
segun los esquemas representados en la figura 11-6 (se utilizan tam-
bidn circuitos con transformadores y autotransformadores). Esas dos

——— ke ity

FoTS TS 1
! | s !
G e
e i |
! |
L —
Fia. 11-G

reactancias juntamente con las resistencias del receptor forman un
dipolo pasive, cuya impedancia de entrada, para el esquema de la
figura 11-6,a es:

; S :
Z e = M § e — Tue Loy,
2, ’x$+f£2+?1,+ 2e +
y para el esquema de la figura 11-6,b
7, — et Zo)iny 1 s

e = = : g
- g 4y - Za
las reactancias x; v x; se eligen de tal manera que sea:

Tag =T ¥ Xgp = — X1
Por cuanto la modificacion de la impedancia de entrada se logra me-
diante la aplicacién de las rcactancias, tedricamente ello no origina
pérdidas de energia. De alli que la potencia transferida al dipolo:
oL UL

s max. _h'_'_ —
J T

P

T dry

sea al mismo tiempo la potencia en la resistencia r, del receptor, En
la realidad no cxisten elementos puramente reactivos cn el cireuito,
razon por la cval, debido a algunas pérdidas de energia en los elemen-
tos gue se agregan en ¢l circuito, la potencia del receptor serd algo
inferior a P, 5.

Debe sefialarse que en les circuitos de corriente continua no -es
posible semejante concordancia entre las resistencias de entrada. Si,
por ejemplo, rs << 7y, entonces al inchuirse una resistencia suplemen-
taria r de tal magnitud que s - 7 sea igual a 7y, no mumeritard ¢l con-
sumo de potencia en la resistencia rp sino que disminuird.
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. 11-4, Cuadripolos pasivos.

Todas las relaciones hailadas para los cuadripolos pasivos, al es-
tudiarse en el capitulo 3 los circnitos de corrienté continua, pueden
aplicarse, empleando el método simbolico, a los circuitos de corriente
sinusocidal.

La ecuaciones del cuadripolo (fig. 11-7) se cscriben asi:

Uy=AU.+ Bl,, [, =CU,+ Di, (11-7)

donde los constantes del cuadripolo A, B, C y D son complejos ligados
entre st por la relacién conocida

AD —BC = 1. (11-8)

En los cuadripolos simétricos A = D.

A f
e oY B
13— —aZ
4 | 7 |
Ir azi
Fic. 11-7 .

Suponga'mos que en un cierto régimen las tensiones y las intensi-
dades de las corrientes en un cuadripolo (fig. 11-7) tienen los si-
guientes valores:

[:I]_: [.7;, i:j’, [}2: [}‘.’2 [+ f2: .'5;
siendo

U; = AU, + BIZ; I = CU4+ DI,

Si se invierten los sentidos pos_itivos. de (;'2 y de i, entonces, para
el mismo régimen del cuadripolo, U, e I; conservaran los valores ante-
rio_res miqntras que [:72 e f2 tomardn valores nuevos: Uz = l’:f’z
e Ig =—1 ;

Para que las ecuaciones del cuadripolo den valores correctos de

U,=U; y de I, =1I, hay que hacer variar en = los argumentos de
todas las constantes del cuadripolo, es decir, en lugar de las constantes
A, B, C, D, tomar —A, —B, —C y — D, entonces

(—A)(—=U3) + (—B)(—L) = AU; + Bl =Uy;
(—C)—Uy) + (—D)(—1}) =CUL+- DI, = I,
De modo que el valor de las constantes del cuadripolo depende de 1a

eleccién de los sentidos positivos de las corrientes y de las tensiones

respecto a los bornes, razén por la cual deben marcarse los bornes del
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cuadripolo y determinarse las constantes, eligiendo los sentidos posi-
tivos, asi como, por ejempio, se indica en la figura 11-7.

Debemos advertir que si el cileulo de los regimenes de los cuadri-
polos se hace sin tomar en consideracién el vinculo existente entre las

constantes A, B, C y D y los sentidos positivos de las corrientes y de-

las tensiones, ello puede traer como resultado sélo una determinacién
errdnea del defasaje entre las tensiomes, como asimismo entre las co-
rrientes a la entrada y a la salida del cuadripolo (el error puede ser
de la magnitud x) Jo que muchas veces no tiene importancia. Sin
embargo hay veces en que es inadmisible el error en la determinacién,
cuando se trata, por ejemplo, de una conexién de cuadripolos en
paralelo.

El cilenlo de las constantes A, B, C y D, partiendo de los elemen-
tos del esquema dado del cuadripolo vy la determinacién de los ele-

mentos de los esquemas equivalentes en T y en II se efectiia del mismor

mode que para los cuadripolos en los circuitos ‘de corriente continua
con la diferencia de que debe operarse con nimeros complejos.

Se pueden hallar las constantes del cuadripolo en funcién de sus
impedancias de entrada, en vacio y en cortocircuito. Las relaciones
entre estas magnitudes para corriente continua fueron dadas en el
capitulo 3. Para la corriente sinusoidal tienen un aspecto andlogo: -

_A _B - _ D _B
Zlv—?: Zl::—_D_; .'3!.‘*--‘(—;'“, Z2c—‘A_‘- (11'9)
Estas impedancias de entrada estdn entre st en la siguiente proporcién:
Zuo _ Zee
= 11-10
Zlc Z:ic ( )

Eligiendo tres impedancias cualesquiera de las cuatro (Zipy Z1on Zow,
Z3.), las formulas (11-8) y (11-9) nos dardn las constantes A, B, C y D.
La constante A es

- ZaZas — /f i Zil’ﬂ =
Z2c(z1l‘_zlc) - Z2v(zll‘"‘z}.c)

1 Zi VT ZiZam
.1' Zeo—Z | z_.-c(z'i,'— Zae) .

(11-11)

Al nimero complejo subradical le daremos la forma exponencial

_._,...Z__,.:.t.‘gu"___ — mejl-l
Z2c(zlv'_‘zlc) - ’

En matemitiras ~/me#* se define como un niimero complejo A = aefe
tal que, al ser elevado al cuadrado, sea igual a mei, es decir A? —
= a’ed’e — mein, :

Los nimeros complejos iguales tienen médulos iguales mientras
que sus argumentos se pueden distinguir en un muiltiplo cualquiera
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de 2n, es decir > =m y Ju=—np -}~ k2x donde k es un ntmero cual-
quicra. De modo que '

a=\/m y a= _l:-—i—k::.

Siendo k ignal a ccro o a unn, obtencmos a(,:--l;'— y 31:—5——{—“.

Todos los o, restantes {para otros k) se distinguen de o, o de o, en
un numero multiplo de 21. De mado que, segln la férmmla (11-11),
se obtienen dos valores para A; -
. B L
Anpie’ s, Ar=me’ )
o también:
Al e An.

Este doble valor se explica por ¢l hecho de que A depende no sélo
de Ios elementos del cuadripolo v por consiguiente no sélo de Z,,, Z,,,
Zan y Zs. sino también de la eleccién ‘de los sentidos positivos de las
tensiones v de las corrientes respecto a los bornes. Para obtener valo-
res {rdicos de las constantes del cuadripolo hay que basarse en los datos
experimentales que permiten hallar la diferencia de fases entre la ten-
sién o la corriente a la salida del cuadripolo y la tensién o la corriente
a la entrada de! mismo. '

Interesa el problema de las condiciones a las que debe satisfacer
la resistencia de carga del cuadripolo para que el rendimiento de
transmisién de encrgia por medio de un cuadripolo sea maximo. Pero

como su analisis implica un desarrolle muy extenso, se omite aequi su
» - 4 - :
exposicién {Bibl. 10 y 11).



CarpituLo XII

CIRCUITOS CON INDUCCION MUTUA

12-1. Elementos de un circuito acoplados inductivamente.

Cuando, al variar la corriente en uno de los elementos del circuito,
aparece una f.em. en otro elemento, se dice que estos dos elementas
estin acoplados inductivamente v la- fem se denomina fuerza electro-
motriz de induccidn mutua.

El grado de_acoplamiento_inductivo entre dos elementos de un
_ circuito se caracteriza por el coeficiente de acqp!amzento

k=M e ipeny (12-1)
_ : VL : .
donde M —es 1z inductancia mutua: (o coeficiente de induccién mu-
tuz) de los elementos del circuito;
L, v Ly—son las inductancias propias {o coef1c1entes de automduc-
cién) de dichos elementos.

Probaremos con un ejemaplo que el coeficiente de acoplamwnto
es siempre menor que la unidad y estudiaremos en qué condiciones
podria ser igual a la unidad.
 Sean dos bobinas arrolladas en forma de anillos delgados de gran
didmetro. Dada la forma de las bobinas se puede considerar, con
- bastante exactitud, que todas las espiras de cada bobina son conca-
tenadas por un flu]o magnético igual.

En la Exgu.ta 12-1 se muestra esquemahcamente el cuadro de un
_.campo magnético habiendo corriente sélo en la primera bobina.

Las espiras de la primera bobina son concatenadas por el flujo
aagnético de autoinduccién @,; y en las espiras de la segunda bobina,
‘ppr. el flujo magnético de induccién mutua ®s,. Los flujos totales de
" gutoinduccién v de induccidn mutua de la primera y de la segunda
s bobmas respectivamente son:

Y =w Py Y Wy = wo@y.

La inductancia propia de.la primera bobina y Ia inductancia mutua
entre las bobinas se determinan por las siguientes rclaciones:
I.— s . wl(bn_
11— ] _— ] ;]

-1t 151
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Haremos algunas aclaraciones al respecto.

Se ha convenido en elegir los sentidos positives de lu corriente
y del flujo magnético de autoinduccién, concordantes entre si, de
acuerdo a la regla del tirabuzdn {o rosca derecha); por lo tanto cuando
i > 0, también sera Wy > 0 v cuando i, < 0, también sera Wy < 0;
por consiguiente la relacion Wy/i; siempre es positiva. En lo que se
refiere al sentido positivo del flujo de induccion mutua ®yy, su elec-
cion es arbitria, de alli que la relacién’ Wi, /i; puede temer cualquier
signo; eomo en lo sucesivo consideraremos la inductancia mutua como
una magritud positiva, la expresién dada para M se anotari como va-
|

lor absoluto

1
En la f:guré. I2-2 se muestra el cuadre esquemditico del campo
creado por una corriente en la segunda bobina solamente.

L, = Yo _ wibye
iz T
Mliz_E ]t-:ldJl. '
| R
Formemos la relac10n
MioMor w1w2‘p_131_[’31_1 — k2
LiL, wlw:‘bllq}::r-— ’

Dado que |®yo| < Poz y |Por] << Puy serd k2 < 1. El coeficiente de
,g{zoplamlento de las dos bobinas podria ser igual a la unidad sélo en
el caso de que fuera |Po] = Ppp ¥ L 21 ) == @y1, es decir si todo €] flujo
creado por la corriente en una bobina se concatenara totalmente sin
dispersion con las espiras de la otra bobina, cosa que sélo podria
lograrse haciendo coincidir esas bobinas.

Fre. 12-1 Fic. 18-2

En la practica las espiras de dos hobinas, del mismo modo que
las distintas -espiras de una misma bobina son atravesadas por un nu-
mero distinto de lineas magnéticas y"por lo tanto 51emp:e es k< 1.
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La variacién del acoplamiento inductivo entre las dos bobinas
puede lograrse desplazande una de las bobinas respecto a la otra. Los
dispositivos formados por dos kobinas que se desplafzan una con res-
pecto a la otra se llaman varidmetros. El flujo ., (fig. 12-1? se puede
representar_como formado por la_suma de dos flujos: el flujo ®; que
atraviesa la segunda bobina y el flujo de dispersion @, cuyas lineas
magnéticas solo estin concatenadas con la priméra“bobina =~

LIS T .

Anilogamente, para el caso seflalado en la figuria 12-2, se pu'ede
introducir la nocién de flujo de dispersién, cuyas lineas magnéticas
solo estdn concatenadas con la segunda bobina :

‘1’23 =Py — .(1’1.2-

Los flujos totales de dispersion son para los dos casos considerados

Wis = 1w,y . Y Woe == wo®sy.

Se introducen correspondientemente las nociones de inductancias de
dispersién de las bobinas .
q‘28

Lxs:Tl— 4 L2s:_ is .

Establezcamos los vinculos entre las inductancias de dispersién
Lis v La, con Jas inductancias prepias Ly v Ly y la inductancia mutua M.
A tal efecto desarrollemos las formulas dadas para- Lis y Lo,

Si ambas bobinas son recorridas simultineamente por las corrientes i
- .8 ia, entonces

D; = Oy + B = Brg + By + ©1o = Oy + By
@3 = o + Oy == Pug + Pra 4 Doy = Doz + By

donde @ = ®2, + D1, es el flujo magnético general que atraviesa todas
"% las espiras de la primera y de Ja segunda bobinas.
35" . ' Cuando no se puede considerar que todas las espiras de cada
~_‘b#bina estén concatenadas con flujos magnéticos iguales, en todas las
-+ gxpresiones arriba mencionadas debe entenderse bajo la designacion de
B, Oy, Bia, By, los flujos magnéticos equivalentes, que al concate-
"'”'ena-rse con todas las espiras de las bobinas den flujos totales W, W,
- Wio, Wi, ete, iguales a los que existen en la realidad. :
Demostraremos que-la inductancia mutua de dos bobinas, dadas
sus dimensiones y su posicién mutua, es proporcional al producto de

wi®is  wi (P —Pn) widp widn wr W1 oy
Ligy=——"—= ; ——— =Ly —-—M;
i b B L . S T
L. wi Dy wo Bos — D) WPy w, P wy I Wy M
. T .--._"_., = -: - —— = 2__..,_ .
. iz i i 1w 1w,

TR pHYwenos estd fegli
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los ndmeros de sus espiras. La discusién es andloga a la expuesta en
el capitulo 8-12. :

Supongamos quc pase corriente por la primera bobina. Si se
aumenta n veees el niimero de espiras de la segunda bobina, entonces
cualquiera de los flujos magnéticos que anteriormente se concatenaba
con una sola espira de la segunda bobina lo harid ahora com las n
espiras, Como consecuencia, el flujo total concatenado con la segunda
bobina serd n veces mayor. Si luego se multiplica por m el mimero
de espiras de la primera bobina, conservando en ella la corriente pri-
mitiva, la fuerza magnetomotriz serd n veces mayor, con lo cual aumen-
tard m veces la intensidad del campo magnético en todos los puntos
del espacio circundante y m veces los flujos magnéticos que atraviesan
las espiras. de la segunda bobina, Como resultado, el flujo tofal con-
catenado con la segunda bobina también aumentard m veces. Resu-
miendo, si se multiplica por n el nimero de espiras de la segunda
bobina y por m el de }a primera, permaneciendo invariables las dimen-
siones de las bobinas y la corriente 4, el flujo de induccién mutua
concatenado con la segunda bobina crecera mn veces v por consi-
guiente serd mn veces mayor la inductancia mutua de las hobinas, Con
esto se demuestra que en las condiciones arriba mencionadas la “induc-
tancia mutua de dos bobinas. es proporcional al producto de los no-
meros respectivos de sus espiras.

12-2. Fuerza electromotriz de induccién mutua,

Al\variar la corriente en uno de los elementos acopiados inducti-
vamente (fig. 12-1 y 12-2) surge en el otro elemento una fem. de
induccién mutua y entre sus bornes abiertos aparece una tensién, Los
valores absolutos de las f.em, y de las tensiones, debidas 2 la induc-
cion mutua, se determinan por las siguientes expresiones:

- -

. dll; d.g 7
z“wi:Felﬂ:f—de - _ai,t_
y .
|££ [:!eo J: E,P_ELL“T_M.@
28 . oM dt | dt .

Para facilitar el problema referente al signo de esas magnifudes
se sefialan con marcas especiales los bornes de los elementos acoplac
inductivamente. %

Dos bornes pertenecientes a dos elementos distintos acoplad

in1
ductivamente sg llaman homdnimos 'y se sefialan con marcas igual N ;
acuerds a la siguiente regla: para un mismo sentido de las corrien >
respecto a_los bornes homénimos,. o5 IS HHAFAGHTGS. de. autainduta ra®

cién y de induccidn mutua de ca¢ .ameleme_ximﬁndﬁbﬁn_..Sl.l.l;l?!al‘se‘,w.
_ ra sefialar los bornes, de las bobinas re-
presentadas en la figura 12-3,4. Si la corriente i, se dirige del borne

¢ al b y la corriente i, del borne ¢ al d, los flujos magnéticos de auto-
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induccién Py; (P22) v los de induccién mutwa @ (D) se suman
Por eso el borne a es homénimo del ¢y, analogamente, lo es el b del d.

En las bobinas de la figura 12-3, b resultan homoénimos los bornes
4 v dy como también b, y ¢;. Este ejemplo se diferencia del anterior

a" & o 4
. Fig. 12-3

en gue las espiras de la segunda bobina estin arrolladas en sentido
contrario al de la primera, . ' - _

Para marcar los bornes liomdnimos sc puedeh utilizar las iniciales
p y f “principio” y “fin” o marcas especiales para cada par de bornes
homdnimos, asteriscos (*), puntos, ete.

Cuando no es posible establecer la posicién mutua de las bobinas y
el sentido del arrollamiento de sus espiras, resulta comodo efectuar
la sefialacién a base de una simple experiencia para la cual se necesita
un elemento galvdnico (0 un acumulador) v un galvanémetro. Una
de las bobinas se une con €l galvandmetro, la otra se conecta al ele-

[ Hl’! LII1°]

1* Je ot
! 'j : aky #k ¢

—

+ -
it

Fic. 12-4 ’ Fic. 12-5

mento galvanico (fig.12-4), Al cerrarse la llave K se origina por un
breve espacio de tiempo la corriente i, que debilita €]l campe magné-
tico, creado por la corriente i,. Por consiguiente, en el momento de
conectar la fuente de alimentacidén, las corrientes 4, e i, ticnen, respecto
a los bornes homénimos, sentidos opuestos. El sentido de la corriente i

-se determina por la polaridad de la fuente de alimentacion. El sentido

de la corriente i, lo da el desvio de corta duracién de la aguja del
galvanémetro. Sila aguja se desvia siguiendo la escala y no en €l sen-
tido contrario, ello indica que la corriente 4. se dirige al borne posi-
tivo del galvandémetro. Al mismo tiemnpo, como se ve en la {igura 12-4,
los bornes de Jas bobinas conectados a los bornes positivos del galva-
németro y de la fuente de alimentacion, son homdnimos, como también
o son los bornes de las bobinas conectados a' los hornes negativos del
galvanémetro y de-la fuente de alimentacién (cohservemos que en el
momento de desconcetar la fuente de alimentacion, Ia aguja del galva-
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németro vuelve a desviarse pero en el sentido contrario, dado que la
corriente i; se opone a la disminucién del campo magnético).
Pasemos ahora al problema referente al signo de las f.em. y de
las tensiones condicionadas por la induccién mutua. . '
Examinemos dos bobinas {fig.12-5). Supengamos que la_primera
esté en circuito abierto y la segunda recorrida . por una. corﬁeﬁé;jé;

Tomemos, para l1a f.e.m. ey, ara la tensidn 4y en la primera bobina
¥ para la corriente i, en Ia segunda bobina, iguales sentidos positivos
respecto a los bornes homénimos, por ejemplo desde @ hacia b y co-
Tréspondientements de3dec~hacia o ' o
La fuerza electromotriz e1y, segin la ley de Lenz, debe tener un
sentido tal que la corriente fnducida por ella se oponga a la variacién

del flujo magnético de inducci_é;; '_ mutua.. Por lo. tanto, si %ti =0, el

sentido de % debe ser desde b hacia ¢, es decir ey < 0. Si

% < 0, entonces la fem. ey ‘debe estar diﬁgida- desde a hacia b,

o sea ey > 0. De modo que los signos de ey y de'%‘:ﬁ- son siempre.
contrarios, y por ello: :

= o= M,
- - Uw=—Ew=joMl,. (12-2)
) _S_i\_s“_e__pl_i_ en para e,y ¥ thy en la primera bobina y para la co-
rriente iy en a’segunda ‘bobina, sentidos positivos . distintgs respecto a
los bornes homonimos,_ entonces, ¥ sigulendo un razonamiento andlogo,

se puede comprobar que ey y % siempre tendran signos iguales:

) di
Yy = —Cw = — Mati |

Urw =—Eiy = — joMl.. (12-3)

~_ De las expresiones (122) y (123) se ve que la tensién Usy,.dé
induccién mutua, estd defasada respecto a la corriente I, de un angulo
+% o bien —g- El signo de dicho 4ngulo depende de la eleccién
de los sentidos positivos de Usy e I, respecto 2 los bornes homénimos.
La magnitud wM tiene las dimensiones de la resistencia y se Hama
reactancia dc_e_im‘l_i{ccién_ mutua, designandosela con xy. La midgnitud
joM se Mama impedancia compleja de induccién mutua y se designa
~¢on Zy.” De modo que’ o
B . z_y - fwM = ij(.
En el caso de que se tengan en un circuito més de dos elementos
aqoplados inductivamente, es necesario marcar en cada uno de ellos
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los bornes que corresponden a sus homénimos en los elementos res-
tantes. Se usan distintas designaciones convencionales. Aclaremos eso
en el ejemplo de tres bobinas, dispuestas como estd indicado en la
figura 12-8. ’ ,

~ ElI borne superior de la primera bobina es homénimo de los bornes
inferiores de la segunda y tercera hobinas, pero estas dltimas no lo

son entre si y no se puede marcarlas de la misma manera. En la

-
v 0] — e
— - : B :
-t « £ ¥
Fic. 12-8

v

figura 12-6 los bornes homénimos de la primera y segunda bobinas
estan sefialados con asteriscos; los de la primera y tercera con tridn-
gulos; los de la segunda y tercera con puntos.

En casos particulares para marcar los bornes homénimos de varias
bobinas podemos lmitarnos a una sola designacién convencional. Es
facil comprobarlo con el ejemplo de varias bobinas dispuestas a lo
largo de un eje (anilogamente a la figura 12-3). '

12-3. Conexién en serie de receptores de energia con inductancia
mutua, '

Sean dos receptores de energia, con resistencias r, v re, inductan-
cias propias L, y L, e inductancia mutua M, conectadas en serie. Son
posibles dos formas de conexién: conexidn concordante {tig.12-7,a) y

-

conexidn._en._oposicidn (fig. 127, 5 .'”"’Eﬁ“lﬁ””é‘é’l%@pnmrdame fas.

corrientes en ambos elementos del circuito tiéhien en un momento cual-
quiera iguales sentidos respecto a los bornes “homénimos y por Io tanto
los flujos magnéticos de autoinduccién ®,; (B,,) v los de indhiccién
mutua @, (D) concatenados con cada elemento se suman. En Ia
conexién en oposicién las corrientes de ambos elementos e Tircuito,
€n un momento cualquiera, tienen sentidos opuestos respecto a los
bornes homénimos, razén por Ia cuallos flijos magnéticos de auto
induccién y de induccién mutua coricatenados con cada elemento son
siempre de signo distinto_ {se _restan )y

.+ La inductancia del circnito formado por dos elementos acoplados
inductivamente es: '

' l_r .lr T

donde ¥, y W, son los flujos totales concatenados del primero y del

- .segundo elementos. En la conexion concordente W, = L.i -+ Mi,

e DY ka2
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“comsiguiente,” ™ X _ S
donde €] signo “4-™ se refiere a Ja conexion concordante y el “—"- a
la de oposicidn, _ :

" En un caso limite de un acoplamiento ideal, para k=1, tenemos
L= Ly+ Ly = 2\/Lilo = (\/L, £ \/L3)?. Si ademds, L, = L,, en-
tonces para una conexién concordante serd L==(2+/L,)?=4L,, y
para la de-oposicion L =0 (para k< 1 es siempre L > 0),

2 o2 AN .
g AT BT s

!7 . f : {'3 %

Wa= L4 Mi yenlade opdsicién Wi == Lii — Mi, ¥y = Lgi— Mi; por
\. = e e - P - et = L. B

Fi6. 12-7

La impedancia del circuito es mayor para la conexién concordante
que para la de oposicién, circunstancia que permite determinar expe-
rimentalmente los ‘bornes homénimos de los elementos acoplados in-
ductivamente, '

Examinemos el vinculo entre Ja corriente i y las tensiones u, y u,
en los elementos del esquema. La tensién u, tiene tres componentes
ty = i - uyy, + i,

donde VTt

: di di
iy =—e,=1IL Uy —=——e@;y~—=+ M.
L 15. ‘a“t . Y nr. . .qu ar
aqui ey es la fem. de induccién mutua en el primer elemento, ¥
tyy es la tension de indwccién mutua entre los bornes a y b. Los
valores ey y ez como también los Uiy ¥ U1 tienen el mismo signo

para la conexién concordante (um = — ey =+ Mgz;), y tienen sig-
nos contrarios para la conexién de oposicién { u,, — — ey = — 1

Sustituyendo en la expresion dada para w,, tenemos:

— di di
u;-—?'l‘l*!-L]E-g—iM—d-t— .
Andlogamente 'determinamos: '
Ay g di

Ue =t Logr dt
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Estas expresiones toman la’siguiente forrma compleja:
Ur=rd + jold = joMl  y
Uy =rof + joLuJ %= joMI. (12-8)
Si la inductancia propia de uno de los elementos €5 mMenor que

o -
kel

Juld

la mutna, se observara en la conexién de oposicién un efecto singular
de “capacidad”. Sea L. < M, entonces en la expresion

tendremos w(L, — M) < 0 y, por consiguiente, la tensién U; se retra-
sard en fase respecto a la corriente I, como en ¢} caso de la reactancia
capacitiva, Por cierto que todo el circuito en su totalidad tiene una
reactancia inductiva, puesto que L =L; 4 L, —2M > 0 y la corriente
I estd en atraso de fase respecto a la tensién U, En la figura 12-8 se
muestran los diagramas vectoriales para las conexiones concordante ¥
de oposicidn, con el mismo valor de la corriente en ambos casos.
Hallamos la impedancia compleja del circuito, tomando en cuenta
la (12-8): o
Z = IE — lﬂ_;f_t_’rf_ =7y 4 o O (12-9)
donde '
) Zl =n —}- ff,t}Ll, Zg — —|— ]'.EI)LQ, ZH == fwM'.

12-4. Conexion en parzlelo de receptores de cnergia con inductancia
SO A Db .

\.—n"‘""w‘ . - -
Sean dos receptores de emergia, con resistencias r, v 1., induc-
tancias L, y Lo ¥ la inductancia mmtua M, conectados en paralelo.

Veamos primero el caso en quc Jos bomes homénimos_ estan co-
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nectados al mismo nudo (fig. 12-9). Para los sentidos positivos elegidos
de las corrientes y de Ias tensiones serd

T=1i 41 . (12-10)
U’:Zlfl —}-z,‘{fg; (12-11)
U == Zyly 4 Zol; (12-12)

donde Z, =1y + joLi, Zo =1y + joLe, Zy =ja M, .
En esas ecuaciones Tas tensiones complejas joMI; y joMI, estin
tomadas’ con el signo mas, dado que los sentidos positivos de esas

FiG. 12-9

tensiones (de arriba hacia abajo} y de las corrientes de las que aque-
las dependen, estin orientadas del mismo modo respecto a los bornes
homénimos,
Resolviendo las ecuaciones tenemos:

Zy—Zy . . Zi—Zy .
e U} J PR et ——— P
Ll — 13, . Z Ly — 23

Zy A Zy o 07

AR (1218)

de donde se deduce que la impedancia de entrada del circuito con-
siderado es

1.1:

i=

L ZZy—7% 0
Sryzon (1214)

Para Zy; =0, es decir no habiendo vinculo inductive entre las

Tamas, esa expresion adquiere una forma conocida:

Z1Z,
Zi+Z°

Veamos ahora una conexién en que los bornes homénimos estin
conectados a distintos nudos.

Supongamos ahora que a diferencia de lo indicado en la figu-
ra 12.9, L; y L, estén conectados con el nudo por sus bornes de
distinto nombre; entonces los sentidos positivos de las tensiones de
induccién mutua (elegidos de arriba abajo} y de las corrientes respec-
tivas, .estardn orientados desigualmente respecto @ los hornes homo-
nimos y por lo tanto los complejos o i, y joMI, entrardn en las

ecuaciones (12-11) y (12-12) con el signo menos. Las I, 1, e I se
2xpresarin por férmulas anélogas 2 las (12-13) con la diferencia de

Z=
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que Zy se reemplazard por — Zy, y la impedancia de entrada del cir-
cuito sera :
T — 73,

—_ s M a_
= Y Lt 2 (12-13)

\‘\12—5. Calcule de los circuitos ramificados con inductancia mutua.

% Los céleulos pueden efectuarse partiendo de las,_ecuaciones for-
madas” de acuerdo 3’14 pfifiera y a la segunda’ley de Kirchhoff o por

el método de las intensidades de malla, Fl métods de 165 Aiidos no

depende no sdlo de la f.ean. de la fuente de tension perteneciente al
esquema y de los potenciales de aquellos nudos a los que estd-unida
dicha rama, sino también de las corrientes de otras ramas que inducen

en la rama dada, una fem. de inducccidn mutua. Esta circunstancia.

no permite expresar las intensidades de las corrientes de las ramas
simplemente en funcién de los potenciales de los nudos y de las f.em.
de las fuentes de tensién como se hacia antes.

Se puede aplicar para los caleulos el teorema del dipolo activo,
si bien, al proceder asi, ¢l circuito exterior respecto al dipolo, no debe
-estar inductivamente acoplado con aquel circuito que forma parte del
dipolo activo.

Se comprende que no se puede recurrir a las férmulas deducidas
-anteriormente para la transformacién de los tridngulos de resistencias
en estrellas eguivalentes y viceversa. '

Para poder salvar las restricciones arriba indicadas en la aplica-
cién de los métodos de cileulo, suele resultar conveniente excluir los
vinculos inductivos sustituyendo aquellas partes del esquema que los
contienen por otros equivalentes sin acoplamientos inductivos ( ver apar-
tado siguiente}. '
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Al establecer las ecuaciones segin la segunda ley de Kirchhoff,
las f.em. de induccién mutua se consideran como las tensiones corres-
pondientes. El signo de la tensién compleja = joM cifs en el elemento K
se determina confrontando el sentido del recorrido en el elemento K con
el sentido positivo de la corriente en €l elemenio S. Si estos sentidos
son iguales respecto a los bornes homénimos, entonces la tensién es
igual a 4 joM gyl Si esos sentidos respecto a los bornes homénimos
son opuestos, entonces la tension es — joM xg . :

Esta regla de los signos deriva del analisis detallado expuésto en
el subcapitulo 12-2. '

Como ejemplo se desarrollan mds abajo las ecuaciones, formadas
de acuerdo a las leyes de Kirchhoff para el esquema de la figura 12-10
con Jos sentidos positivos de la corriente elegidos arbitrariamente. Para
mayor claridad las tensiones estin anotadas en el orden en que estin

di§pucstos los elementos en cada malla y no estin reducidos los tér-
mincs semejantes. |

fﬂ + I'b + ic:O:

rola 4 joLola — joMag Iy — joMagls — roly + falé'——fwbafn = E,— Ey;
. L]
joLpl, —j a‘%‘b— + rpfy —jwL I, + joMJ, —joM g, —rJ. = E, 4+ E,,
rals + f‘f’JLdfa—fWMmfu + fWMcdic = Eq. -
Establezcamos también a continuacién las ecuaciones de acuerdo
a la segunda ley de Kirchhoff para las intensidades de malla.

lfa 475+ f(wLa 4 wls —3}%.?)] i +
'+' |— Ty + f (_ U-)Lh + -Q%; + mMco)] iz —— f(Dwaa = Ea ——E-y;

- 1
l—ﬁ, -+ j(—-— wly +ﬁ+mMac)J fl +

+

) \ 1 L . . .
.4 ((ﬂLb -+ WLc_E}'C_b')] Iy—joMly =E,+ E,;

— fwﬁfgdil —_ fﬂ)Mﬂtfg + (fg + fCULd)I‘s - .Eﬂ.

Estas dltimas ecuaciones se pueden anotar en forma abrevii
la siguiente manera:

Zualy 4 Zaoly + Zualy = Ey;
Zosdy + Zosls + Zosls = By
Zasly + Zapls + Zosls = E,
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.donde.Zn, Zoan, Zas s0D las impedancias complejas de las mallas 1, 2y 3;

Zig = Zo1, Zos = Zaz, Za1 = Zys son las impedancias complejas comu-
nes alasmalless 1y 2,2y 3,3y L -

E,, E., E; son las fem. complejas de malla. Por ejemplo,
1
Zu:fa'f'?'b*{‘f(ml‘a'i"m'[‘b—m);

zlgz—ra+f(—mm+w—é—b+wMu);

_ Zl3 = —mead; E1 ‘;'Ea —Eb°
© Observemos que tanto en las impedancias complejas de las mallas
como en las impedancias complejas comunes a dos mallas, 1&':15 expre-
siones dadas para las impedancias de induccién mutva joMgs entran
con el signo mis o el signo_menos segin que el sentido del recorrido

de la malla a través del elemento K y el sentido positivo de la co-

riente a través del elemento S, coincidan o no, respecto a los bornes
homénimos de los elementos del circuito K y 5. .

Para los circuitos que contienen elementos acoplad?;s inductiva-
mente, es valida la prepiedad reciproca. La demostracién de esa pro-
posicién en nada se distingue de la demostracién respectiva corres-
pondiente a los circuitos de corriente: continua.

.

.2
ﬁ?\ .
462w

Jr*-—?
( f“.lo. "’;2,
N

7

Fic. 12-11

L
-

Problema 12-1. La alimentacién se efectia por los bornes 1-17 (fig. 12-11).
Determinar la tensién entre los bornes abiertos 2-2°. Estin dadas: ry =1y =38,
wly —wlg =4Q, oM =20, U; =10V.

‘Solucién, Admitimos que U, = U, =10V. Hallamos:

, U, 10
L= -

T rg+joly T 3474

Determinamos la tensién U, recorriendo el esquema desde el borne 2 al
bomne 2.

=12-—{18A.

U, =joMI, + U, =2(1,2—1,6) + 10 =134 / 10°18"

L]
Si el extremo inferior del elemento L, fuera homdnimo del extremo supe-
ror del L,, el sentido del recorrido del elemento L., y el sentido de la corriente
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en el elemento Ly respecto a los bornes homénimos serian distintos y entonces la
expresién jwMI, Bevarfa signo menos y la tensidn U, seria igual a 7,21 / —
— 19°26" V.
Problema 12-2. Determinar la impedancia de entrada de un circuito cuyo
esquema estd representade en la figura 12-12. Datos: ry, 7y, oL, oL, y wM.
Solucign. Propongimoncs la tensién U,, calculemos la infensidad ‘;1 y luego
Uy
hallemos Z, = ——:
I

Fip. 12-12

Obser\ienms que de no haber inductancia mutua, la corrienie f3 serfa igual
a cero, la I, seria igual a I, y Z, seria igual a r, + folL,.
Para la malla 1-3-2-2"-1", tenemos:

(r1—|-me1)fl+mef3:fI]. {a)

Para la rama 3-3/
(74 + joly ), + joMI, =0, {b)
de donde ® - '
ﬁ»ﬁffl
Io— 0
y 7y + jol, ()

Sustituimos la (¢) en la (a)

w, M2 . .
£y ok 4 —2 VI, =U,
(1+l‘(0 l+r3+me3)l_ 1
de donde

& ' M2
Z,= = 7y A joly 4 —————.
1 ry + jwlL,

12-6. Sustitucién equivalente de los acoplamicentos inductivos.

En muchos casos el andlisis y el caleulo de los circuitos sc pueden
simplificar, siempre que se reemplace la parte del esquema con acopla-
mientos inductivos por un esquema equivalente que no los contenga.
Esta operacién se llama sustitucidn equivalente, eliminacién o desen-
lace de acoplamientos inductivos.

Hallemos un esquema sin vinculos inductivos, equivalente a un
circuito con’ dos“Blémentos ‘acoplados induetivamentd 'y que con-

~-curren a2 un nudo comin (Ffig. 12-13). Deber preverse dos casos:
- euando los elementos del circuito estin unidos en el nudo por sus
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bornes homénimos o cuando lo estdn por sus bornes de distinto nombre.
“scribamos las expresiones de la tensién entre los bornes 1, 2 vy 3.
Uis=20y = Zudas..

. Uns = Zol &= Zyly;
<" Los signos de arriba sé refieren al primer caso {cuando los ele-
“mentos del circuite estin conectados por sus bornes homénimos) y los
(..de abajo, al segundo caso. Nos atendremos a esa disposicion de los
signos en todas las expresioncs sucesivas. _
Utilizando la relacién f, 4 f, —I; = 0, eliminemos de la primera

ecuacion la intensidad 1, y de la segunda la intensidad [, entonces
obtendremos:

Uis == (Zy T Zy)y = Zuly.
.Uza — (Zﬁ + Z,:._r_)

Ademais, tenemos:

U'z-_*-‘:— (Zl -+ Zﬂ)il— (?;2 + de}fﬂ-
Estas tres ecuacioniés son validas para el esquema representado
en ly figura 12-14, ¢l cual constituye ast el esquema equivalente bus-

cado sin acoplamientos inductivos.

Fie. 12-13 - FiG. 12-14

Resulta asi que al eliminar el vinculo inductivo, se agrega a las
impedancias Z, y Zs la 5= Zy; el borne 3 deja de ser nudo de Ias ramas
1y 2 y entre € borne 3 y ¢l nuevo nudo 3’ aparece el elemento + Z,,.

Pasemos zhora a examinar los ejemplos de aplicacién del esquema
equivalente.
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Supongamos que en el esquema del tridngulo {fig. 12-15) todas
las ramas estén acopladas inductivamente entre si, Las impedancias
complejas de induccién mutua estin designadas con Z.u, Zs,, Zen {el
subindice “M” que se aplica generalmente en esos casos, para abreviar
la anotacién se ha omitido). Hallemos el esquema equivalente sin
vinculos inductives. Los elementos Z, y Z. estin conectados al nudo A
por medio de sus bornes homdnimos, razén por la cual al eliminar la
impedancia mutua Z,, a las impedancias Z, y 7, debe agregirseles

'2‘3‘)’2"“’ Zg

Fic. 12-16

—Zy, v, entre el nudo A y el nuevo nudo A’, intercalar el elemento
+ 2. (tig.12-16). Los elementos Z, y Z, estin conectados con el
nudo B por sus bornes de distinto nombre; por ello es que al eliminar
la impedancia mutua Z., hay que agregar a las impedancias Z. y Z,
la 4 Z.. e intercalar el elemento — Z,, entre el nudo B y €l nuevo
nudo B’. Andlogamente se transforma el esquema al eliminarse la
impedancia mutua Z,. El tridfngule de impedancias obtenido entre
los nudos A%, B’ y C’ (fig. 12-12) se puede transformar de la manera
usual en una estrella. '

Encontremos el esquema sin vinculos inductivos, equivalente al
esquema de una estrella de tres puntas (fig. 12-17) cuyas ramas estén
todas acopladas inductivamente entre si.

Iremos eliminando sucesivamente las impedancias mutuas, aten-
diendo a la disposicién de los bornes homénimos. '

Al eliminar Zs;, agregaremos —Zy a la Z, v a la Z;, y agrega- |

remos la + Z3; a la Z,. Para eliminar Zy,, agregaremos la + Zy, ala 7,
yalaZ;yla—Z,ala Z; Finalmente, para suprimir Zss, anadiremos

+Zy;alaZyyalaZs, como asimismo la — Zag a la Z;, Come resul-

tado tendremos el esquema equivalente buscado, que se puede, ver
en la figura 12-18. s

- Debe recordarse que el esquema de la figura 12-18 es equivalente

al de la figura 12-17 en el sentido de que uno de ellos puede ser .

. reemplazado por el otro sin perturbar el régimen del resto del circuigo;_\_
no sujeto a transformacién. En una transformacién de ese tipc se
conservan los potenciales @1, g2 y @3 de las puntas de la estrella y no .
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varfan las corrientes que entran en la estrella aunque los potenciales
(i’o y fpm de los nudos de las estrellas en Gn caso general se distinguen,
por supuesto, uno del otro.. La estrella de impedancias (fig. 12-18)
puede ser transformada por el método corriente en un tridngulo.
Hacer desaparecer los vinculos inductivos en una estrella de cua-
tro puntas implica un problema mas dificil que el de la estrella de
tres puntas, dado que en la etapa intermedia se obtiene un esquema en
el cual los elementos acoplados inductivamente se encuentran dispues-

Zp*dien Ty

. ‘22
Fig, 12-17 Figz, 12-18

tos en ramas gue no tienen nudo comin. Dos ramas cualesquiera aco-
pladas inductivamente, que no tienen nudo comin pueden ser reem-
plazadas por un esquema equivalente sin vinenlo inductivo; sin
embargo ese esquema es bastante complejo y no es conveniente recurrir
& él (ver Bibl. 6).
\\
"-}(1'2-7. Transferencia de la energia entre los elementos de un circuito
/-' acoplados inductivamente. :

Examinemos dos elementos de un circuito ramificado acoplados
induetivamente. Representemos todo el circuito, excepcién hecha de
esos dos elementos, por un cuadripolo activo (fig. 12-19}." En el trans-
curso de cada semiperiodo de variaciéon de las corrientes #, e 4., la
energia que pasa al campo maghético de los elementos acoplados in-
ductivamente, regresa de alli.

A

i el
413 6
Fra. 12-19

Sin embargo, esto no significa que la cantidad de energia que
pasa al campo sea igual a la devuelta por él para cada elemento por
separado. M4as adelante se demostrard que, para una diferencia de
fase distinta de Q0 y de x, entre las corrientes i, e i» la energia que
pasa al campo magnético desde uno de los elementos es mayor de la
que vuelve; en cambio, desde el otro elemento pasa menos energia de

G. V. ZEVEKE - P. A, IONKIN o 279

la que regresa. Como resultado se observa una transferencia de energia*
de un elemento a otrd. Scan

jl :I;cj‘*'x e I-_J:I-ij".

‘Formemos las expresiones para las potencias complejas del primero y

del segundo clémentos, dehidas a la induqcién mutua,
* §1,‘U’ = U]_q;fl — j"w.-\”-_‘fl_: }.(Ih"ffg.[]ej(‘p! -4,) — .
= —wMILI, sen (P2 — ) + joMI.I cos (P —_"l’l)§

Sou = [‘fz_ufg = ijI‘ifg = §1,u,
de donde tenemos
Pl.ar:ﬁpaﬁzmeifz sen (Y1 —1n); (12-18)
Q1 == Quy = oML, cos (s —ps). (12-17)

Para los sentidos positives de las corrientes v de las tensiones, indica-
dos en el esquema, los valores pesitivos de las potencias corresponden
al flujo de energia desde el resto del circuito hacia los elementos exa-
minados, mientras que los valores negativos de las potencias corres-
ponden al paso de la energia desde dichos elementos al circuito. |

La potencia activa total condicionada por la induccién mutua,
y que llega a ambos elementos, es igual a cero, Pyy + Poy = 0; la po-
tencia reactiva debida a Ja inducciéon mutua, es por lo general distinta
de cero y puede terer un valor positivo como negativo. _

Si @ >y —s >0 entonces Py >0 y Poy < 0. En tal caso se
produce la transferencia de energia desde el circuito al campo mag-
nético a través del primer elemento v su regreso al circuito a través
del segunde elemento.

Si > —yy >0 entonces Poyy >0 v P1y < 0. En tal caso la
energia llega desde el circuito al campo magnético a través del segundo
elemento v vuelve al circuito a través del primero. :

- Problema 12-3. El circuito consta de dos hobinas acopladas inductivamente,
conectadas en paralelo (fig. 12-20,8). Estan dadad: r, =20Q, =x,, =80 Q,
Ty = 300, x,, =500, oM =400, U =120 +j20V. Se quieren determinar - las
potencias, medidas por los vatimetros ¥ efectuar el andlisis de los procesos emer-

géticos en el circuita. . ) \\ e
3 (-; n

Solucion. Establecemos las ecuaciones (12-10}, (12-11} y (12-12) y ha> \:“—' X
Hamos su solucién {12-13). : e
Sustituyendo los datos numéricos

Z, = 20+ 780 02, Z, =30+ {50 Lk

Z,y=#400 vy  U=1204+720V,
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obtenemos
I= —";;_-_Z"i— Tm—j=1 7 —90° 5,
1o
P=i +I,=1—24A.

Les cireuitcs de conexidn de los vatimetros son tales que éstos miden las po-
tencias P, P y P, de entrada de la encrgia a todo el circuite considerado v en
cada bobina por separado. '

P = RelUI] = Re[(120 + j20) (1 + 12)] = 80 W;
P, = Re[U1,] == Re[ (120 + 20) (+ /)] = — 20 W,

P, == RelUL,] = Rel (120 + 120) (1 + /)] = 100 W.

Los resultades del caleulo de P, P, y P, prueban .que la potenciz P queé pasa

a todo el circuito considerado desde la fuente de alimentacién es menor que la-

potencia transferida sélo & la segunda bobine. En cambio la primera bobina no

- .

! . ! [
YIRER af\; " iz

i’ »
EN
o G ./ Y /

L7

]

Fic. 12-20

consume sino que entrega potencia. La agnja del primer vatimetro debe des-
viarse en el sentido contrario al de la escala. Para medir la potencia que entrega
la priméra bobina hay que modificar el esquema de conexidn del vatimetro W,
Se puede, por ejemplo, variar la conexitn del circuito de ‘temsién, uniendo el
barne marcado con asterisco al conductor inferior, ¥ el borme sin asterisco al con-
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ductor superior, como lo indica la figura 12-20, 5 Entonces, el vatimetro medira
la potencia gue entrega Iz bobina:

Po=t I cos ¢ U7, I'“v,
donde

U= U=120—j20V; I,=1;

P, = Ref— {7] = Rel(— 120 —720) (4 {)] = 20 W,

La suma de las potencias que entrcgan la fuente de alimentacién y la primera
bobina es igual a la potencia. quc pasa a )a segunda bobina. De toda la potencia,
P, = 100'W, que entra en la segunda bobina, una parte de la misma, igual a

rdf = 30(\/2)2 = 60 W
se transforma en calor. La parte restante
Po— r,2 =100 — 60 =40 W,

evidentemente pasa al campo magnético y luego, desde éste, a la primera bobina.
Vamos a demostrarle:

Uy = joMI, = j40{1 — ) = 40 4 40 V;
Uy = joMI, = j40(—j) = 40V,

La potencia que recibe la segunda bobina desde el circuito a expensas de Iz
induceién mutua y que es entregada al campo magrético, es

P, = Re [Unyly] = Re[40(1 + )] = 40 W,
es deeir
Pyy = Py 113

La potencia que recibe !a primera bobhina a expeunsas de la induccién mutha es

P,y = RelU, 7,1 = Re[ (40 + j40} (4 )] = — 40 W.

Py <0, es decir esa potencia llega desde el campo magnético ¥ es igwal a la
potencia P,y que pasé al campo magnético desde la segunda bobina. Parte de -
esa polencia se transforma en calor en la primera bobina

7 I3 =20-12 = 0 W
y el resto
(—Pyy) —r ]2 = 20W,
vuelve al circuito. i .
La potercia transferida al circuito desde !a fuente de alimentacién, es igual
a2 Ja potencia gque se transforma en calor

P=nl?trl2=60420=80W.

Para el circuito analizado se da el diagrama vectorial de las corrientes y de las
tensiones en la figura 12-20, e o
La diferencia de fases de U e I; es mayor gque —, razén por la cual P, < 0.

En ‘el diagrama se indican con lineas de puntos las componentes activas de las
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tensiones, debidas e la induccién mutna Uy, v U,y,. 'La componente Us,,
esti cn fase con I,, mientras gque Ia componente Uyy, S¢ cncnentra en oposicién
de fase con I, razén por la cual Poy >0y By <),

12-8. Ley de conservacién de las potencias reactivas,

Demostraremos que para cualquier circuito éléetrico, la suma de
Jf_ftgpjgﬂﬂiﬂxmas entregadas (generadas) es ignal a la suma de las
poteéncias reactivas consumidas. Este enuneiads se Tlama ley de con-
servicion o edii d-de tas potencias reactivas. Examinemos un circui-
to eléctrico ramificado, tan complejo como sea. Todas sus partes inde-
pendientes, formadas por mallas y que tienen con € resto de la red
s6lo vinculos inductivos, descompongédmoslas en pares de ramas, intro-
duciendo en cada malla dos nudos (fig. 12-21). Sea n el nimero total
de los nudos del circuito, incluso los introducidos en las mallas. Escri-

bamos para cada uno de los n nudos las ecuaciones complejas conju-
gadas, segiin la primera ley de Kirchhoff:

j12+f13+ —I—fm:Oi(i)l;

fg‘l —i—f23+ P +fgn:0|{'pg; (12*18)

Ta+ T4t ey == 0|

Esas ecuaciones estin anotadas en su forma general en el supuesto
de que cada nudo esté unido por medic de ramas con los {n—1)
.nudos restantes. Faltando unas u otras ramas, los sumandos correspon-
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ecuaciones,. Tomémos en cuenta al mismo tiempo que las corrientes
complefas conjugadas de todas las ramas intervienen dos veces en esas
ecuacignes para dos sentidos distintos, siendo Iy = —F1s; Iy = — 113,
eteétera. Como resultado tendremos:

((ijlw(ij'-’)f12+ ((bl‘““'ﬁbs)flsﬁ' [ 'Jr‘ (C'Pn—]_(.p'n)jn—],nzo,

‘es decir la suma de las potencias complejas consumidas en todas las

ramas del circuito es igual a cero (todos los sumandos representan
potencias complejas consumidas y no entregadas porque se calculan
para sentidos positivos iguales de la corriente y de la tensién). Sicndo
igual a cero Ia suma de Jos complejos, es igual a cere la suma algebraica
de sus partes reales v lo es también la de sus partes imaginarias, es
decir, en este caso tenemos que son iguales a ccro las sumas algebrai-
cas de las potencias activas vy reactivas consumidas en todas las ramas
del circuito. Dado que las potencias consumidas negativas representan
potencias entregadas, de aqui deriva la formulacién de la ley de con-
servacién de las potencias reactivas, enunciada al principio de este
paragrafo.

- 12-9. ‘Fransformador sin nicleo de acero (transformador cn aire).

En electrotecnia se suele fransmitir con frecuencia la ‘energia de
una malla determinada de un circuito a otra por medio de la induc-
cién electromagnética. Esto se efecttia mediante aparatos especiales
llamados transformadores, que pueden ser destinados a distintos fines
pero que habitualmente se aplican a la transformacién de las magni-
tudes de las corrientes y de las tensiones alternas. La necesidad de
efectuar tales transformaciones surge cuando la tensién de la fuente de

o

dleptes desaparecen de las ecuaciomes mientras que en presencia de energia es distinta de la tensién requerida cn. el réceptor, e
varias  ramas entre cualquier par de nudos, el nimero de sumandos Los transformadores constan de dos o de varias bobinas, dewata- -~ "¢
aumenta correspondientemente. Asi, por ejemplo, para los nudos p y g dos o arrollamientos acoplados inductivamente. Nos limitaremos a%es- N

~de Ja ma]la (fig. 12-21), las ecuaciones contienen dos sumandos: tudiar el transformador mds simple, de dos devanados, que no cd;_p'_gie,_r"le ;

nmicleo ferromagnético. Tales transformadores se aplican para “alfas

= Lot Ig=0;  IIz=0.
‘Multipliquemos cada una de las ecuaciones (12-18) por el poten-
~ cial complejo del nudo correspondiente y luego sumemes todas las

frecuencias, como también para bajas frecuencias en una serie de dis-
positivos especiales de medicidn. El devanado del transformador que
recibe la alimentacién, se lama primario; aquel al que se une el recep-

tor dé eneigly (ld” carga) s el secundario. Las tensiones entre los




284 . FRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

bornes de los devanados y las corrientes que los recorren se llaman
tensiones y corrientes primarias y_secundarias del fransformadot,. res-

pectivamente. "A su vez los circuitos.de los cuales ?orrﬁanparte los
devanados primario y secundario del transformador, se llama circuttos
primario y secundario respectivamente. T
Si~despréciamos Ta capacidad repartida entre las espiras de los
arrollamientos, el circuito formado por un transformador de dos deva-

nados y por una carga, podré représentarse por el esquema de la h-

gura 12-22
- Introduzecamos las siguientes designaciones:

le = X1, T2 < Foor == Tap,

donde rss'y %55 son la resistencia ¥ la reactancia de la malla secundaria.

Las ecuaciones segiin la segunda ley de Kirchhoff para las mallas
primafia y secundaria sersn:

ridy o+ ferdy — joMI, -_—.__L'fl,

rasks + fonls — joMI, = 0. (12-19)

Corstruyamos el diagrama vectorial de las corrientes y de las ten-
siones para lo§ circuitos primario y secundario, Propongimonos una
corriente [, y tracemos los vectores I.g, r,_.aJ'Q, fxmrfg, r:;fz y megfg (fig.
12-23). En el ejemplo estudiado se tomé Xear > 0. Uniendo el extremo
del vector ?'(l)[z.zig con el origen del diagrama vectorial, -obtenemos el
vector — joMI;. Dividiendo la tensién @M, por oM, determinamos
el valor de la corriente I, .

:fwi':;ﬂ '_f.‘.nlafn‘?s

AT A

53

..ﬁ.,y_,f;

4 5l

f" Teerd,

L

Fic. 12-23
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. . , n '
Cologuemos ¢l vector 1, bajo un dangulo -+ -5 respecto al vector

— joMI,. Luego tracemos los veetores .0y, fwqul y —joMl.. Su
suma nos da el vector de tensidn .. : )
Resolviendo las ecuaciones (12:)9) respecto a I, obtenemos:

" S
A fE N 2R
( Wi 22)+?(1‘C1—Tj——-'

I = (12-20)
1 + ?'L-!m + ET T

De la estructura de esta expresién se deduce que desde ¢l lado
del arrollamiento primario todo el esquerna puede ser considerado
como un dipolo (fig. 12-24) con resistencias r -+ 7, v reactancias
%1 + x;, donde

PEREEEEE ) w2M2
o T =
L
e M?

— %, 2.2
R (12-21)

o co ’ i i— EETE Kep ==
ftr ¥ %t se llaman resistencia y reactancia éransferidas (del segundo
circuito al” primero). Cuando el circuito secundario csts abierto,

Uy

Ty =00, fp =%, =0 € Ilzmz-

El cierre del circuito secundario es equivalente a la variacidén de
Ia resistencia y de la reactancia del dipolo en 7y, y x,, respectivamente,
La resistencia transferida es siempre mayor que cera. La energia absor-
bida por ella es igual a la encrgin transferida del circuito primario al
secundario. El signo de la reactancia transferida es contrario al de x,.,

iy
e
e Fj} i rjj ;ﬂb
] T o
r [y
.*:,;] ? ) ;:-"2
[ .Jf Fo—— e | NP
&
Fig, 12-21 Frc. 12-25

Utilizando el esquema del dipolo equivalente es facil hallar las condi-
ciones de transferencia de la potencia mixima al circuito secundario,
esto es a la resistencia r,,. A tal efecto (ver subcap. 11-3) es necesario
que se cumplan las siguientes relaciones :

\ fu=t ¥ x+x,=0
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4
Q .
k3 ¥ o Ing2
w? M3 w?M 1999
f=———5—Fa X —=———Xa=. ( - )
! 3 + %3y Y ria + X3,

Estas relaciones pueden obtenerse si se prevé la posibilidad de
variar los pardmetros de los circuitos. Para hacer variar x; y xs, se
conectan, en los circuitos primario y secundario, condensadores de
capac:dad variable (fig. 12-25). Para que varie M los transformadores
deben tener devanados méviles (vanémetro)

Todas las expresiones dadas mds arriba son vdlidas para el es-
quema de la figura 12-253, supuesto que:

. 1
II—OJL —‘a‘c‘l—

— 1
Xan = L3 —|- Teur oCa

Se pueden elegir todos los valores que se quieren para M, x; y %oa
que satisfagan a las dos condiciones {12-22} de Ia potencia maxima,
transferida desde el circuito primario al secundario,

Esa potencia mdxima es (ver 11-3)

Pamax. =0 (12-23)

De la primera relacién {12-22) tenemos

S WMy — v
LE|

Xaa =

-xm tiene un valor real siempre que oM = \/r,rn.

no hay valor alguno de xs; y x; con los cuales

13

Si M<_\_/_M'
w

- se pndrm obtener la potencia mixima (12-23}.

Fl esquema de dos mallas aCOplddd& inductivamente puede ser

reemplazado por mno equivalente sin dicho vinculo. Conectemos los
dos bornes inferiores del esquema (fig.12-22). El régimen del cir-
cuito no variard.

Consideraremos las partes de las malias que conticnen a los ele-
mentos r,, L; ¥ 1., L= como dos ramas acopladas inductivamente, uni-
das a un mismo nudo por, sus bornes homdnimaos y les aphcammos el
esquema_equivalente (fig. 12-14). Obtendremos como resultado el es-

= Sl M) Jfiztd g
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quema equivalente de la figura 12-26. Ohservemos que, cuando una
de las dos inductancias L; 6 L, es menor que M, uno de los elementos
del esquema equivalente con las impedencias jo{ L; — M) o jo{ .. — M)
representa una capacidad.

12-10. Transformador ideal.

Enumeremos Jas condiciones que debe satisfacer el transformador
como aparato destinado a la transformacion de las tensiones: 1) la
relacion entre la tension primaria y secundaria debe conservarse cons-
tante para cargas cualesquierd del transformador; 2} cn el transforma-
‘dor no debe haber pérdidas de energia; 3) estando en marcha en

vacto el transformador, cuando el circuito_secundario esté abierto, la -

corriente en el arrollamiento_primario debe ser igual a cero. Esto
prevendrd en ese régimen las pérdidas—de enmergia en la linen de
alimentacidn,

Llamaremos transformador ideal al que satisface las condiciones
enumeradas. Aunque no resulta factible fabricar un transformador de
ese tipo, ne por ello deja de ser conveniente cstudiar sus propledades
por las siguientes consideraciones:

1. Se investigan asi los caminos a seguirse para que en la cons-
truccion de los transformadores se puedan lograr propiedades proxi-
mas a las de un transformador ideal.

2. Los transformadores reales con nicleos de acero se asemejan
por sus propiedades a los ideales y en los cileulos de circuitos pucden
considerarse por aprox:macmn como transformadores ideales.

3. Como se vera cn los subcapitulos 12-13 y 12-15 los tlansforma-
dores ideales son elementos constitutivos de los esquemas equiv alentes
de los transformadores y autotransformadores reales.

Veamos qué exigencias dcben satisfacer los pardmetros de uf”’

transformador ideal.
Partiendo de Ja condicién de que no existen pérdidas de energﬁl
en ¢l transformador, es necesario que lasresistencias de sus devanadog’

sean iguales a cero, 1, =7, =10 Para asegurampla constancia de Jay

relacion entre la tensidd Primaria v la sccundaria basta agregar la -
condicion de que el factor de ’1(‘0plamlel1t0 entre los devanados sea
igual a la unidad. Para k=T las espiras' de 105 arrollamientos pri-
mario v zecungario son” atavesadas por wn flujo magnético igual {ver
subcap.12-1}, de alli que la relacion entre las fem. inducidas en los
alroilanm ntos sca igual a Indel miimers ™ dé espiras 'tbi ;, Ttog. “?ara
= ra = 0, independientemente” d6 Tas “eorrentes o que”existen cn los
_'aunﬂamlentos fas tensiones en sus } Ines son Jgu.tles a I"lS fem
inducidas, Por consiguieite Tag’
116§ niimeros de espiras:

(12-24)

\ Vit
s
%
Py

o, e

Pl
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B
Lo tOpy . ,
La relacién —~'se llama relacién de transformacidn.
0y : X bt _
g ' U, tH . . .
Sefialemos que T " wa solamente si se eligen los mismos sen-
2 2

tidos positivos para U; y U, respecto a los bornes del mismo nombre
de los arrollamientos, asi como por ejemplo se indica en la figura 12-22.

Si los sentidos positivos Uy y Us respecto a los bornes del mismo nom-

‘bre; mo son igunales, entonces

-[_{L_ Ul#“wlz_—n

v, - U7 we

Veamos ahora de qué manera se puede reducir a cero la corriente en

vacio del transformador.
El flujo magnético que atraviesa los arrollamientos primario y
secundario estd en la siguiente relacién con la tensién primaria:
w dd
U == — ey =Wy —
B 1
Para una tensién sinuscidal u,, la f.em, e,, v por consiguiente también
el flujo magnético, son sinuscidales. Anotando la relacién citada bajo
la forma compleja, tendremos

Uy = jowd. {12-23)
Para obtener un flujo sinusoidal es necesaria una f.em. sinusoidal
Wi s b0 E = Ry, (12-26)

donde Ry es la reluctancia del circuito magnético por el cual se cierra
el flitjo magnético, '
En vacio F = w,l,, y por consiguiente,

fo= P® (12:27)

O ot I
La intensidad de la corriente en vacio se determina por la tensién
aplicada. Se establece una corriente tal que el flujo magnético creado
por clla induzea una fem. gue cquilibre la tefision aplicada. La in-
tensidad Iy, puede disminuirse, como se ve de la expresion (13:97)

redhiciendo el valor de Ry o aumentando w;.
.~ El auriiento de o, it 380 Tiiiplica in aumento del denominador
- (12-27) sino también una disminucion del numerador. En efecto, para

valores dados de Uy v w, v como se desprende de la expresion (12-25}
al aumentar w2, disminuye ® = —21-,

SO : : oty
de 11, el flujo magnético, la fmm. v la corriente en vacio disminuycn
ilimitadamente. Para conservar invariablé Ta felddon entre las ten-

Para un crecimionto ilimitado
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siones primaria y secundaria (12-24) es necesario al aumentar tw,
hacerlo también con w,.
Asi finalmente los pardmetros de un. transformador ideal deben
satisfacer a las tres condiciones siguientes:
Dn=n=0,2) k=1 y 3) Re=0,
o también S e e e

Con los sentidos positivos adoptados para las corrientes I; e I,
en la figura 12-22, la f.m.m. para el transformador cargado es

F = wlil -— ’!.U2i2.

Como en el transformador ideal (para Ri=0 0 0> vy,

Wy —» ) F-—>0, tenemos: .
' il = w,l
o también: = -

I.l II s 1

_ = e = = T e 12"

12 Iz 1 11 ( 28)
la relacién entre la corriente primaria y la secundaria es inversamente
proporcional al nimero de espiras de los devanados primario y
secundario.

De la {12-24) y (12-28) tenemos -

' [}11.1 = IU'gfg.

las potencias complejas a la entrada y a la salida. del transformador
ideal son iguales entre si. -

Establezcamos la relacidn entre la impedancia de entrada del trans-- |

formador ideal y la impedancia de carga _ -

by

My .

U1 Wy 2 i z Uz i, 2 e ar
Zyen=—— = (L) 2 [ EL Z,. 12-2!
“ I W , (w2 ) I, (wé ) ' (12-29)

%

La impedancia de entrada de un transformador ideal es igual al pr&-, .
ducto de la impedancia de carga por el cuadrado de la razén entie J" :

los niimeros de espiras del devanado primario y del secundario. Estando
el circuito secundario abierto Z;, =« y estando el mismo en corto-
circuito Z,,, = 0. '

La conexién de un transformador, entre la fuente de energia y el

receptor, modifica la impedancia de carga sobre la cual se conecta

.la fuente de energia. Esto se aprovecha en muchas ramas de la elec-

-

e
R

} .
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trotecnia {comunicaciones, radio, automdtica) para equilibrar las im-
pedancias del receptor y de la fuente de energia y para elevar la
potencia transmitida.

Baséndose en las propiedades estudiadas del transformador ideal
se puede adoptar la siguiente definicién: un transformador ideal es
aquél en el cual las relaciones entre las tensiones e intensidades prima-

Fra, 12-27

rias y secundarias satisfacen a las relaciones (12-24) y {12-28). Es
facil verificar que esas dos relaciones involucran las restantes propie-
dades del transformador ideal. Representaremos en los esquemas el
transformador ideal como se ve en la figura 12-27.

Para que un transformador real se asemeje por sus propiedades
al transformador ideal, los devagados primario y secundario se dispo-
nen sobre un niicleo cerrado de acero. Con esto se logra una disminu-
cién muy grande (miles de veces) de la reluctancia del circuito mag-
nético y se reduce considerablemente la corriente en vacio. Ademis,
el nicleo de acero asegura un alto valor del coeficiente de acopla-
miento k entre los devanados. En presencia de un miicleo de acero
surgen una serie de fendmenos que se analizan en el parigrafo
siguiente.

12-11. Fenémenos condicionados por la presencia de ntcleos ferro-
magnéticos .en las bobinas y en los transformadores.

En el nticleo, de acero, ¢l campo magnético variable induce co-
rrientes parésitas, cuya distribucién estd indicada esquemdaticamente
“en la figura 12-28 con lineas de puntos. E] paso de las. corrientes.paré-
sitas es acompafado por pérdidas de energia y por la accién desmag-
netizadora- de esas corrientes (vér pardg. 8-12). Dicha accién no es
uniforme en las distinfas partes de la seccién del nticleo. Se manifiesta
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s abrazada por el ‘miximo niimero de lazos de las corrientes pardsitas,

en virtud de lo cual el flujo magnético se distribuye desigualmente
en I s¢ecidn del pacleo, La induccidn magnética tiene un valor mé-
ximo en la periferia y minimo en la parte central de la seccién.” Dicha
parte central esti como protegida, por asi decirlo, con las corriéntes
parasitas. Este fenémeno de la distribucién desigual del flujo magné-
tico variable en la seccion del circuito magnético es similar al fené-
meno del efecto de superficie en un .conductor de corrente alterna;
de alli que se le suela llamar efecto magnético de superficie. Su_mani-
festacién es tanto més marcada cuanto mayores son la frecuencia, las
dimensiones de la seccién transversal del nilcleo, la permeancia mag-
nética y la conductividad del miaterial del nicleo. Para disminuir las
pérdidas de energia debidas a las corrientes parasitas y para disminuir
su accién de pantalla, los nicleos se arman cow chapas de acero sepa-
radas, aisladas eléctricamente una de la- otra (fig.12-29). En. tales
condiciones las corrientes pardsitas disminuirin, puesto que se van a
cerrar siguiendo trayectorias élargadas y estrechas que pfrezcan una

“gran resistencia. Adem4s disminuye la accién de pantalla dado que

todo ‘el nicleo se divide en hojas -separadas que se encuentran en
igualdad”de condiciones. ‘'Lia no uniformidad de distribucién del flujo
magnético dentro de los limites de cada chdpa es imperceptible cuando
su espesor es suficientemente pequefio. Se .emplean también. nicleos
formados por delgados alambres de acero aislados eléctricamente.
Para reducir las corrientes pardsitas, tanto las chapas como los’
alambres con'los que se arma el circnito magnético se fabrican con’
aceros electrotécnicos especiales que contienen distintos agregados que
reducen su conductividad. A fin de que las pérdidas de energia de-
bidas a las corrientes parésitas no sean excesivamente grandes, se
utilizan chapas cuyo espesor es tanto menor cuanto més alta es la
frecuencia. Para una frecuencia de 50c¢/s se emplean chapas de
0,25 —05mm de espesor; para frecuencias acisticas del orden de los
cientos v miles de ¢/s, de 0,02 — 0,05 mm. Para frecuencias mas altas
el flujo magnético en las bobinas que contienen esta clase de micleos y
a consecuencia de una acentuada accién de pantalla de las corrientes
parasitas, se vuelve menor que cuando falta el nicleo. Para frecuen-
cias hasta de 30 — 50 Mc/s se utilizan ntcleos fabricados con magneto-
dieléctricos. Estos constan de un polvo ferromagnético, las dimensio-
nes de cuyas particulas son del orden de varios micrones y de un
dieléctrico que liga esas particulas. El cilculo de distribucién del flujo
magnético en la seccién transversal de los micleos de acero y el célculo
de las pérdidas debidas a las corrientes parasitas se estudian en la teoria
del campo electromagnético. En el caso en que se puede despreciar la
desigualdad de la distribucién del flujo magnético en la seccién trans-
versal de las chapas que forman el micleo, se obtiene la siguiente rela-
cién que expresa la potencia de las pérdidas de energia debidas a las

C Py=afBLG,
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donde 6, —es-€l coeficiente que depende de la clase de acero y de las’
dimensiones de las chapas.

B, —es da amplitud de la induccién magnética.
G-—es el peso de la parte del nicleo que se estudia,

La periddica remagnetizacién de! acero trae aparejadas pérdidas de
energia debidas a la histéresis. La potencia de dichas pérciuas de ener-
gia es proporcional a la frecuencia f y se determina de acuerdo a dis-
tintas formulas empiricas. Més abajo se da una de ellas

P, = af B2.G,

donde o, —es el coeficiente que depende de la clase de acero.”
Para valores de B,, comprendidos entre 1000 y 10000 gauss, n=1,8.
Para valores de By, comprendidos entre 10 000 y 18000 gauss, n=—=2.

_ La circunstancia de que las pérdidas de energia debidas a las
corrientes pardsitas y a la histéresis varian de diferente manera en
funcién de la frecuencia, permite separarlas una de la otra siempre
que se conozea la suma de las pérdidas en el nitcleo para dos {0 mas)
valores de la frecuencia pero para uno sélo y el mismo valor de B,.

Para porer en claro en qué se manifiesta !a variacién de la per-
meancia magnética del material del niicleo, supongamos, para simpli-
ficar que el devanado de la bobina no tiene resistencia. Entonces la ten-
sién de los bornes de la bobina se equilibrara solamente con Iz f.e.m.
de autoinduccién. De alli que, si la tensidn es sinusoidal, también la
f.em. que la equilibra deber4 ser sinusoidal y por consiguiente lo serd
también el flujo magnético que induce la f.em. La forma de la curva
de la corriente que origina el flujo magnético estd determinada por
Iz relacién entre la corriente y el flujo magnético. Si existen grandes
entrehierros en el circuito magnético, son éstos los que determinan
fundamentalmente su reluctancia. En esas condiciones, dentre de un
gran margen de variacidn del campo magnético, existe una dependen-
<ia casi proporcional entre el flujo magnético y la corriente y, para una
variacidn sinusoidal del flujo magnético, la’ corriente también varfa
sinusoidalmente. - Si los entrehierros en el cirenito magnético son pe-
quefios y, si al variar el campo magnético la induccién magnética al-
canza valores situados més alld del codo de la curva de magnetizacidn,
entonces la relacién entre el flujo magnético y la corriente resulta no
lineal y, al variar sinusoidalmente el flujo magnético, la corriente
variard no sinusoidalmente. El problema referente a la curva de £y
corriente se examina detalladamente en el pardgrafo 49, volumen II.
En muchos casos, a pesar de que las curvas de la corriente (0 de la
tensién) se apartan de la forma de una sinusoide, para los céalculos
aproximados se introducen las corrientes (o tensiones) sinusoidales
equivalentes que tienen iguales valores eficaces que las correspon-
dientes corrientes (tensiones) no sinusoidales. En lo sucesivo las co-

 rrientes no sinusoidales serédn reemplazadas por ofras sinusoidakes equi-

- yalentes (en esta seccién del libro). '
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12-12. Diagrama vectorial y_ esqqen}??_’cquivalente de una bobina con
nucleo de acero. {5 PES .

Consideremos una bobina con corriente alterna de baja frecuencia,
cuando se puede no tomar en cuenta la capacidad -entre sus espiras.

Fic. 12-30 " Fiz. 12-31

En la figura 12-30 se muestra esquemditicamente el cuadro de un
campo magnético de una bobina con nicleo de' acero. - La parte de las
lineas magnéticas que se cierran, sin que medie el r}ucleo, correspon-
den al campo magnético en el aire. Para que sea con.lodo el anéhsls,_
formemos un esquema equivalente al de la bobina considerada. En ese

£
Fi;. 12-32 - Fie. 12-33

esquema (fig.12-31) la reactancia inductiva del devanado x, condi- .
cionada por el campo magnético en el aire y la resistencia activa r del
devanado estén representados en forma de elementos separados, conec-

tados er serie con la bobina ideal A, cuyo devanado no tiene resis-

tencia y cuyo campo magnético estd enteramente concentrado en el
niicleo. L
Cada espira de la bobina A se concatena coni un flujo magné-
tico ifgual ®. La fuerza electromotriz, inducida en la bobina, es

e:Hw%tq—). Supongamos que el flujo magnético varfe sinusoidal-
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mente con la amplitud. ®..,. entonces pasando a las’ amplitudes com-
Plejas; “obtshemos: R

Ep = — jowd, e

= - E 2nf . . ‘:, o

. E:‘_g":_"_'-‘—'ﬂ)(p = — 4,44 wq)m- ;." --."H‘."-

Llevemos sobre el diagrama vectorial, (fig. 12-32), los vectores

(I)m, E y Uq,:——E
. A consecuencia de las pérdidas de energia de las corrientes pard-
sitas y de la histéresis, Ia corriente I, en la bobina A se retrasa de un

_éngulp 4 menor que % respecto a la tensién Uy. Se Ia puede descom-

poner en dos componentes; la componente de imanacién I, que estd

en fase con el flujo magnético d,, y la componente I,, condicionada
por las pérdidas de energia en el acero y que estd en fase con la ten-
sion U,: Las componentes I, e I, se determinan del calculo del cir-
cuito magnético (ver pardg. 4-11, vol.II). La diferencia de fases &
entre T y ®,, se llama dngulo del retraso magnético o angulo de
pérdidas,

" Sumando el vector U, con los vectores de las tensiones fxod y 7l
obtenemos el vector de tensién U en-dos bornes del circuito:

U = Uy + jtul 4 11.

La divisién de Ia corriente { en dos componentes I, e I, permite
formar el esquema equivalente que se muestra en la figura 12-33. Los
pardmetros de los elementos de ese esquema g, y by dependen de la
tension Uy (ver més detalles en el subcapitulo 4-11, vol, IT).

- 12-13. Esquemas equivalentes de un transformader con ntcles de
acero.”

/ Consideremos para empezar que la permeancia del acero es cons-
fante y que por consiguiente, el flujo. magnético en el nicleo y la
fuerza. magnetomotriz estan entre si en una relacién lineal. En tales
cendiciones las pérdidas en el ntficleo de acero estardn condicionadas

.. __-€xqhisivamente por las corrientes pardsitas. No consideraremos la ca-

Y pBcidad de los arrollamientos. '

-7 Enla figura 12-34 se presenta un circuito que contiene un trans-
formador de dos arrollamientos con niicleos de acero y se. muestia
esquemAticamente el cuadro-del campo magnético. '

® El transformador con nécleo de acero fué ideado por P. N. Iablochkov
en 1874 . *

“el coeficiente de acoplamiento de las dos bobinas es k= 1.
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Destaquemos el flujo magnético @ que se puede representar- por
lineas magnéticas contenidas enteramente en el nicleo de acero, Ese
flujo atraviesa ambos arrollamientos del transformador. La parte res-

P, 12-34

tante del campo magnético que puede representarse por lineas mag-
néticas que pasan total o parcialmente en el aire, la lamaremos campo
magnético en el aire. Los flujos concatenados con los arrollamientos
y_condicipnades por el cimpe en el aire son o

Wie = Ly — Mabs,
Wy = Ligds — lM'qib .

donde Ly, L., M, son las inductancias. propias y mutuas de los arro-
llamientos, que sblo toman en cuenta el campo magnético en el aire.

) LA
L ‘/ T \"A: g B2
e
o ; 1o, [lzcon
LS e T e

F1s, 12-35

[ i'?—l flll

Para el circuito examinado se puede formar un esquema (fig.42" .
35) en el cual los elementos 7, y 1o incluyan las resistencias de.los

arrollamientos, los elementos Li,; L, afectados por 13 induccidn mitua
M,, toman en cuenta el campo en el aire, y T representa el transfor-
mador, en cierto modo idealizado. Sus arro}i]‘amientos no Henen: gesis-
tencias, no existe en él campo magnético-en el aire"y pér eGnsiFai n'ﬁ;\-v:

% LN

tanto Ja relacién entre la tensién primaria y secunddtia Uy y"i
del transformador T

Usp We

es la misma que en el caso de un traﬁsformador ideai,_
Sin embargo el transformador T no es ideal en el sentido en que
se comprendia en el pardgrafo 12-10, dado’ gue Ia réluctancia de su
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circuito magnético Ru£0.y los ntimeros de espiras w, ¥ Wp no son

-nfinfraficnite grandes.

magnelSmotiz -

e

F == w1f1 —_ w2f%_”# . ( 12"30)

Representemos la intensidad i, en forma de una suma de dos com-
ponentes

P F Wy - .
b=y to b=het I (121)

. -~

fm=—§— sélo depende de la fm.um. F, necesaria para crear el flujo
’ 1

magnético & y representa la componente magnetizante de la corriente
del devanado primario, '

La segunda compoﬁente de carga j’é:'w&.{g depende de la co-
. .

riiente [.. La llaman corriente secundaria del transformador, redu-
cida al primario. La reduccién se entiende en el sentido de que €l

valor de la corriente 7 es equivalente a la corriente I, en lo que a

formacién de la f£m.n. se refiere. La corriente reducida I; al recorrer
el devanado primario, crea una f.m.m. igual a la que crea la corriente
I, al pasar por el secundario: wy i} = w.i;, Observemos que la com-
%1’2 estd en la misma relacién
. 1
con la corriente secundaria, en que estin las corrientes primaria y se-
cundaria en el transformador ideal. _ o

La descomposicién de la_corriente I; en sus componentes I, e I
permite pasar del esquema de la figura 12-35 al de la figura 12-36
gue contiene a un transformador ideal.

ponente de la corriente primaria I} =

Fic. 12-36

El transformador T en ¢l esquema de la figura 12-36, cuyo secun-
dario estd en circuito abierto, constituye una bobina de reaccién, con
nacleo de acero y cuyo arrollamiento no tiene resistencia. .

A consecuencia de las pérdidas de energia en el micleo, la corriente

ﬂ_fl', retrasa respecto a la tensién U; de un 4ngulo menor de —g Consi-

1 flujo magnético en el transformador es ~creado por la fuerza .
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derando el transformador T en el esquema de la figura 12-38 domo
un dipolo, se lo puede representar por un esquema equivalente formado
por una conexion en paralelo de una conductancia g, y de una sus-
ceptancia b, (fig, 12-37).

De acuerdo a este esquema la corriente I, se divide en dos com-

- ponentes I'u, e fl,,. La componente 19 retrasa en fase de % respecto,

a la tensién U,y y esté en fase con el flujo magnético d. La compo-
nente I, condicionada por las pérdidas en el nicleo esti en fase con
la tension U .
Para el esquema (fig. 12-37) tenemos:
Uy = (11 + jooLye )y — joM,ly + Usgs
L] . w - w . . . -
Uy—= _15"3 Usp = _&j [{re + joLe, My —jaM,I - Us).

) N ) . Ww; =
Sustituyendo [, = Tui 1%, obtenemos:
2

Ur= (r + joLi) i — joMyll + Uy, (12-32)
Usa = (72 + oL, )V —jobsd, + U, (12-33)
donde
- ( &)%2, Lt = ( s )zzm,
- Wy Wo
My = %L, U, =21y,
Wa = wa i

son las magnitudes ry, Ly, M, y U, reducidas al primario.

A las ecuaciones obtenidas (12-32) y ( 12-33) les corresponde el
esquema de la figura 12-38 que se distingue del anterior en que el
transformador ideal est4 desplazado hacia la derecha, '

En el subcapitulo 8-12 se vié que para dimensiones dadas de una
bobina, su resistencia y su inductancia propia son proporcionales al-
cuadrado del mimero de espiras, En e' 12-1 vimos que para dimen-
siones y para una posicién dadas de dos bobinas, su inductancia mutua
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era proporcional al producto de los nimeros de espiras. Recordando
esto resulta evidente que las magnitudes -

1w 2 twy 2.
=" 1y Ll =21 Lo
F4 (w2 ) 2 ‘ga (u}2 ) 2a
constituyen la resistencia r, y la inductancia propia L,, de un deva-
nado secundario cuyo nimero de espiras es w; — w; y cuyas dimen-
siones siguen siendo las mismas. Del mismo modo la~ magnitud

w ' . :
M;:T%—‘Ma representa la inductancia mutua entre los devanados,

sitempre que el secundario sea objeto de la modificacién indicada. Por
cierto, ello no significa que 14, L}, sean respectivamente iguales a r;, L,
puesto que, si bien esos parametros se refieren a arrollamientos que
tienen igual mimero de espiras, sus dimensiones son en general
diferentes, : : '

Recordemos que para Lo, y M, sélo se toma en cuenta el campo
_magnético en el aire, '

Efectuemos una sustitucién equivalente del acoplamiento induc-
tivo entre los elementos L, y Ly, (ver 12-6); entonces obtendremos
un esquema equivalente del circuito considerado en su forma defini-
tiva (fig.12-39). En dicho esquema (ver 12-1)
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también a los transformadores reales, aunque.f;; debe comprenderse
como una corriente sinusoidal equivalente en su valor eficaz a la co-
riente no sinusoidal ¢, Las experiencias demuestran que en funcio-
namicnto en vacio, cuando el circuito 'secundario (74 =0) estd abierto;
Ia relacién -gi es practicamente igual a la relaciod %, es decir que
2

la caida de tensidn en la impedancia Z; =ry 4 juL,s (fig. 12-39),
condicionada por la corriente I, no se manifiesta en la prictica y
puede no tomarse en cuenta. Esto permite pasar a un esquema equi-
valente simplificado (fig. 12-40)- en e} cual la rama con la corriente
magnetizante esta transferida a la entrada. Tenemos en el esquema

Zi=n + 1y jo(Lis + Lis); - (12-34)
- ) l N .

8ip “‘_“fbm

Zip =

En la rama con la corriente magnetizanfe se desprecia la reactancia
wM! por ser una magnitud pequefia-con respecto a Z,p.

Fio. 12-39

Estando en cortocircuito los bornes secundarios, la impedancia de

entrada del transformador se determina como una impedancia de dos e
ramas en paralelo Z2 v Z;;. Dado que z;, es mucho mayor que__:.'f“'c'gi.f.j‘_n,-
practicamente la impedancia de entrada es igual a Z7. De aqui qug A — "
Z; se le haya llamado #mpedancia de cortocircuito del transformagor, ™
reducida al primario. . S
Ademas del esquema de la figura 12-40 se suele utilizar tamibién °

w
Llﬂ _ i"‘fa — Lla, - _‘a)_:- M;.; = LIS;

Ly, — M = (ﬂ) Lo — 2 M, =
1 g

. —fwi}? (L W\ ( w, 2L-,s:L.’,r' otro esquema equrivalente_ simplificado l(fig. 12-41). Este resugt_a‘ del *
PR we \7* Ty 0 wy, ] = primero, trasladando el transformador ideal a la entrada. Al ‘mi o =i
- d’ - ‘ . R . iy . tiempo para conservar la equivalencia se transforman las impedaa®as: -
#onde L',;—es la inductancia propia de dispersién del arrollamiento . B T
L secundario reducida al primario. 7= (21_)“ 7 Zop = (}f_l_) 2z1 o : (12@5&!{?
En las condiciones reales la permeancia del acero no es constante, ‘ W 10z

de allf que la corriente i;r no sea sinusoidal para una tensién sinu-
soidal #;4, (vér 12-11). En los transformadores, usados en la electro-
energética, la corriente I, sélo constituye un 2 a un 10% de la corriente
I; en plena carga. El caricter no sinusoidal introducido por la' co-
rriente i en las corrientes restantes y en las caidas de tensién no es’
muy grande. Por lo tanto :l esquema equivalente obtenido se aplica

Fic. 12-40




300 PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

secundario’ del transformador. i
Es frecuente que en los célculos de los circuitos se desprecien las
cerrientes magnetizantes de los transformadores; entonces en los es-
quemas equivalentes del transformador (fig.12-40 y 12.41) desapa-
recen las ramas con las impedancias Ziy y Zor y quedan conexiones
simples de un transformador ideal con la impedancia Ziola 27,

Fic. 12-41

En los cilculos previos de orientacién se desprecian a veces tam-
bién las impedancias Z/, o 277, es decir, a los transformadores reales se
los considera como ideales. : :

~ 12-14. Céleulo de circuitos eléctricos con transformadores.

Daremos dos ejemplos que ilustren la aplicacién de los esquemas
equivalentes de los transformadores en los calculos de los circuitos
eléctricos, En ambos ejemplos no vamos a tomar en cuenta las co-
rrientes magnetizantes. Esto nos permitird utilizar los esquemas equi-
valentes mis simples que se han mencionado al final del parigrafo
precedente.

Lonjormador o y Lrons formadar §

,, o R il O
¥ . . 1 i "
yt 2, QI;IHZ“ lyﬁ!z'%’l;é' :l%‘? .
i ‘L-‘-____‘ﬂ ﬂ“-'—.. ____;"

Fia. 12-42

1. Circuito con transformadores conectados en serie. Fxaminemos
un circuito formado por la linea 1, el transformador g, la linea 2, el
transfarmador b y la carga, conectados en serie. En el esquema del
circuito (fig. 12-42), las lineas y la carga estén dadas por sus impedan-
cias Zi, Zy y Zy; los transformadores, por sus esquemas equivalentes
simples que contienen las impedancias Z; ,y 2% »y los transformadores
ideales cuyas relaciones de transformatién son n, = :::“ y fip = 3“
B . . a2 £ 1
Sean dadas las impedancias de todos los elementos del esquema,
las relaciones de transformacién y la tensién al principio de la primera
linea; se pide determinar las intensidades y las tensiones en los distintos
tramos del circuito. ' : -

Los valores obtenidos son las impedancias reducidas al arrollamienit;
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\ El esquema contiene tres circuitos acoplados inductivamente.
Para efectuar ¢l cdlculo es necesario transformar el esquema, elimi-
nando los vineulos inductivos. Una transformacién tal se efecttia redu-
ciendo las impedancias a cualquiera de las tres mallas. Reduzcamosla
a la primera que contiene el arrollamiento primario del transforma--
dor a. Reduzcamos primero la impedancia de la tercera malla a la
segunda (esquema de la fig. 12-43). En el esquema

1

U =nl P =
.

son la tension y la corriente secundarias del transformador b reducidas
al primario,

Reduzgamos Inego la segunda malla 2 la primera. Como resultado
obtcndremos un esquema sin acoplemientos inductivos (fig. 12-44)

U}ﬁ_{] = g Uﬂf—"; Ug)‘l) = nr?Uﬁ]; U.”:} = N, I—‘I{E.'} = TipMt, Lr-."}?’

» B )
Lo oI

nn’ ng Rghy '

iy =

Determinar Ja corriente y las tensiones en este circuito, dada la
tensién U, no presenta dificultades.

2. Conexion de transformadores en paralelo. Examinemos un cir-
cuito formado por una linea 1, dos transformadores conectados en

Fiz. 12-43

paralelo ¢ y b y la carga. Podemos ver el esquema de célculo en la
figura 12-45. En la practica se conectan, por lo general, en paralelo,
transformadores que tienen igual relacién de trasformacién, pero para
una mayor generalizacién consideremos que dichas relaciones sean dis-
tintas. Sean dadas, como ‘en el ejemplo anterior, las impedancias de

+ ff a
e f 4" —e i

. KA Zia ot 172, w2t 2
G} "l Ea,:é‘,{‘ a7 gl " rbbiﬁ il 2,

Fig, 12-44

los elementos del circuito, las relaciones de transformacidn y la tensién
al principio de la linea; se desean conocer las intensidades y las ten-
siones en Jos distintos tramos del circuito.

En la notacién de las corrientes y de las ténsiones en los distintos
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tramos del esquema (fig. 12-45) se tomaron en cuenta los vinaufos
entre las corrientes y tensiones en los lados primario y secundario
de los transformadores ideales, y la primera ley de Kirchhoff. /Esto

L 4
—C

i Zole ‘ Al dy
g i 2y {;’ J TR i 1 {,;3, h:

o

Fla. 12-45

reduce el lm’lmero de incognitas (corrientes y tensiones) a cuatro. Para
su determinacion hay que resolver simult4neamente cuatro ecuaciones:

U_ZI.(fu+ib) =Uy

Uy
g

—ZY, nady =Uly;

U, , .
—’E '_“"Zi-fb ﬂ.bfb = Ug.

12-15. Autotransformador.

- "Cuando hay que realizar modificaciones insignificantes de tensién,
resulta méds econdmico utilizar autotransformadores en lugar de recurrir
a transformadores con relaciones de transformacién préximas a la unidad.
-+ EL autotransformador tiene un sélo arrollamiento, subdividido en

’palr'tes;i(-dos en el caso mas simple) acoplades inductivamente entre si.

- . ; T
i ¢ B
Py 2
i Py
¥ T
L D

Fic. 12-46

En la figura 12-46 se muestra un transformador reductor de tensio-
nes. La fuente de alimentacién se conecta a todo el arrollamiento que
tiene w,; espiras; la carga se conecta a.una parte del arrollamiento
con w; espiras. Kl autotransformador puede considerarse como un
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nsformador cuyos devanados primario y secundario fueron reem-
plazados por uno solo. En, presencia de un ndcleo cerrado de acero,
del mismo modo que para el transformador, son védlidas las relaciones
aproximadas entre las tensionss e intensidades primarias y secundarias:

U, Wy I W ~
T, =% T ~w Uh~Uk

La ventaja econdmica del autotransformador resalta si se toma en cuenta
que en una parte considerable de su arrollamiento (w:) fluye una

cprriente diferencial |, —1I.| que, para una relacién de transforma-

.cién préxima a la unidad, es pequefia.

Para los autotransformadores son validos los mismos esquemas sim-
plificados que para los transformadores (fig. 12-40 y 12-41). Observe-
mos que las expresiones que vinculan 7/, y Z7 con los parimetros del
arrollamiento del antotransformador son distintas de las expresiones ana-
logas para Z7 y ZZ del transformador,




CariTuro XII

DIAGRAMAS CIRCULARES

13-1. Diagramas circulares simples,

Numerosos problemas préacticos exigen que se estudie la variacion
del régimen de un circuito en funcién de diversos factores. Con ese
objeto ademds de los métodos analiticos, se utiliza un método grafico,
la construccién del lugar geométrico de los extremos de los vectores
que representan a las distintas magnitudes. Esos lugares geométricos,
llamados diagramas, llegan a tener formas bastante complejas, En los
casos mas simples se reducen a lineas rectas ¥ a arcos de circulos deno-
minandose diagramas lineales Yy circulares, respectivamente.

Anteriormente se han obtenido diagramas lineales al estudiarse las
relaciones enire las tensiones, al principio y al final de una lnea,

Analicemos algunos regimenes de circuitos por el método gréfico,
Veamos cémo variard el régimen de un circuito serie que contiene una

resistencia activa r y una reactancia x variable entre los Mmites — oo’

'y -+ w0, con la condicién de que la tensién U en los bornes del circuito
se mantenga invariable, '

Fra, 13-1

Los vectores U, ri, jxf forman un tridngulo rectingulo (fig. 13-1).
Al variar la reactancia x varfan los catetos, manteniéndose la hipote-
nusa U invariable. El lugar geométrico de los vértices del 4ngulo recto
es la circunferencia. La semicircunferencia trazada con linea llena

G. V. ZEVEKE - P. A. IONKIN 305

catresponde a los valores positivos de x; la otra semicircunferencia indi-
cadg con lineas de puntos corresponde a sus valores negatives. El vector
de intensidad { cojncide en direccién con el vector rf Y €5 proporcional
a su longitud (r = const) por lo tanto, el lugar geométrico dg los ex-
tremos del vector de la corriente es también una circunferencia. Su

didmetro representa al vector de corriente i, =?U, estando la reactan-

cia variable en cortocircuito (x = 0).

Para determinar, con el diagrama circular, la intensidad para un
valor dado de x hay que encontrar la direccién del vector de la corriente,
Para eso se puede efectnar el siguiente trazado: llevar en la direccién
del vector IV el segmento OA que representa en escala arbitraria Ia resis-
tencia r y luego, sobre la recta N’N*, perpendicular a OA, llevar desde
el punto A el segmento AN que representa en la misma escala a la
reactancia x. Los valores positivos de x se llevan en el sentido AN* v
los negativos, en el AN’. La recta ON formari con el vector U el

x

dngulo ¢, dado que tg 4 AON =—-=1g g, es decir, esa recta determi-

naré precisamente la direccién del vector [. El punto de interseccién
de la recta ON con el diagrama circular de la corrente determinar Ja
posicién del extremo del vector . El segmento ON representa la impe-
dancia del circuito. La corriente Y sus componentes activa y reactiva,
para una tensién U invariable, varian proporcionalmente a las conduc-
tancias y, g y b. Las potedcias aparentes, activa y reactiva del circuito,
para una tensién invariable U, son proporcionales a la corriente ¥ a sus
componentes activa y reactiva respectivamente y, por consiguiente, pue-
den determinarse también de acuerdo a los segmentos OM, OP y MP.
La potencia activa es méxima para x =0, la potencia reactiva lo es
para |x| =r (el segmento MP tiene en ese caso la longitud méxima ).
Observemos que el -diagrama en la figura 13-1 permite analizar
la influencia sobre el régimen del circuito, de la variacién de la induc-
tancia o de la capacidad para una resistencia y una frecuencia cons-
tantes y asimismo la influencia de la variacién de la frecuencia para
una resistencia, una inductancia 'y una capacidad constantes.
 Veamos ahora cémo variar el régimen de un circuito serie dado
para una reactancia x constante y para una resistencia activa variable
de 0 a « siempre que la tensién U en los bornes del circuito se man-
tenga constante. Como en el ejemplo precedente, el lugar geométrico
de los vértices del 4ngulo recto del tridngulo de tensiones, es una semi-
circunferencia (fig. 13-2) trazada con linea 1lena para el caso en que
la reactancia constante x > 0, y con lineas de puntes para £ << 0, El
vector de la corriente f coincide en direccién con el vector rf pero su
longitud es proporcional a la del vector jxl, puesto que x = const. Esta
condicién es satisfecha por el segmento de recta gue coincide con el
vector rf en direccién, trazado desde el punto O hasta la semicircunfe-
rencia OMK cuyo didmetro OK es perpendicular al vector [7, T.a pra-
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porcionalidad entre las longitudes del segmento OM y del vector 'fxi"
deriva de la semejanza de los tridngrlos KMO y Ona. Aqui y mis ade-
lante se citard la figura 13-2 para el caso en que x 3> 0. La congtre-

' ,--a-a ¥
I - ™ v
: / Jxl
i/ n
¥ \-
i i TP, A
— A
i/'f H\\ - T~
/I \\ by - e
/ \\ \. ! ~..
{__;*“__‘\:_0 A \ﬂ
b—rcf) x> ]
Fic. 13-2

cidn, para x < 0, estd efectuada con lineas de puntos. La semicircun-
ferencia OMK es precisamente el lugar geométrico de los extremos
del vector de la corriente. Su didgmetro OK representa al vector de la

. : U
corriente I, — P para r = 0.

Llevemos el segmento OA que representa, en cierta escala, la reac-
tancia invariable x. En lu recta AN’, perpendicular a OA llevaremos
en la misma escala la resistencia variable r. En la figura 13-2 se ha
_marcado el segmento AN que corresponde a cierto valor particular de 7.
El segmento ON representa la fmpedancin (resistencia total) del cir-
cuito. La direccion del segmento ON determina la del vector I para
--el valor dado r. Esto proviene de que /a¢ON =/ ONA=g¢. Como
ya se indicé en el ejemplo analizade mag arriba, los segmentos OM,
'O v MP pueden servir como medida de las conductancias y, ¢ v b
y de las potencias S, P. y Q.

Frgo 12-3

Como ltimo ejemplo construyamos el diagrama de la corriente
en la parte no ramificada del eircuito de a figura 13-3, para el caso en
que varia lacapacidad € vy, con la condicién de que ry, 12 y L, como
también la frecuencia v el valor eficaz de la tensidn “aplicada sean
constantes, :
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.. rj—_'f:‘m" (flg. 13"4) -

En el extremo del vector 1, construyamos un diagrama eircular para la

corriente f,, como en la figura 13-1.

\'-ITI‘?LICGH]OS los vectores constantes U e 1 =.

5111

Fis. 13-4

En el diagrama circular se muestra Ja posicién del vector I, para
el valor particular x. :E](:]_' El vector de la corriente | = ], + L.

Como se ve de Ia construccién, el extremo del vector | se desplaza por
la misma semicircunferencia por la que se desplaza el extremo del vec-

tor [,, En el diagrama estdn marcados dos regimenes de resopancia.. .,

J—

Lt
R
. . ? Fd
& g coa b
2 e

e,

o I/

&

. . Fii, 13-3

El primero tiene lugar para x, — % y el segundo para xp = x¢. Del
diagrama circular se deduce que la intensidad pasa por un minimo en
las proximidades del primer régimen de resonancia pero no en la reso-
nancia. . ’

Si I sen ¢; = 2?U—, entonces el diagrama circular se dispondra como
" 2 o EI

~
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lo indica la figura 13-5,a vy evidentemente serd posible un solo régh;r;en
de resonancia. Para I, sen ¢, > Eg_ (fig.13-5,b) no se produce reso-

2

nancia para ningén valor de la capacidad variable C.

13-2. Ecuacién compleja de la circanferencia.

- En el estudio de los circuitos eléctricos algunas magnitudes se
determinan con bastante frecuencia por una ecuacién de Ia siguiente
forma: '

B o
M= ATN (13-1)
donde :
A = gel* = const, B = bei? = const,
4 .
N = neiv

€5 una magnitud compleja variable con argumento constante y mddulo r
que varia desde 0 hasta . Demostremos que el lugar geométrico de
los extremos del vector M es un arco de circunferencia. Dividamos
el numerador y el denominador de la expresion (13-1) por A:

B

M=-4___ M M (13-2)
1+:‘} ]_+-a£e§(v—u) 1+,2_ejw

donde Moz—g(Mc.:M para n=0}) y y=v—a.
Transcribamos Ja expresién (13-2) en la forma siguiente:

M+M§e§w:Mu. (13-3)

Para todos los valores de n la suma de los dos vectores variables
My M?neﬂ’ es igual al vector constante M,. En la figura 13-8, esos

vectores se muestran para un valor particular n y bajo la condicién > 0.
Para todos Jos valores de n comprendidos entre 0 e 0, el vector

M%eiw estd desplazado respecto al vector M de un dngulo 1, y el

&ngulo correspondiente al vértice M del triangulo OMK es igual a s
De aqui se deduce que el extremo del vector M se encuentra en el arco
de circunferencia OMK cuya cuerda es el vector M,.

Mas abajo se dard un método sencillo para construir esa circunfe-
rencia; por ahora veremos cémo hallar el vector M para cualquier
valor de n.

Llevemos desde el punto O sobre la cuerda OK el segmento QA
igual, en una escala arbitraria, a la magnitud a. Luego tracemos por
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su extremo la recta AN’ que forme un Angulo —y =@a—v con el vec-
tor M. Prolonguemos la linea OM hasta su interseccién con la linea
AN’ en el punto N. De los dos tridngulos semejantes OAN y OMK
(Z/KOM = / AON; / OMK = / OAN —= a—) se deduce:

AN _MK _n |

OA " OM ™ a' UM)
De modo que si el segmento OA corresponde a a, entonces el seg-
mento AN determinard en la misma escala el médulo n de la magnitud

compleja variable N. La recta AN’ se llama lineg del pardmelro varia-
ble. Llevando sobre ella segmentos AN correspondientes a los distintos

Frc. 13-6

‘valores de n y uniendo sus extremos con el punto O, se podri deter-

minar para cualquier valor de n la posicién del vector M. Al crecer n,
el punto M se acerca al punto O. En el Hmite, para i1 = o0, la longitud
del vector M*deber4 ser, de acuerdo a la (13-2), igual a cero y, por
consiguiente, el punto M coincidirs con el punto O, o sea, que la se-
cante ON se transformari en la tangente OT y, como el punto N estari
en el infinito, la ON ser4 paralela a la linea del parametro variable AN’.
Por lo tanto la perpendicular OD a la linea del parametro variable es
al mismo tiempo perpendicular a la tangente en el punto O y coincide
por consiguiente, en direccién con el didmetro de la circunferencia
trazado por el punto 0. De aqui se deduce el siguiente método para
construir un diagrama circular: _

1) Se traza el vector M, que es la cuerda OK de la circunferencia;

2) Desde el origen del vector M, y en su misma direccién se lleva
el segmento OA igual a a en escala arbitraria; -

3) Formando el 4ngualo — vy —a—v con el vector M, se traza

la recta del pardmetro variable AN’;

4) Se traza la OD perpendicular a la AN’; la recta OD coincide
con el didmetro de la circunferencia;
5) Desde el punto medio del vector M, se traza una perpendicular
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hasta su interseccién con la rect
recta OD en el punto C, que es isq-
ment(t;bel centro de la circunferencia buscad ; ) ARe € procisa
servemos que para determinar e] centro del dia i

_ ‘ ( : grama circular
puede no trazarse la linca del parimetro variable, sino construir sola-
nllente la tangente OT desde el punto 0,,que forme con la cuerda OK
el dngulo — v, trazando después la perpendicular OD a la tangente.

13-3. Diagramas circulares ircui ifica
- Dia | para un circuito no ramificad
dipolo activo, ) G0 Y para

. Ecsltudlemos el esquema de un circuito no ramificado (fig. '13-7)
:)_rma 50 por una conexion en serie de una impedancia constante Z, —
= 2:1€%% y de una impedancia Z2 = 25699 con argumento constante g,

Fig, 13-7

;‘Jnﬁ)dulo Zz, que varia desde 0 hasta . Supongamos que ¢, > g, > 0.
allemos el l}l’gar geométrico de los extremos del vector de corriente
para ana tension constante U;. La formula de la intensidad

y ] = U, Lo
. Ay Al
o : i+ 2 14 —ZZ?_ eilo,—e,)

3

no-se distingue en nada de la (13-2) en la cual M corresponde a I
1

M, corresponde 2 7 =l sz a2y yo (%_%J' .

7
Vo4
“mf}
'S
¢

Fic. 13-8
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Por consiguiente, el extremo del vector I se desplaza sobre el arco
de la circunferencia. La construccién del diagrama circular se puede
efectuar en el siguiente orden: _

12 Elegimos la escala my, para la tensidn U, y trazamos el vec-
tor U; (fig.13-8). . ' : .

2% Calculamos la intensidad para 2, =0 es decir, estando los bor-
neg del receptor en cortocircuito (n=0): ‘
ic: Uy = Uy e—io,,

Zc Ze

3¢ Elegimos la cscala m; y trazamos el vector I Este quedapd
I .
representado por el segmento OK:',;E;’ desplazado respecto a U, de

un dngulo — @, Fl segmento OK es la cuerda del diagrama circular.

4° Flegimos la escala de las impedancias m, y Hevamos sobre la

recta OK el segmento OA = ::: .

5% Desde el punto A y forr;and'o un angulo —y — @, — ¢ con el
vector I, trazamos la linea del parimetro variable AN,
6% Desde el origen de las coordenadas trazamos la recta OD | AN".
7¢ Hallamos el centro € del diagrama circular por interseccién de
la recta OD con la perpendicular levantada desde el centro de la
cuerda OK.
- 89 Trazamos el arco del diagrama circular, Este arco estd limi-

tado por la cuerda OK y se encuentra en €l mismo semiplang respectg

a la cuerda que contiene a la semirrecta AN,

. . R .

Una construceidn sencilla nos da el valor de Ia intensidad ""Qa?a/ '

cualquier valor de z,. Se lleva el segmento AN:% y se-upeel -
punto. N con el punto O. El segmento de esta recta entre el punto, o vy

su interseccion con la circunferencia representa al vector de la corrien-

te I. Al variar z, de 0 a w0, el punto M (extremo del vector f) se

desplaza desde K hasta O, _
Comprobaremos come se puede obtener de un diagrama circular
las diversas magnitudes gue caracterizan al régimen del circuito. -
Para una tensidn U; constante en los bornes del circuito, la inten-
sidad es proporcional a la admitancia {conductancia total) del circuito
I=yU,, de ali que el segmento OM mnos dé la medida de la admi-
tancia del circuito. La escala correspondiente se determina partiendo
del régimen de cortocircuito con el cual la admitancia estard dada por
1/3,
¢l segmento OKm, — oF" | ’
En la misma escala se pueden determinar la conductancia y la
susceptancia del circuito, como proyecciones del segmento OM sobre

.l
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el eje coincidente con el vector U, y sobre el eje perpendicular al
anterior, '

8i Uy = U, (es decir, el complejo U es un némero real y el vec-
for U; se encuentra sobre el eje de los niimeros reales) entonces los
complejos I e ¥ tendran argumentos iguales y el diagrama circular de
la corriente serd, en escala my, el diagrama circular de la admitancia
compleja del circuito. '

Del diagrama tenemos:

T % Aaa_. 1 i . 1 ... . U
MK = OK_OM__?B,_ (I.—1) . (U, —U,) =2,

donde e

-
-

—— 1§ — .U —_ 7
s OK: 1 =_“_'i_ - U2
mZ; OM=,- y MR= g

Los segmentos OK, OM y MK son proporcionales 2 las tensiones

Uy, U, y U, ‘Las tensiones U. y U, estardn dad
bt S i L 18 tons y U, adas por los segmentos

mUc = mU: — b-K—-.

La posicién de los vectores U.y Uy (no se muestran en el di

se dll?stingue fie_la posicién de los vgctores OM y MK en uen é;agg;ﬁ)tnqa:j
La longitud de la perpendicular MF bajada desde el punto M

sobre la recta OP, perpendicular al vector d ién U i
: » e ] e tensibn Uy, nos permite
determl?ar la potencia activa P, a la entrada del circuito, Enpefecto,

Pr= Uil cos ¢, = Uym,OM cos ¢, = U,m MF — mp, MF;

donde mp, == Uym, es la escala de la potencia P;.
. El segmento OF de la recta OP es proporcional a la potencia reac-
tiva Q; a la entrada del circuito. En efecto,

Ql = U;I sen gy = UlmIOM sen g = UlmeF = mpIOF-

. Demostraremos que las potencias, aparente S,, activa P, y reac-
tiva O, de la carga variable ‘z,, pueden determinarse por el segmento
MG de la perpendicular MF a la recta OP, o por la longitud de la per-
pendicular MH bajada desde el punto M sobre la cuerda OK.

Tracemos desde el punto K la perpendicul KB al
El drea del tridngulo OMK os igual I‘;: pencieniar # 8 recta ON.

1 : ,
5 OM.KB =X OM.MKsen / KMB —

11 S sen / KMB
3 m, o, s§n . KMB = ---———-—-2mﬂn'uz—- S,.

El éngulo / KMB == Pz—@. no depende de la posicién del punto M,
En la férmula obtenida para el 4rea del tridngulo OMK todos los
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factores, salvo S,, son constantes, Por lo tanto, el irea del tridngulo es
proporcional a S.. Dado que g. — const, el drea del tridgngulo resul-
ta proporcional también a Po=S.cos¢s ¥ 2 Q2= S:seng.. El lado
OK del tridngulo OMK es constante y por ello su drea es proporcional
a la altura MH (tomando OK como base) o al segmento MG gue es
proporcionat a AH.

Las escalas mg, mp, y m,, pueden determinarse calculando las
potencias Sy, Py v Qp para cualquier régimen particular v dividiendo
los valores obtenidos por el segmento MG.

Por ejemplo, partiendo del régimen sefialado en el diagrama con
el punto M, tendremos:

S, Ul MKmy - OMm,

??IS: oy MC = MG = !‘IG ¥
Mg, == E"—i—?—?—'"— = Mg, COS G,
Mg, — _%S;;IT% = Mg, €N QPs.

Utilizando el diagrama circular se puede determinar la variacién
de I, U, U,, 5, Py, Py, Qy, O en funcidén de z..

Para ello se toman diversos valores de z,, se llevan los segmentos

correspondientes AN y se determina la posicién del punto M, extremo
del vector I. Luego se trazan los segmentos MK, MF vy MG, se miden
sus longitudes y se calculan las magnitudes correspondientes.” En gene-
ral, el diagrama circular permite hallar la variacién de todas las mag-
nitudes anteriormente enumeradas en funcién de una de ellas, consi-
derada como variable independiente. Trazando una serie de segmentos.
que representen la magnitud tomada como variable independiente, es
facil construir todos los scgmentos que nos darin las magnitudes res-
tantes. :
El diagrama circular estudiade para un circuito no ramificado
es aplicable a cualquier dipolo activo, la impedancia de cuya carga
varie de tal modo que g. = const. Este enunciado deriva del teorema
del dipolo activo segin el cual se puede reducir el esquema de un
dipelo activo con carga al esquema de la figura 13-7, en el cual Z, es
la impedancia de entrada del dipolo activo v U, = U,, la tensién en
vacio ‘en los bornes dcl dipole.

13-4. Diagramas circulares para cualquier circuito ramificado.

S5i en un circuito ramificado la impedancia de una de las ramas,
la segunda, por ejemplo, varia y todas las restantes como asimismo las
f.em. de las fuentes de energia son invariables, resulta entonces, como
ya se vid en el capitulo 3, que las corrientes y las tensiones de cuales-
quiera de las ramas estin entre st en una rclacién lineal. En particular,
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para la corriente I; en la primera rama ylak enla segunda rama,

rige la expresién : : S
_ Iy = A -+ BIL, (13-5)

donde A y B son magnitudes complejas constantes.

Si una de las impedancias Z, que forma parte de la segundé rama

varia de tal modo que ¢, se mantenga invariable, entonces, y conside-
rando todo el circuito respecto a. la impedancia Z, como un dipolo
activo, llegamos a la conclusidn de acuerdo a lo dicho en el subcapi-

tulo 13-3 que el extremo del vector , se desplaza sobre un arco de

Fie, 13-9

circunferencia. Demostraremos que en este caso el diagrama de la co-
rriente {, es también un arco de circunferencia. Supongamos que el
arco OK {fig, 13-9) represente el diagrama circular de Ja corriente [,
Si multiplicamos 1, por B = be, el vector I, se alargard b veces y
girard de / $. Por eso el diagrama del vector BI, se representa por
un arco de circunferencia OK” que pasa por el punto O desplazado
respecto al arco OK de un 4ngulo B y cuyo radio es b veces mayor
que el radio del arco OK. Trasladando el arco OK’ paralelamente al
vector A sobre una distancia igual a la longitud del vector A, obtene-
mos el arco O;K”. El extremo del vectar I = A + Bl,, como se deduce
de la construccién, se halla sobre el arco de circunferencia O,K* que
s precisamente el diagrama circular de Ia corriente i,.

De modo que si en cualquier rama de -un circuito ramificado tah
complejo come sea, sélo varia ol médulo de una de las impedancias y
permanecen invariables las f.em. de todas las fuentes de alimentacién,
entonces el extremo del vector de corriente de cualquiera de las ramas
describe un diagrama circalar. Comeo las tensiones y las corrientes |
de las ramas, cualesquiera que éstas sean, estin entre si en funcidn

linedl, también para todas las tensiones. variables se obtienen diagra:
mas circulares. ;
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Para determinar los complejos ‘A y B de la relacién lineal (13-3}

es necesario conocer las corrientes I1-e I, para dos reg;menesocualesgme_-
ra, con dos valores distintos de zz, por ejemplo, para =0y 2= o.
Para z,— oo (es decir, estando la rama 2 en circuito abierto)

I, =0. Sea al mismo tiempo I =1, entonces tendremos para la rela-

.cién dada f;, = A4 B-0, de donde A = I, es decir, la constante A

serd igual a la intensidad de 1a corriente en la rama 1 estando la rama 2
én cireuito abierto. Sea fg =1, e I, = I;, para z; == 0, tendremos en-
tonces, sustituyendo esos valores en la (13-5):

f}.o =A + B_‘fﬂc = I'11‘ + Bi’-‘t‘;

de donde _
. -ilc_'flv
B= I e
¥, por consiguiente, _
, . , fio—Ty s
11=A+312=1m+..£_1__i_12. (13-6)
.o s 2¢
De acuerdo al teorema del dipolo activo tenemos
. 5’20 ) - . 13_7)
= Zoe+ 237 ' (

j i do esta esti
donde U,, es la tensién en los bornes de la rama 2 cuan :
agillzrta yz"zf,,g es la impedancia de entrada del circuito restante consi-
derado como un dipold respecto a los bornes de la rama 2.

i : Uﬂ!} . Z
Sustituyendo la (13-7) en la (13-6) ¥ considerando que 5 =2

2p
obtendremos:

] 3 i;c_ flv 'Urh: -
11 o Il“ + i2c Z2c + ZZ

I c‘—“f U)Z c
:Ilv"l’ ("_122‘;_'_122 * ""‘. | .(13-8)

ilc—flv — T -ilc'_flr:

=1l :
1 + Z2 l + ] ej‘p
1+Z: Z2c

dondﬁl Teguﬁ?io tg}:tcnino tiene la misma _fornqa que la expresiénl {13-2)
y por consiguiente, puede representarse graficamente por un diagrama
circular con la cuerda i;,,—I,,. En el subcapitu]o siguiente se da un
‘ejemplo de construccién de un diagrama circular de acuerdo a la-
férmula 13-8. '
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13-3. Diagramas circulares para los cuadripolos active y pasivo.

. ]Losbresq:tsidos obtctlam'dos del andlisis de los circuitos ramificados
1t €f subeapitulo precedente, se pueden aplicar al adri act
o p P 05 cuadripolos activo
Sea la tensién U, constante (fi : i ‘

) { g 13-10). Si el enadripolo s activo
sean ta{r}blén constantes las tensiones y las corrientes de las fuentes
fie tensién y de intensidad que forman partc del cuadripolo. §i Ia
impedancia de carga Z, del cuadripolo varfa de tal modo que g, per-
munezcz} invariable, entonces, tanto para Ia corrie '
se podran constyuir diagramas circulares,

‘ Para construir ¢l diagrama circular de la corriente [, hay que deter-
minar I, I, y Zs..

-Tanto_para el cuadripolo pasive como para el activo 1, e I,, re-

presentan los valores de la corriente I, estando los bornes 2.2

5
tter—— k..,
‘51 Uzla 4
."'.-_-‘__._ | 2
Fig. 13-15

nte fz como para la | 1

en cir-

cuifo abierto o en cortocircuito réspectivamente, con la condicidén de
que a los bornes Primarios se aplique Ja tensidn U;. Para el cuadripolo
activo los valores I, e I, no dependen sélo de U sino también de los
parametros de- las fuentes de tensidn y de intensidad que forman parte

del cuadripolo. Efectyamos la construcei ! 4
" uccidn d
el orden siguiente: n del diagrama circular en

i) Eiegl:mos la escala my, Y trazamos el vector U, (fig. 13-11Y;
2) Elegimos la escala M1y trazamos los vectores |
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to 00,) e I, (segmento OK) (la construccién del diagrama circular se
efectiia para el caso en que ¢y, <0 y 5, >0);

3} Unimos los puntos O; y K obteniendo la cuerda O4K;

4) Elegimos la escala m, y llevamos sobre la cuerda O,K el seg-
mento

OlA = Eﬁ—.
My

5) Trazamos la recta del parémetro variable AN’ bajo un 4ngule
—— W == @2 — @, respecto a la cuerda O\K considerada como un seg-
mento cuyo sentido se toma de Oy a K (la construccién del diagrama
circular se da para el caso en que el 4ngulo G2 — 2 >0, ¥ por lo
tanto en la figura 13-11 se lo lleva respecto a O,K en el senfido con-
trario al movimiento de las agujas del reloj); :

6) Trazarhos la recta O,D | AN;

7} La interseccién de la perpendicular trazada por el punto medio
de la cuerda con la recta 04D, nos da el centro C del diagrama circular.
Zo
m,
y en el punto M de interseccién de la recta O,N con el diagrama circular
hallar la poesicién del-extremo del vector de la corriente, '

De lo dicho més arriba acerca del diagrama circular para un cir-
cuito ramificado (fig. 13-9) se deduce que ¢l arco O,MK, considerado
respecto al punto O, representa el diagrama circular de un dipolo -
activo proporcionalmente modificado y desplazado de un cierto angulo.
Aqui se comprende bajo el nombre de dipolo activo todo el circuito
representado en la figura 13-10 a excepcién de la impedancia Z,. Es asi
que la intensidad I, la tensién U,, las potencias S, Py y Q. se determi-
nan por los mismos segmentos de recta que sirvieron a tal fin en ei
diagrama circular del dipolo. La intensidad I; queda determinada por
el segmento O;M, la tensién O, por el segmento MK y las potencias
S2, Py y Qs por el segmento MH o bien lo que resulta mds cémodo,
por el segmento MG proporcional al anterior.

Para determinar las escalas de U, e I, Py y Q; hay que calculay
los valores de esas magnitudes para unos regimenes particulares cuales-
quiera y luego dividirlos por las longitudes de s segmentos corres-
pondientes del diagrama. Por ejemplo, calculeme %, y Us,. En el dia-
grama, a la intensidad I, y a la tensién Usy les corresponde Ia cuerda
O:K. Por consiguicnte, la escala mlz:"(i__?}f_ y la escala m ;= &QI”'( .

La potencia a la entrada del cuadripolo es proporcional a la per-
pendicular MF bajada sobre la recta OP. En efecto,

Para cualquier valor de z, se puede llevar el segmento AN —

Py = U, cos 1 =Uim; OM cos ¢, = U, MF = mp MF;

donde mp, = U.m;, es la escala de la potencia Py,
La potencia reactiva ), estari dada en la misma escala por la
longitud del segmento OF.
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Para determinar la escala mg, y las escalas Mp, = Mg, COS Qe ¥
Mg, = Mg Sen @z hay que determinar S, para un régimen particular
y dividir el valor obtenido por MG. Asi, por ejemplo, partiendo del
régimen caracterizado por el punto M, obtenemos:

Sg __" UgIg . n{Kng' (j]ﬂi?'nl2

TSTMECT MG T MG '

CaritvLo XIV

CIRCUITOS TRIFASICOS

14-1. Nociones sobre las fuentes de alimentacién polifasicas y sobre
los circuitos polifasicos. .

En la figura 14-1 se representa esquemdticamente vm generador
de corriente alterna con tres arrollamientos en el estator, :
Los conductores de cada arrollamiento est4n colocados en las ranu-
ras del estator y conectados en serie alternativamente en las caras ante-
rior y posterior, del estator (estas conexiones se muestran con lineas
llenas y de puntos respectivamente), ' : : :

Fic. 14-1

Las f.e.m. inducidas en los arrollamientos alcanzan valores méximos
cuando los ejes de los polos del rotor cortan a los conductores del estator.
Para los distintos arrollamientos esto se produce en momentos diferen-
tes, de alli que las f.e.m. inducidas no estén en fase, o

Los generadores que poseen varios devanados en Jos que se indn-

ceen fé“idé tgual-frecuencia, defasaday 1uma ¥espects . la atra, se
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llaman generadores polifdsicos. Correspondientemente, las fuentes de

alimentacién ~( generadores, transformadores, etc.) que tienen varios
bornes (polos) entre los que se originan tensiones, de igual frecuen-
cia, defasadas una respecto a la otra se llaman fuentes polifdsicas

de alimentacion. El conjunto de los circuitos eléotricos con fuentes

polifisicas de alimentacién constituye un sistema polifdsico. Sus distin-
-tas partés se Ilaman’ fases; Asi por ejemplo, a 16§ distmtos arrollanon-
tos del generador (fig. 14-1) los llaman arrollamientos de fase 0, para
mayor brevedad, fases del generador. De modo que ¢! término “fase”
§e usa como concepto que caracteriza la etapa de un proceso periddico
y como denominacién de una parte componente de un sistema polifé-
sico de circuitos eléctricos. :

Segin el niimero de fases, las fuentes de alimentacién y los siste-
mas de circuitos pueden ser bi, tri, tetrafésicos, ete, Asi, el generador
con tres devanados (fig.14-1) es trifssico y los circuitos de corriente
alterna estudiados en los capitulos precedentes pueden Namarse mo-
nofasicos °. :

En las instalaciones que transforman la corriente alterna en corriente
continua suelen presentarse circuitos hexafasicos ¥ con menos frecuencia
los dodecafdsicos. En la automitica y en la telemecénica hallan apli-
cacibn los circuitos bifésicos. Los otros tipos posibles de circuitos poli-
fasicos no se han difundido.

Los extremos de los arrollamientos de los generadores se denominan
“principio” y “fin” de acuerdo a la siguwiente condicién: para sentidos
positivos iguales de las f.e.m. en todos los arrollamientos (desde el prin-
cipio hasta el fin o viceversa) esas f.e.m. deben estar defasadas simé-
tricamente una con respecto a la otra. Constituyen una excepcién en ese
sentido los generadores bifdsicos (ver mis adelante). Aclararemos Jo
dicho con el ejemplo de un generador trifsico.

Demostraremos que las marcas en los extremos de los devanados
de fase, en la figura 14-1, satisfacen a la condicién establecida, es

® Los sistemas polifésicos y los generadores polifisicos fueron aplicados por
primera vez en la prictica por P. N. Iiblochkoy para la alimentacién de las bujias
eléctricas ideadas por é. En las instalaciones creadas por ¢, los devanados de los
generadores polifisicos estaban unidos con lineas desconectadas enire si eléetrica-
mente y que alimentaban a grupos separados de bujias. Este sistema constituido
por circuitos cléctricamente separados, puede considerarse como formado por varios
cireuitos monofasices. ‘En la actualidad, eri virtud'de sus ventajas fundamentales se
utilizan sistemas polifisicos de eircuitos conectados eléctricamente entre si. Los
métodos de conexidn o de enlace de los circuitos se estudian més abajo {14.2).
E] sistema polifisico representa en esencia un. circuito ramificado compuesto, razén
por la cual se le suele Hamar simplemente circuito polifdsics. En la electroener-
gética, en virtud de su mayor economia y perfeccionamiento téenico, se cmplean
casi exclusivamente los circuitos trifisicos. Todes los eslabones del circuito trifa-
sico, empezando por el generador y terminando por el motor, fueron ideados y ela-
borados por el ingeniero y hombre de ciencia ruso M. Q. Dolivo-Dobrovolsky.
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decir que las f.em. en las fases A, B y C estin desplazadas una res-
pecto a la otra simétricamente en % de periodo. Elijamos los sentidos
positivos para las f.e.m. en todos los devanados de tal modo que se
dirijan desde el principio hacia el fir. En el momento que corresponde
a la posicién del rotor indicada en la figura 14-1; la f.em. en el deva-
nado A es méaxima y tiene el sentido que se ha tomado como positivo,
es decir, que en ese momento la f.em. en el devanado A pasa por un
méximo positive. El maximo positive de Ia f.em. en el devanado B se
producira més tarde cuando el rotor haya girado 1/, de una revolucién
y el eje del polo sur §’ seccione al conductor b de la fase B. Dado que
una revolucion del rotor de un generador hexapolar corresponde a tres
periodos de la f.e.m,, en cualquiera de los devanades, 1/, de revolucién.

Frg, 14-2

[y

del rotor corresponderd a % de periodo ¥ por consiguiente, Iz f.em.
en el devanado B retrasa en fase respecto a la f.e.m. en el devanado A,
de % de periode. Razonando andlogamente se puede comprobar que
la f.e.m. en el'devanado C retrasa de % de periodo respecto 2 la f.em.
en el devanado B. : :

En la figura 14-2 se muestran el diagrama vectorial y el grafico
de los valores instantineos de las f.e.m. del generador trifsico.

E!l orden en el cual las f.em. en los devanados del generador pasan

por valores iguales, por ejemplo, por los méximos positivos, se llama -

_Sécuencia de fages u orden de alternacion de las fases. En la figura 14-1,

4
é Z
7
& e
o ) .Y
Fra, 14-3

para el sentido de rotacién indicado del rotor, tenemos la secuencia de
tases ABCABC, etc. Si se invierte el sentido de rotacién del rotor se
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invertird también la secuencia de fases. En los generadores, los rotores

siempre giran en el mismo sentido, razén por la cual Ta $ecuéncia de
fases nunca varia y-puede “ser establevida” y ‘sefialada_para siempre.
,Su sefialacién se vincula con la denominacién de Ias fases que ests dada
por las primeras letras del alfabeto de tal modo que I secuencia de las
fases corresponda al orden alfabético, .

. Ei conjunto de las f.em. en los devanados del generador trifdsico se
Hama sistema tiifdsico de f.e.m. Los conjuntos de las f.e.m. {tensiones,
corrientes) en los circujtos polifasicos se llaman sistemas polifdsicos de
f-e.m. (tensiones, corrientes). Estos sistemas se [laman simétricos si_
todas las f.em. (tensiones, corrientes) son iguales en magnitud.y si cada_
f.eam. (tensidn, corriente) se retrasa de un mismo dngulo de fase res-
pecto a la fem. (tensidn, corriente) precedente, angulo igual a %—?—
siendo m el mimero de fases. L

En la figura 14-3, 4 se da a titulo de ejemplo el diagrama vectorial
de un sistema simétrico de f.e.m, de un generador hexafasico. _

Los generadores bif4sicos se fabrican de tal modo que la fem.
en uno de los devanados esté desplazada respecto a la f.e.m. del otro
devanado, de % de periodo. En la figura 14-3,b se puede ver el dia-
grama vectorial del sistema de f.em. de un generador bifdsico; es un
sistema asimétrico. ' '

- 34-2. Conexién en estrella y en poligono.

" “.Existen dos maneras fundamentales de unir los devanados de los
generadores, transformadores y receptores en los circuitos polifasicos:
da conBxion en estrella y la conexién poligonal. Una conexién de un

. .generador y de un receptor en esirella se muestra en la figura 144 y
e UBA c_q'ne'ﬁién en tridngulo en Ia figura 14-5.
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Para realizar una conexién en estrella, todos los “principios” o todos

e errrine

los “finales” de los*devanados™ del"Eefierador se retmen en un punto

“comin. Lo§ puiites cemunes de los devanados “delgetrerator-yde 1as
ramas de la estrella del receptor (carga), se llaman puntos neutros y
el conductor que los une, conductor neutro. Los que unen los deva-

nados-del generador con el r&Eptor 5on 103 contiictores de-linea.—
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En la conexién en poligono, los arrollamientos de fase del gene-
rador se conectan en serie de modo tzl due el “principio” de un arrolla-
miento se ungton el “final” de otro. Los puntos comuncs de cada par

“de arrollamién{os "dé Tasé del gefierador y los puntos comunes de cada

 Fic. 14-5

par de ramas del receptor, se unen con los conductores de linea. A pri-
mera vista puede parecer qué’ld conexién en poligono {Hisngulo) de
los devanados del generador equivale a un cortocireuito, eomo serfa
el caso en una conexién similar de elementos galvénicos. En la reali-
dad, con un sistema simétrico de f.e.m., la suma de las f.e.m. que actian
en el poligono {iridngule) en todo momento es igual a cero. Es facil
comprobarlo examinando el diagrama vectorial y las curvas de valores
instantineos de las f.em. para el generador trifésico (fig. 14-2).
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Fis. 14-6 _
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Observemos que los esquemas de las figuras 14-4 y 14-5 puedeiteesse
considerarse como resultantes de los circuitos monofisicos indepen-
dientes de la figura 146, cuyos conductores contiguos se hubieran
unificado. ' _ :

" Los esquemas de conexién de los devanados en lIas fuentes de ali-
mentacién y en los receptores no dependen uno del otro. En un mismo
circuito puede haber fuentes de alimentacién y receptores (carga) con
distintos esquemas de conexiones. Las ramas de la estrella o del poli-
gono del receptor se llaman fases de receptor, v sus impedancias, impe-
dancias de fase. Las fuerzas electromotrices, inducidas en los devanados
del generador o del transformador, las tensiones en sus bornes, las ten-
siones en las fases del receptor y las corrientes en las mismas se llaman
f.e.m., tensiones y corrientes de fase (E,;, U,, 1 /). Las tensiones entre
los conductores de linea y las corrientes en los mismos se llaman fensio-



324 - PRINCIPIOS DE ELECTROTECNIA

nes y corrientes de linea (U, I;}. Cuando las fases se conectan en es-
trella las corrientes de linea son iguales a las de fase, I, — I s Conec-
tando lag fases en poligono, la tensién de linea entre los conductores
conectados a una misma fase de Ja carga o de la fuénte de alimentacién,
es igual a la tensién de fase correspondiente, U, = U, '

" "Los sentidos Ppositivos de las corrientes en todos los conductores
de linea los elegiremos siempre desde la fuente de alimentacién hacia
el receptor; y en el neutro, desde el punto neutro del receptor hacia el
punte neutro de la fuente de alimentacion. Los sentidos positivos de
las fem. y de las corrientes en las ramas del tridngulo de la fuente
de alimentacién los tomaremos en el sentido ACBA, y los de las tensio-
nes y corrientes en las ramas del tridngulo del receptor en el sentido

s ABCA, como se ve en I3 figura 14-5, :
p X El circuito polifsico y €l receptor polifisico son simétricos si las
: / i | i impedancias complejas de todas sus fases son iguales. En caso contrario

{se llaman asimétricos. _
( * 8i a un circuito trifdsico 3imétrico se le aplica un sistema simétrico

hi
[ wf' ¥ simétrico de un circuito polifésico es aquel para el cual los sistemas

14.3. Régimen simétrico de un circuito trifasico,

. En la figura 14-7 se dan Jos diagramas topograficos y vectorial de
cordentes para un régimen simétrico del circuito de la figura 14-4 y
para una carga de caricter inductivo 0).

En el conductor neutro no hajCorriente:

I-N:I.A +i3+f():0.
e 2lli que para un receptor simétrics i S milice conductor_neutro,
Las tensiones de Yiriea de inidas como diferencias de tensiones de fase,

0‘13 = UA - UB_: [}BC_: UB "”*Uca U'C‘A == Uc'*"‘ gfw (14‘1)

son igual:é"s.w entre sf en ma-gnitud.
Del trisngulo equilitero AOB tenemos:

UA_B = 2U44 CUS,& OA_.BZ 2_U,4..COS 300,

o también
U =+/3U, (14-2)
;; En la figura 14-8 se dan los dfégramas vectoriales de las tensiones
y de las corrientes Dara un régimen simétrico correspondiente al esque-
:’ ma de la figura 14-5 y para_@ 2.0:~Las corrientes de linea que se defi-

I.A ?—'i.-:_n—fm, fa': f}w'—_—i_@, fc_"—:fm.“"fﬂc, (14-3)'
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son iguales entre si en magnitud, siendo

\ ChEVEL (144

. La potencié actlva del"reé‘epfbi‘"'tfffgsi'éé .-.sirnétrico es . .
T .. P =3U, cos . (14-5)

Fiu, 14-7 .. Frc. 14-8

Tomando en cuenta que al conectar las ramas del receptor en es-
trella, sers U, = U eI, = I, v al conectar en tridngulo las ramas del

V3

1 o .
receptor sera U= U, e I; = 7;_‘_— tendremaos, __IEdependlentemente de

la, forma de fa conexidn:
P = \/gU;I; cOs Q. (14-6)
Debe recordarse que én dicha expresion, ¢ es la diferencia de fases -
entre la tensién y la corriente de fase.
Andlogamente para las potencias reactiva y aparente del receptor
trifdsico simétrico tendremos: . :
Q=30 sengp = \/§U;{! sen g, (14-7)

§=3Ud, =+/3U1,, (14-8)

Determinaremos la suma de las potencias instantineas del receptor tri-_
fasico para un régimen simétrico, Los valores instantaneos de las ten-
siones e intensidades de fase pueden anotarse de la siguiente manera:

T U;\/E.’._sen wt; iy =In/Zsen {wt—g);
= , ; 2
T Uf\/zsen (wt——%‘-n)._ . 1321,\/_2 sen (mt-——i:rr—(p)

e = Usn/2sen (mtf-%—::) ic =1I;\/2sen (wt-l- —:-32—1'&——-@)

Escribamos las expresiones para los valores instantineos de las po-
tencias en cada fase del receptor:

P = Uiy —= UfIchqu—UfIf cas (%t——t‘p),
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Ps = ugip = U;I; cos p — U, cos (%tv—%n —_ q:)

Po = tigio = Ul; cos ¢ — U, cos (2wt.—§~ %n—w q:)

Si se suman los valores instantineos de las potencias de las distintas
fases, los segundos sumandos en la suma dardn cero y la potencia ins-
tantinea suma:
P=pPs+Ps+pe=3Usd;cosp=P

no dependera del tiempo y serd igual a la potencia activa.

Los circuitos polifasicos, en los cuales el valor instantineo de la
potencia es constante se llaman equilibrados. :

Debemos sefialar que en el circuito bifisico simétrico (fig 14-9)
con un sistema asimétrico de f.em. en la fuente de‘alimentacién (fig.

14-3,b), el sistema de corrientes es igualmente asimétrico; sin embargo,
el circuito resulta equilibrado dado que la suma de los valores instan- )
taneos de las potencias en las fases es constante. Esto se puede demos-

trar igual que se demostr$ el equilibrio del circuito trif4sico simétrico.

I

£ 2
] 510
i Rl T
]lf

Fig, 14-9

La constancia del valor instantineo de la potencia crea condiciones
favorables para el funcionamiento de los generadores y de los moto-
res desde el punto de vista mecdnico, puesto que no existen las pul-
saciones del momento de giro que se observan -en los generadores y
motores monofisicos.

Los regimenes simétricos de los circuitos trifdsicos ofrecen induda-
bles ventajas econdémicas en comparacion con los sitemas de tres fases
independientes. Estos tienen seis conductores con intensidad I r=1; El
circuito trifdsico, sin neutro, que alimenta los mismos receptores conec-
tados en estrella, posee tres conductores con las mismas intensidades
I;=1; y tensiones de linea /3 veces mayores que las tensiones de
linea en un sistema de tres circuitos independientes para el cual
U:=U,. Si los receptores estdn conectados en tridngulo, resulta tam-
bién un nimero de conductores dos veces menor que en el otro sistema,
siendo al mismo tiempo las intensidades en los conductores de linea
/3 veces (y no 2) ‘mayores que las intensidades de fase.
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14-4. Algunas probiedades de los circuitos trifasicos con distintos
esquemas de conexiones.

En los circuitos trifisicos que alimentan a los receptores monof-
sicos (aparatos de soldadura eléctrica, motores monofasicos, lmparas
eléctricas y distintos artefactos de la vida cotidiana), se exige que al
variar el nmimero de los receptores, la tensidn en sus bornes no varie
en lo posible.

Esa condicién se cumple tanto en la conexién de los receptores en
estrella con un conductor neutro, como en su conexién en tridngulo,
En la figura 14-10 se dan, a titulo de ejemplo, los esquemas corres-
pondientes de conexién de unas lamparas eléctricas. Si se admite que
las tensiones et los bornes de la fuente de alimentacién (A, B, C y O)
se mantienen invariables y si se desprecia la caida de tensidn en los
conductores, entonces las tensiones en las lamparas en ambos esquemas
serdn iguales a las tensiones en los bornes de la fuente de alimen-
tacién y no varfarin, cualquiera sea el nimero y la potencia de las
lamparas conectadas en cada grupo. Si se suprime el conductor neutro
en el esquema de la figura 14-10,a, entonces entre el punto neutro O,
de los receptores y el punto neutro O de la fuente de alimentacién

=]
h
-

-
|
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|

Fic. 14-10

aparecerd una tensién. Las tensiones de fase en las l4mparas depende-
rdn de las relaciones entre sus resistencias en los tres grupos y variardn
al modificarse el nimero de lémparas conectadas en cualquiera de los
grupos. Por tal motivo no se conectan en estrella grupos de lamparas
cuando no hay conductor neutro. Habiendo neutro, y si se quema un
fusible en uno de los conductores de la linea principal, digamos en el A
(fig. 14-10,a), sélo se apagan las limparas conectadas con ese con-
ductor; las restantes mantienen su incandescencia normal. En este
™ismo caso en una conexidn en tridngulo (fig. 14-10, k), se mantiene



El 'tfircuito trifisico con conductor neutro preseﬁta la ventaja de
poder alimentar receptores que han sido caldulados para distintas ten-
siones. A los receptores de ese tipo de circuito se leg puede aplicar
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En un régimen simétrico no habré corriente en el conductor neutro;
de alli que no se modifique el régimen del circuito al intercalar el
neutro en el esquema.

A I 3 &
e
& 4
E—:}—_
199 0
Fua. 14-12

.

Eliminemos luego en el esquema dos fases, por efemplo la B y la C.

Esto no modificari el régimen de la fase A y las corrientes en ella po-

drdn calcularse ficilmente segiin el esquema monofisico obtenido (fig,
14-13). Las corrientes en las fases B y C tienen los mismos valores que
en la fase A. En las ramas del triangulo 4 son /3 veces menores

{ 7]
4 36 {
- O
Fig 14-13 .

que en los elementos 3 (en cada uno de los elementos de cualquiera
de los grupos, la corriente esti defasada respecto a las corrientes en
los otros elementos del mismo grupo, de angulos iguales a =+ 1207°),

14-8. Calculo de los regimenes asimétricos en los circuitos trifisicos
. con carga estatica,

El célculo de los regimenes simétricos, cuando los: receptores son
motores trifésicos (carga dindmica) no presenta dificultades. E! motor
puede reemplazarse por una carga estitica (inmévil) equivalente, que
conste de tres impedancias iguales conectadas en estrella o en trisgngulo.
Habiendo una tensién asimétrica en los bornes del motor, las corrientes

- no pueden calcularse con un esquema formado por tres impedancias

iguales. Andloga es la situacién con el cileulo de las caidas de tensidn
en el generador. Para un régimen simétrico, las caidas de tensién en
las fases del generador son simétricas y pueden calcularse comio ten-
siones en tres impedancias iguales. Con un régimen asimétrico no se
puede utilizar este procedimiento. Actualmente, para caleular regime-
nes asimétricos en circuitos trifdsicos con motores trifdsicos, se aplica,
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casi con exclusividad, un método especial de cleulo, el de las compo-
nentes simétricas que se estudia en el capitulo préximo.

Aqui nos Hmitaremos a examinar los regimenes simétricos de los
circuitos en las dos condiciones siguientes:

1} cuando sélo existe una carga estatica;

2) cuando las caidas de tensién en los generadores no se toman
en cuenta. .

Con las dos limitaciones indicadas, los célculos del régimen asimé-
trico de los circuitos trifasices no contienen nada nuevo en principio
y pueden ser efectuados por cualquiera de los métodos vistos en los
capitulos precedentes. Ilustraremos lo dicho con una serie de ejemplos.

Sean dadas las tensiones de fase asimétricas U7,, Uy y U, en los bor-
nes de un receptor asimétrico (fig. 14-14), Determinemos las corrientes.

Las tensiones dadas siempre se pueden atribuir a unas fuentes de
tension (indicadas con lineas de puntos) cuyas f.em. sean E, = U,,

.

Ep= 03 YE_G = Ug.

AL b —ly

F1g, 14-14

El esquema tiene dos nudl)s, de modo que el método de’ cileulo
més sencillo serd el de los potenciales de nudos. -

Designemos con U, o == U/, Ia tensién entre los puntos neutros del

receptor vy de la fuefits a5 Aliméntacion, entonces

Uy — YaUs + YoUp + YoUs
Yi+Ys+ Yo+ Yy
donde Y,, Y5, Y, Yy son las admitancias de las ramas:
- I.A :YA(I-"FA"_U_’\’}:
Ip=Yu(Up—Uy),
Io=Y( Ug—Us), {14.10)
o v=YyUs =l + iy + I,

En un caso limite en que Zy =0 6 Yy = o, tendremos Ur=0y
por consiguiente, las tensioneS”en las fases del receptor serdn iguales
a las tensiones de fase de la fuente de alimentacién, En esas condi-

{14-9)

VAN
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clones, la corriente en cada fase puede calcularse por la ley de Ohm
independientemente de las corrientes en las fases restantes.
No existiendo conductor neutro, el cdlculo se puede efectuar en

el mismo orden, Variard sobimente la expre<ién de la tensién Uy, por .

cuanto Y, = 0: _ _
U — Y Us+ YsUs+ YeUo
T T, Y+ ..Yg.

- Sin embargo, al no existic neutro, suelen estar dadas las tensiones
de linga, v no las de fase, en los bornes del circuito.

.o (14-11)

Fr6. 14-15

En tales condiciones, pueden tomarse arbitrariamente las f.e.m. de

las tres fuentes de tension introducidas (fig. 14-15) con tal de que sus

diferencias sean iguales a las tensiones de linea dadas. Se puede, por

ejemplo, igualar a cero la f.e.m. de la fase A; y las f.e.m, de las fuentes
restantes, igualar a lastensiones de liniéa dadas: - . -

EA = 0. _ EB : Ulr;;_‘l:'\ Ec.: [}U{ .

Entonces la tension Uy entre los puntos neutr 01.62. QO del esque-

ma es 1gual en magnitud 'y de signo contrario a Ja_tensién desconocida

Uo, en la fase del receptor. - . )

T o e _ YsEp4YoEs _ YaU,s+ YoUae 14-15

Uao, -“"’q%’. o Y b Ye - Ye Y, +¥+ Y (1 )

PN A

Supuesto que en las fuentes de tensién (fig. 14-15) son Ey = Uls,
Eg=0y E¢=Ugp, tendremos:

v YUpe+YiUspa -
Mo Y F Y (14-13)
Anédlogamente encontraremos: —
¥ _ YAUUA + YBUCB -
Voo = Y IV, 3 Ye (1414)

Una vez determinadas por las férmulas (14-12)-(14-14), dos ten-
siones de fase cualesquiera del receptor, se pueden encontrar las co-
rrientes en esas dos fases aplicando la ley de Ohm. La corriente en
la tercera fase estard dada por la ecuacién
J__f-a_\-l- fp 4 fc =0.

SR

R I SRR
: IS
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Las tensiones de fase del tor.se_determinan en el diagrama topo-
“gréfico por Ta Posicion del punto neutro de receptor.
Es particularmente facil hallar su posicién cuando el receptor es
_simétgico ¥, = Yo Yo T :
En esas condiciones el vector de tensidn

. . o B .
U U, — '—_YBUAB_YCUAG _ Upy + Vea
AT TN A0 T e Yok Yot Yo 3
es igual a un tercio de la diagonal del paralelogramo (fig. 14-16).
De aqui se deduce que el punto neutro en el diagrama topogrifico
corresponde al centro de gravedad del tridngulo de las tensiones de
linca. -
Examinemos un esquema simple con un receptor asimétrico conec-
tado en estrella (fig. 14-17). Si se conocen las tensiones de linea entre

_+"xlos bornes Ay, By, G, a los que. estin conectadas las impedancias del

.. tegeptor, el problema de determinar las corrientes resulta elemental.

La>corriente en cada rama del tridngulo se halla por la ley de Ohm y

. luego se determinan las courientes en los conductores de la linea de
" alimentacién, ' }

. _Sin embargo, comiinmente se conocen las tensiones en los bornes

"4A, B, C de la fuente de alimentacién y no en los del receptor, con'lo

[

\\\

.' .
Fic. 14-16 ) ¥rg, 14-17

cual el cileulo algo se complica. Lo miés sencillo es entonces reem-
plazar el tridngulo por una estrella equivalente; el esquema adquiere
la forma de la figura 14-15 y las corrientes se caleulan como ya se indicd.
Halladas las corrientes se determinan las tensiones en los bornes del
tridngulo del esquema inicial (fig. 14-17) y luego se calculan las co-
rrientes en sus ramas. :
Conviene recurrir 2 la transformacién de esquemas también cuando
se trata de varios receptores con distintos esquemas de conexi6n, Asi,
por ejemplo, en €', circuito representado en la figura 14-18, debe trans-

:-—I_L__)-—— :
&3 j% h
£o—{1}

Fie, 14-18 . Fig. 14-19
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florﬁahrs.'é la estrella 2 en un tridngulo equivalente cuyas ramas estén en

- paralelo con las del tridngulo 3. Sustituyendo cada par de ramas en para-

lelo por una sola, se obtiene el esquema visto anteriormente (fig. 14-17).

Cuando entre: los elementos del circnito hay inductancia mutua,
el cilculo se puede efectuar estableciendo las ecuaciones de Kirchhoff
para las corrientes en las ramas o para las corrientes de rpalla. '

En algunos casos suele convenir eliminar los acoplamientos induc-
tivos, pasando a. esquemas equivalentes (ver 12-8). '

Veamos ahora un ejemplo en el que se aplica el teorema del dipolo
activo con la construccién del diagrama circular. Examinemos cémo
varian las tensiones de fase en el circuito (fig. 14-19) si las tensiones
de linea son constantes y simétricas, ry =1, =r = const y la reactancia
capacitiva x¢ en la fase A varia de 0 hasta . Consideremos todo el
circuito trifasico, respecto a los bornes de la rama con reactancia va-

.. . : \({3 . |
riable x¢, como un dipole activo. Al determinar la impedancia daf‘f'i’ﬂ%‘,
entrada del dipolo, Z,,, los bornes A, B, C, deben considerarse en cor- =~
tocircuito (fig. 14-20), ya que la tensién constante en ellos corresponde
& una resistencia interna nula de la fuente de alimentacién. Evidente-

r
2 .
activo la determinaremos del diagrama topografico. Cuando x¢ = eo,
la tensién Upg se distribuye uniformemente entre las resistencias YiV Tg,
y el punto Oy del diagrama topografico (fig. 14-21) se halla en el punto

mente Z,, == ——. La tensién Udol. en vacio en Jos bornes dél dipolo

medio del segmento BC, de tal modo que para o = o0, [:’Ao‘ = U,p. El
esquema de céleulo con el dipolo activo esti representado en la fi-
gura 14-22.

Del esquema se ve que la tensién Us,»-adelanta en fase respecto
a Ia tensién L."Ao, del angulo -2£ La suma U’Aol + Uo,n es constante
e igual a Uy,
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Por consiguiente, al variar x, el vértice del trisngulo AO,D se
desplaza sobre el arco de circunferencia que es precisamente el diagrama
circular del potencial del punto O;. A fin de poder hallar Ia posicidn
del punto O, para cualquier valor de x, hay que determinar grifica-
mente los angulos ¢ entre la tensién U,, v la corriente en el esquema
(fig. 14-22). "A tal efecto llevemos en escalz, desde el punto D, el
valor r/2 (segmento DF), y sobre la FN’ perpendicular a DF , llevemos
en la misma escala la reactancia variable %, {segmento FN) y unamos
el punto N con el punto D. '

.Las tensiones U,.:ro1 ¥ Uco, en las resistencias iguales en magnitud
g =7¢, en las fases B y C, resultan desiguales. Si Ias resistencias son
lamparas, la de la fase B tendrd mas brillo que la de la fase C, Se
puede utilizar como indicador de secuencia de fases dos lamparas y un
condensador conectados segiin el esquema de la figura 14-23, a.

4 a

2
" .
Fig. 14-23

La tensién en la lampara que tiene mds brillo adelanta en fase
a la tensién que hay en la l4mpara de brillo menor. En lugar de un
condensador se puede conectar una hobina ( tig. 14-23,b). La incan-
descencia de las lamparas también sera desigual. Pero, esta vez tendrd
mas brillo la ldmpara cuya tensién retrasa en fase respecto a la tensién
de la otra. Esto se puede demostrar, sustituyendo en el esquema de la
figura 14-19 la capacidad variable por una inductancia variable. En
este caso, el lugar- geométrico del potencial del punto O, serd el arco
de circunferencia sefialado con linea de puntos en la figura 14-21,

Si en la fase A; en lugar de una reactancia hay una resistencia

activa que varia desde 0 hasta o0, la tensidn {7 a0, en el esquema de la

figura 14-22 estard en fase con la tension U, y el lugar geométrico
del potencial del punto° O, sers Ia recta AD. . :

14-7. Esquemas equivalentes de las lineas trifdsicas.

Fara simplificar el problema de los esquemas equivalentes de una
linea, examinemos separadamente lps distintos aspectos del proceso elec-
tromagnético. Consideremos primero el campo magnético, y no tome-

'Mos en cuenta mni el campo eléetrico ni la transformacién de la energia .
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i
éleéi:romagnéﬁca en calor (supongamos las resistencias de los conduc-
tores de la linea iguales a cero). L

En la figura 14-24 se muestra una linea trifasica con su extremo
en cortocircuito, Tres conductores de linea forman con el neutro tres
lazos cuyos planos se han sefialado con rayados distintos.

Las tensiones y las cosrientes de fase estan ligadas por las siguien-
tes ecuaciones: ] . )
. Uy= waAIA + fmb-{AHIB'+ fﬁ)MACIc;
0'3 = fwMMf,,. + ](.I)Lgfg + f(ﬂMBcfg; (14"15)
Ue = joMpaly + joMoaly + joLelo,

donde L v M con sus distintos subindices son las inductancias propias
y mutuas de los lazos examinados. ‘ )

De estas ecuaciones se ve que el campo magnético de la linea puede
ser tomado en cuenta en un esquema equivalente tal como el de Ia
figura 14-25, 5

Examinemos ahora una linea sin neutro, Supongamos que taml’jlen
esté en cortocircuito en el exirerno. Completemos idealmente esa l}nea
pot un neutro, considerando que por €l se cierran las corrientes de linea
cuya suma es igual a cero, _

a En este ea%g también se puede, examinando la figura 14-24, obte-
ner las ecuaciones (14-15) y el mismo esquema equivalente (fig. 14.-25),
pero sin’ conductor neutro {dado que Iy=0). -

Escribamos las ecuaciones para las tensiones de linea, tomando l_as
diferencias de las tensiones de fase, determinadas por las ecuacio-
nes {(14-15):

Usn = jo( L * Mya)La + jo(Maa— Lo)ln 4 joo{ Mac — Mpo)e;
Use = jo{ Mpy— Mca Y4 +jo(Ls— Mes)is + jo(Mpc-— L) es
Upu= jo(Mea _LA)I.A +fm(MCB-“MAR}fB + f‘ﬂ(Lc—M_M.!)fc-

' ' {14-16)

A primera vista puéde parecer contradictorio, puesto que las ten-
siones de linea, a Ia entrada de la linea, resultan vinculadas con las
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inductancias propias y mutuas de los lazos, cuyos valores dependen de

la posicion del conductor neutro elegida arbitrariamente. En realidad
no hay 1al contradiccién, Sustituyamos f, = — | a— Iz en la ecuacién
dada para U, y obtendremos:

Usp = jo(Ly — Mpy — Moo+ Myc ), +

+ jo{Mapg— Ly —Mae 4+ Mpe ),

Aplicando las férmulas de las inductancias propias y mutuas de Jas
lineas bifilares (III parte del curso), se puede demostrar que las expre-
siones enire paréntesis no dependen de la posicién del neutro.

Fie. 14-25

De modo que la posicién arbitraria del conductor neutro no
ejerce influencia en la expresién U,;. Andloga deduccién se puede
hacer en lo que se refiere a las tensiones Uy, y Uga.

Interesa destacar que si se aumentan o se disminuyen todas las
inductancias propias y muteas en una misma magnitud arbitraria, ello
no ejercera ninguna influencia en el vinculo entre las tensiones y las
corrientes de linea, puesto que aquellas entran en todos los términos
de las ecuaciones (14-16) en forma de diferencias.

Observemos también que el conductor neutro introducido puede
hacerse coincidir con uno de los conductores de linea, por ejemplo en
la fase C. Entonces sélo resultan dos lazos, formados por los conduc-
tores A y B con el conductor C y en el esquema equivalente solo
habrd dos elementos L, y Ljs que tengan la inductancia mutua M,
(Lo == MB:::MM:O)- '

Para una linea con neutro se puede confeccionar méas de un esque-
ma equivalente (fig. 14-25). Se puede elegir el sentido positivo de la
corriente Iy en el neuiro, igual a los sentidos positivos de las corrien-
tes en los conductores de linea y considerar que las corrientes I,, I
I. ey cuya suma es igual a cero, se cierran en un quinto conductor
dispuesto arbitrariamente.

Se obtendrdn cuatro lazos.y el esquema equivalente de la linea
tendré cuatro inductancias propias y cuatro mutuas.

En vista de que para considerar el campo magnético de la linea
existen cantidad de esquemas equivalentes y en los distintos esquemas
se obtienen diferencias de potenciales ¢, — g, Pz — Ppe, Po— o dis-
tintas, se puede plantear el problema de los valores reales de las ten-
siones entre los extremos de los conductores A v A, B yB,CycC.

;
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Es oportuno recordar que la tensién entre puntos cualesquiera
depende no sélo de la posicién de esos puntos sino también del tra-
yecto a lo largo del cual se determina (subcap. 8-1). Para distintas
posiciones de los conductores del voltimetro V. conectados a los extre-
mos del conductor A-de la lnea (con lineas de puntos en la fig. 14-94),
las indicaciones del voltimetro no serin iguales puesto que son distintas
las f.e.m. inducidas por el campo magnético variable en el circuito del
voltimetro. No se puede pues plantear el problema de una tensién
determinada entre los extremos de un conductor de la linea sin estipular
el trayecto a lo largo del cual dicha tensidn se determina. En los
esquemas equivalentes de la linea no se puede tomar en cuenta ésa
circunstancia dado que como todo esquema, estos son “potenciales” (ver
subcap.8-1), Para cada uno de ellos la tensién entre puntos cuales-

- quiera se determina en forma uniforme, como una diferencia de poten-
- ciales de dichos puntos. Sin embargo, en la practica el problema de Ia

tension entre los extremos de un mismo conductor no ofrece interés.
En cambio, ofrece interés prictico la tension entre los distintos conduc-
tores de la linea en cualquier seccién, por ejemplo, la tensién medida
por el voltimetro V,. La longitud de los conductores por medio de
los cuales se conecta el voltfmetro V> a la linea, es mucho menor- que
la de los conductores necesarios para la conexién del V,. En el presente
caso (para una frecuencia en la linea f = 50 ¢/ s) las variaciones ' de la
f.em. inducida en el circuito del voltimetro, para las posibles variacio-
nes de posicidn de sus conductores, son pequenas y no repercuten en
las indicaciones del voltimetro, vy Ia tension medida puede considerarse
como la diferencia de potenciales g, — ¢, entre los puntos A y B de los
esquemas equivalentes,

Las lineas de alta tensién no tienen conductor neutro. Para gue
constituyan elementos simétricos de un circuito trifsico ¥ no originen
asimetria en el régimen, se las ejecuta con transposicidn (rotacién)

v 4 ;;?

N .
——!——.ﬁ-’.i’ —'-L'—c’/-* ”"“]

Fic, 14-26

L% 9

rlll‘l
=
b

de los conductores (fig. 14-26). Toda la longitud de la linea se divide
en cierto nimero de partes iguales, que sea multiploe de tres. :
Cada conductor ocupa en los tres sectores las tres posiciones

distintas posibles de modo que los conductores se encuentran en con-
diciones iguales y Ly =Ly =L.=1L Y Myp=Mpe=M¢s =M. las
ecuaciones (14-15), considerando que I, 4 I, - [, = 0, toman la forma
siguiente: :

Us=jo(L—~M)I, =joLd,,

[}B .: jﬂ)L;I‘ B

[}L‘ = wa.f f L]
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donde L; = L —M se llama inductancia de fase de una linea trifdsica
simétrica, ' '

En la figura 14-27 se muestra el esquema equivalente que toma
en cuenta el campo magnético de una linea simétrica sin newutro.

En las lineas de alta frecuencia el papel de conductor ncutro Io
suele desempefiar la tierra (por ejemplo, cuando estin puestos a tierra
los puntos neutros de los transformadores conectados a Ja linea). La
corriente en la tierra se suele considerar repartida en tres conductores

!
TP 24’

i
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ir ' ;

f- Vo PP
o

Fra, 14-27 Fig. 14-20

ficticios cuyos ejes se encuentran a distancias D, de los ejes de los con-
ductores de la linea (ver fig. 14-28). Esta distancia es Hamada profun-
didad equivalente de la corriente de retorno. Depende de la frecuencia
de la corriente alterna y de la conductividad el suelo (puara una fre-
cuencia de 50 ¢/s se toma como valor medio D.=1000m). Conside-
Jando de esta manera el paso de la vorriente ey la tierra, resultan tres
lazos. De alli que para tomar en cuents en ¢l cilculo el campo mag-
nético de Ia linea, es valido el esquema cquivalente de la figura 14-25,
En dicho esquema, existiendo transposicion de conductores, ser;

Ly Ly~ L.—= L;
¥
I"JAH = A{B(; f— :Fi‘f{r({ == ,\f-,

donde L, y M; son las inductancias propias y mutuas de los lazos for-
mados por los conductorcs de Nnea ¥ por los conductores ficticios en
la tierra.

. Las'ecuaciones {14-13), toinundo en cuenta la relacicn |, + 1 +
+ 1o =1, se transforman cn lag signicntes;
Ui oLy + joM,(Fy 4 f) = juLd | + joM, (1, —1, ) ==
= jio{ L., — Af, )L + jotdd L
Us=jo(Li—M - o i
Ue==jo(Ly— M), T
De estas ecnaciones so ve que.para considerar el campo mugnético

de la Iinea simétrica considerada, es valido ¢! esquema. de Ia figura 14-29
en el 'Cl_lal L_( e lr_.a; —_— i“J;.

C. V. ZEVEEE - P. A, IONKIN ' 339

Debe destacarse que ese valor de L pricticamente no se distingue
del determinado anteriormente L; = L —M. - : ) .
Pasemos ahora a estudiar el campo eléctrico de Ia!lmea. En la
figura 14-30 se muestra la seccion transversal de una linea trifasica.
Con e! campo eléctrico de Ja linea estan vinculailas las cargas en las
superficies de los conductores de la linea y en la superficie de Ia tierra.
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Fia. 14-29 Fre, 14-30

Para su cilculo se introducen entre todos los conductores y la tierra,
capacidades parciales indicadas en la figura 14-30 con lineas de puntos
(ver 44). Las capacidades parciales dependen de las dimensiones de
los conductores, de la disposicién de unos respecto 2 los otros y res-
pecto a la tierra. Para una linea con transposicién de conductores
tenemos: :
Chi=Cn= Cas=0Cs
y
Cr.' = C23 = C31 - Cm-

De modo. que para tomar en cuenta en el cilculo el campo eléetrico,
es valido el esquema equivalente de la figura 14-31.

Transformando el tridngulo de capacidades en una estrella, obterz-
dremos el esquema representado en la figura 14-32. En aquellos regi-

os |

cﬂ_-%_ cgl_ . L&
i g

Fro. 14-31

menes en los que no pasa corriente por la terra, los potenciales de los
puntes O y O, son iguales. ' o

‘Se pueden unir los puntos Oy O, y sustituir dos estrellas de capa-
cidades por una estrella equivalente, la capacidad de cada una de cuyas
ramas Cy = Co 4 3C,, se llamara capacidad de fase de la linea. Forme-
mos ahora un esquema equivalente general que inclu'ya los campos
magnético y eléctrico y también las resistencias de la linea, ’

Para cualquier sector de la linea tan pequefio como se quiera, hay
que introducir en el esquema las capacidades parciales, las inductan-
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cias propias y mutuas y las resistencias y tomar enr cuenta también la’

.conductancia de la aislacidn.

.Cﬁ-@l. 5,'_‘”*”.35”.1[:"‘": ¢
TIT TIT

f £ P— - [

Fia. 14-32

Se obtendra asf un esquema con un humero infinito de elementos,

Los pardmetros de la linea estardn distribuidos 2 lo largo de toda su
longitud. En el capitulo I, volumen II, se estudia la linea como un
circuito con parimetros distribuidos. En los cileulos practicos, cuando
la Tongitud de una linea aérea no sabrepasa los 300km v la de un cable

' no sobrepasa los 50km, son perfectamente aplicables los esquemas
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simplificados de célculo, en los que las capacidades parciales se supo-
nen concentradas, sea en el medio de Ia linea, sea repartidas por igual en
sus extremos. Comunmente se desprecia la conductancia de la aislacién,

En la figura 14-33 se representa.un esquema equivalente completo
de una linea simétrica en la que las capacidades parciales estdn situadas
en sus extremos. Aqui r, es la resistencia activa en la tierra,
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Fra. 14-34 Fia. 14-35

En los regimenes simétricos se puede utilizar el esquema equiva-
lente para una sola fase (fig. 14-34). Si se consideran todas las ‘capa-
- cidades parciales concentradas en el medio de Ia linea se obtendra, para
el régimen simétrico, el esquema de la figura 14-35.

En las lineas aéreas con una tensién inferior a 35kV, la influencia
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de las capacidades de las lineas en el régimen del circuito es reducida
y no suele tomarse en cuenta. :

En algunos tipos de lineas de baja tensién el cdlculo puede redu-
cirse al de la resistencia activa’ de los conductores. :

14-8. Medicidn de la potencia en los circuitos trifésicos.

Veamos qué cantidad de vatimetros debe haber para que se pueda
medir la potencia activa en los circuitos trifdsicos, en cualquier régimen
asimétrico, '

En la figura 14-36 se ha representado convencionalmente por un
rectangulo, un circuito todo lo complejo que se quiera, alimentado por
una linea trifdsica con neutro. Las tensiones de fase a Ia entrada de la
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Fic. 14-38

linea siempre se pueden atribuir a tres fuentes de tensién (representa-
das con lineas de punto). De aqui se deduce que para medir Ia potencia
activa en una linea tritisica con conductor neutro, deben tenerse tres
vatimetros conectados de la manera que se indica en la figura 14-36
(los vatimetros miden las potencias activas de las fuentes de tensién ).

8i la linea no tiene conductor neutro, figura 14-37, Ias tensiones
lineales en sus bornes de entrada siempre se pueden considerar como

Fic. 14-37

obtenidas de dos fuentes de tension, conectadas como se muestra en la
figura 14-37. Por consiguiente, la potencia activa de transmisién de
la energia en una linea sin neutro puede medirse con dos vatimetros.

Conviene tener presente que pueden producirse’en el circuito regf-
menes tales en que la aguja de uno u otro vatimetro en los esquemas
de las figuras 14-36 y 14-37 se desvie en sentido inverso. Entonces
habrd que invertir la conexién de los circuitos {devanados) de la ten-
sién o de la corriente del vatimetro correspondiente. La potencia que
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se mida entonces se deber4 considerar negativa. Mas abajo se describe
w0 caso similar. o .
B T Estudiemos en qué forma varia la potencia, medida por cada uno
STl ¢ 30\5 vatimetros en el esquema de la figura 14-37, en funcién de la
» if@fencia de fases entre las tensiones y las corrientes en el caso par-
. ticnlr de un régimen simétrico. En la figura 14.38 se da el diagrama
. ~""yectorial de las corrientes y de las tensiones. Las lineas que unen el
- -centro de gravedad del tridngulo de las tensiones de linea con sus vér-
tices, pueden considerarse como las tensiones de fase de un receptor
equivalénte conectado en estrella, : .
De acuerde al esquema de conexidn de los bornes homénimos de
los vatimetros y al diagrama vectorial, podemos escribir:

P; p— Uch‘.l cos [/ UrAg, I.A = U;II COS(SOQ -'—'—Cp),

P2 = UBCIB cos / UFBC, jgz U;I; 005(300 —f—q}); .
Py + P; = Ui, 2 cos 30° cosfp: V3 UL cos .

Como se deduce de esas expresiones, las indicaciones de los vati- -

L metros s0lo deben ser iguales para @ =0. Para ¢ =60°, tenemos

P, —=0; y para ¢ = —60°, tenemos P, =0. Siendo ¢ >>60°, obte-

' ;emos P; <0 y siendo @ < —60° serd P; < 0. Para ¢ — = 90°, es
2 =8

De modo que para || > 60° Ja aguja de uno de los vatimetros
se desvia en sentido inverso, :

Para medir la potencia en un régimen simétrico es suficiente dis-
poner de un vatimetro, Si;el punto neutro del receptor es accesible,
entonces el vatimetro se conectard del mismo modo gue cualquiera de
los tres de la figura 14-36. . '

Fic, 14-38 Fic. 14-33

Si el punto neutro es inaccesible, se crea un punto neutro artificial
conectando en estrella tres resistencias iguales. Se intercala en una de
las resistencias el circuito de tensién del vatimetro (fig, 14-39), debiendo
la suma de la resistencia r; y de la del circuito de tensién del vatimetro
ser igual a las resistencias » de las otras ramas de la estrella. La poten-
cia que mide el vatimetro constituye % de la potencia total del receptor,
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En un régimen simétrico, con un solo vatimetro se puede medir
la potencia reactiva si se lo conecta segin ‘el esquema de la figura
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14-40, a. Recurriendo al diagrama vectorial de 1a figura 14-40, b, se p
de demostrar que la potencia medida por el vatimetro es ignal a:

UB(;I.A cos / [}Bc: I._i = U;I;_COS(QO"—(]J) = U;I; sen 4,

es decir, que es \/3 veces menor que la potencia reactiva del receptor.

14-9. Campo magnéti;co giratorio.

Una de las ventdjas fundamentales de las corrientes polifasicas,
es la posibilidad de obtener campos magnéticos giratorios que condi-
cionan el principio del funcionamiento de los tipos més difundidos de
motores de corriente alterna™.

Veamos con un sencillo ejemplo cémo se obHene el campo mag-
nético giratorio por medio de un sistema trifisico de corrientes. Dis-
pongamos tres bobinas iguales, I, 2 y 3, bajo un dngulo de 120° una
respecto a la otra. En la figura 14-41,, se las puede ver en seccidn
transversal. Conectemos las bobinas I, 2 y 3 a las fases A, B y C res-
pectivamente dé la fuente de alimentacién, de tal modo que para el
sentido positivo de las corrientes adoptado en la figura 14-41, las co-
rrientes sean simétricas (fig. 14-41,b). Examinemos esquematicamente

* El campo magnético giratorio fue obtenido por el fisico Galileo Ferraris
en 1884, si bien éste llegé a una conclusién errénea y- desfavorable respecto a su
aplicacion en los motores eléctricos. :

En 1887-1888 el fisico e ingeniero Nicola Tesla construy$ un motor asincrd-
nics bifisico ¥y en 1889 M. O. Dolivo-Dobrovolsky ideé y construyé un motor
asincrénico trifisico. En los afics subsiguientes Tesla realizdé trabajos para implantar
los motores, .generadores ¥ transmisiones eléctricas bifdsicas en los EE. UU.

Simultineamente M. O. Dolivo-Dobrovolsky elaboraba todos los eslabones del
sistema trifésico y lo introducia en Europa. Fué un auténtico triunfo de la corriente
trifisica la instalacién de transmisién de energia desde las cataratas de Laufen hasta
Frankfurt en, el Maine, a una distancia de 175 lom, realizada por M. Q. DBelive-
Dobrovolsky en 1891, Las ventajas de la corriente trifasica era indudable y pronto
ésta fue por todos reconocida y aplicada en todas partes. '
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los cuadros del campo magnético para distintos momentos consecutivos.
Supongamos que el primer momento corresponde a la coincidencia
- de Ia linea del tiempo con el vector I;. En ese caso i, >0, i, < 0 e
" £3°< 0. Los sentidos de las corrientes en las bobinas y el cuadro esque-

¥
"

Fiz, 14-41

mitico del campo magnético se pueden ver en la figura 14-42, ¢. Para
el instante que corresponde a la posicién de la linea del tiempo sefia-
lada con la cifra 2 serd i, > 0, i2=0 e iz < 0. Los sentidos de las
corrientes en las bobinas y el cuadro esquemdtico del campo estin
dados en la figura 1442, b. A continuacién, en las figuras 1442, cyd,

Fro, 14-42

se muestran los sentidos de las corrientes y los cuadros esquematicos
del campo para los momentos correspondientes a las posiciones de la
linea del tiempo 3 y 4. La confrontacién de los cuadros esquematicos
del campo magnético, presentados para distintos momentos consecutivos,
nos muestra graficamente la rotacién del' campo .magnético. Conti-
nuando el anilisis comprobaremos que en el transcurso de un periodo
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de la corriente alterna, el campe magnético de tales bobinas efectia
una revolucién completa. - :

El sentido de giro del campo magnético depende exclusivamente
de la secuencia de las fases de las corrientes en las bobinas. Si conser-
vamos la conexién de la bobina I con la fase A de la fuente de alimen-
tacién y conectamos la bobina 2 con la fase C v la bobina 3 con la
fase B, el sentido de rotacién del campo se invertird. Podemos verifi-
carlo construyendo los cuadros esqueméticos del campo magnétco para
momentos distintos en una forma anédloga a la indicada anteriormente,

Los campos magnéticos que se mueven en el espacio, uno de cuyos
casos particulares es el ejemplo examinado, encuentran amplia aplica-
cién en distintas ramas de la electrotecnia. Para obtener un campo mo-
vil hay que disponer como minimo de dos arrollamientos desplazados .
espacialmente, con corrientes que no estén en fase. '

14-10. Principios de funcionamiento de los motores asincrénico y sin-
' cronico. )

Coloquemos entre las bobinas fijas { fig. 14-43) en la zona del campo
magneético giratorio un cilindro metlico mévil calzado sobre el eje. Si
el campo magnético gira en el sentido del movimiento de las agujas
del reloj, entonces el cilindro girar4 en el sentido contrario respecto al

F16. 14-43

campo. Recordando esto y segin la regla de la mano derecha hallare-
mos el sentido de las corrientes inducidas- en el cilindre (indicadas en
la fig. 14-32 con cruces y puntos}. -Luego, aplicando la regla de la mano
izquierda, verificaremos que la interaccién entre estas corrientes y el
campo magnético crea fuerzas que ponen en movimiento el cilindro
en el mismo sentido en el que gira el campo magnétido, La velocidad
de rotacién del cilindro serd menor que la velocidad de rotacién del
campo magnético respecto a las bobinas, dado que para velocidades
iguales cesaria la induccién de corrientes en el cilindro, no existiendo
por consiguiente fuerzas gue originen un momento giratorio.

- La simplisima instalacién examinada aclara el principio de funcio-
namiento de los motores trifdsicos asincrénicos (asincrénico, no simul-
taneo). Con este término se destaca la diferencia entre las velocidades
del campo giratoria y del rotor que es la parte mévil de la miquiba.
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Coloql.-lemos entre las bobinas fijas (fig. 14-44) en la zona del cam-
po magnético giratorio, un electroimén calzado sobre el eje y alimen-
tado por una corriente centinua. Sobre el electroimédn actuard el mo-
‘mento de giro que en cada revolucién del campo magnético cambiard

dos’ veces su sentido. A consecuencia de la variacion periédica que
sufre el sentido del momente de giro y de la inercia del sistema mévil
eI_ electroimén permanecerd en su lugar. Sin embargo, si se lo hace
girar por medio de algin dispositivo, con una velocidad préxima a la
del‘ campo giratorio, aquél continuard girando y lo hard con la misma
velocidad del campo. '

'La ins'talacién que acabamos de examinar aclara el principio de
funcgonamlento de los motores sincronicos trifasicos, La palabra sin-
crénico se refiere a la igualdad de las velocidades del campo piratori
y del rotor. po ghatonio

- En lag mdquinas eléctricas se crea, para el campo magnético gira-
torio, un circuito magnético. El estator, la parte fija de la miquina, tiene
sz forma de un cilindro hueco armado con chapas de acero sepa)radas
aisladas.unas de la otras. El rotor o parte mévil de la maquina, en los
motores asincrt-ﬁnicos, tiene la forma de un cilindro hueco, armado gene-
ralmente también con chapas de acero; el arrollamiento esta distribuido
en ramuras sobre su superficie.

En la figura 14-45 se da en forma esquemitica la seecién trans-
versal del estator y del rotor de un motor asincrénico v se muestra la
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disposicién de los conductores de los devanados trifasicos en las ranu-
ras del estator. El devanado del rotor no se ve. Para mayor claridad,
los conductores de las distintas fases se han representado de diferente
manera, Los tres arrollamientos de fase de la figura 14-45 son equiva-
lentes a las tres bobinas de la figura 14-41. Si los arrollamientos se
conectan de tal modo que para los sentidos positivos de la corriente
indicados en la figura 14-45, esas corrientes representan un sistema simeé-
trico, se originard un campo magnético giratorio. El lugar de la salida
de las lineas magnéticas del estator puede considerarse como si fuera
el polo norte del campo giratorio y el lugar de su entrada en el estator,
como el polo sur. Un campo giratorio de este tipo puede llamarse
bipolar. En un periodo, el campo giratoric bipolar efectia una revolu-
cién. Para una frecuencia de la corriente alterna de 50 ¢/s, el campo
giratorio bipolar tendré una velocidad de rotacién de 50rev/seg o de
3000 rev/min. Si con los arrollamientos del estator se forman seis bobi-
nas en lugar de tres y se las distribuye en la forma adecuada, se podré
‘obtener un campo giraterio cuadripolar que tiene para una frecuencia
de 50 /s una velocidad de rotacién de 1300 rev/min. Aumentando el
nimero de bobinas puede crearse un campo magnético hexapolar, octo-
polar, etc. La velocidad de rotacién del campo esta relacionada con el
ntimero de pares de sus polos p y con la frecuencia por medio de la
férmula

_ 60f

p

L



'Capimo Xv

METODOS DE LAS COMPONENTES SIMETRICAS

15-1. Componentes simétricas del sistema trifasico de magnitudes.

Para analizar y calcular los regimenes asimétricos en los circuitos
trifdsicos (méquinas, transformadores), se suele aplicar e método de
las componentes simétricas. Consiste en representar cualquier sistema
asimétrico trifasico de magnitudes {intensidades, tensiones, flujos mag-
néticos, etc.) en forma de una suma de tres sisternas simétricos de

. &
Fic. 15-1

magnitudes, en un caso general llamadas componentes simétricas del
sistema asimétrico dado. Estos tres sistemas simétricos se distinguen
uno del otro por la secuencia de las fases y reciben el nombre de siste-
ma de secuencia directa {positiva), inversa ( negative) y nula.

En el sistema de secuencia directa el orden de sucesién de las
fases es A, B, C. En el sistema inverso las fases se suceden en el or-
den A, C, B. FEl sistema de secuencia nula consta de tres magpitudes
iguales y que estdn en fase. En la figura 151 se dan ejemplos de dia-
gramas vectoriales de los tres sistemas para ciertas magnitndes com-
plejas A, B vy C.

Las magnitudes referidas a los sistemas de secuencias ‘directa, in-
versa y nula se designan por los subindices 1, 2 y 0 respectivamente.,
Para esos tres sistemas tenernos las siguientes relaciones:

. —ilx +j2n
BI:A‘}B -3, C] :A-]e 3; (15-1}
Bg = Age-‘—j?, Cg = Aze_j;’—‘; (15—2)

A():Bo:Cn-'- ) (15'3)
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El complejo ¢; 2rse llama factor de fase y se designa abreviada-
h
mente por la letra a:

;2 —jdx 2% L ceenln 1 __\/_3" 15-4
a:e+JT:eJT:cos—:3_+7sen3 =g tig - (15-4)
La multiplicacién del vector por a corresponde a un giro de 12.00

en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj o un giro

“de 240° en el mismo sentido de las agujas del reloj:

22 5% gan _yom I A3
BF—e 2 =g ¥ —p 3 =g iy

La multiplicacién del vector por a2 corresponde a un giro hacia adelante

(15-5)

‘de 240° 0 a un giro hacia atrds de 120°,

Con ayuda del factor de fase, las expresiones (15-1) y (15-2) pue-
den anotarse de la siguiente manera:

. By =a%4,, Cy=ads; - (15-8)
Bz == aAz, Cz = IfI“’Ag. . (15-8)

Examinemos algunas relaciones del factor de fase con las cuales_ nos

encontraremos en lo sucesivo:

adrmeln—1, {15.8)

‘Utilizando la expresién (15-8) se puede eliminar de las férmulas las

potencias de 2 superiores a la segunda:
at=at.a=q, as = ab.a* = a2, etc.
1, a y a* forman un sistema simétrico de vectores unitarios (fig. 15-2).
Su suma es
14+a4-a2=0. (15-9)

Es facil verificar que sumando tres sistemas simétricos de vectores. de
secuencia directa, inversa y nula se obtiene un sistema asimétrico de vec-
tores (fig. 15-3). ._ o

Demostraremos que cualquier sistema asimétrico de vectores A,

s

FIg, i5-2 e, 15-3
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B y C se puede descomponer en sistemas simétricos de secuencias di-
recta, inversa y nula. Si esto tiene lugar, entonces

A = A1 + Az —l—' A(}; (15'10)

B =B + B:+ By; (15-11)
C — C1 '-+- Cg + Cu. (15‘12}

Expresemos en estas igualdades supuestas todos los vectores de los

sistemas simétricos, por medio de los vectores A;, Ay y Ao, basindonos -

en las relactones (15-3), (15-6) y (15-7):

B = q’A; 4 aA, 4 Ay; . (15-14)
C= DA]_ + aﬂAg + Ao. . I (15'15)

Se han obtenido tres ecuaciones de las cuales se pueden determinar
uniformemente los vectores A;, Ary Ay, con lo cual se demuestra i
poabilidad de descomponer el sistema asimétrico dado de vectores A
B y C en tres sistemas simétricos.

'

Fi16. 1554

Sumando las ecuaciones (15-13) a (15-15) obtenemos:
A+B+C=(14+a*+a)A + {1 +a+4a*)A 4 34, \

-+ en cuenta que 14 a4 a* =0, hallamos:

Av=LarByo) (15-16)
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Multiplicando la ecuacién (15-14) por ¢ y la (15-153) por a® y luego
sumando las (15-13) a (15-15}, encontramos: '

Alz%(A+aB+afc). (15-17)

Multiplicando la ecuacién {15-14) por a® y la (15-15) por e y luego
sumando las (15-13) a (13-15}, hallamoes:

Az':]s;(A+aﬂB+aC). (1518)

La descomposicién del sistema asimétrico de vectores en componentes
simétricas se puede realizar graficamente. Uno de los métodos de des-
composicién grafica se desprende directamente de las expresiones obte-
nidas mas arriba para A;, A, ¥ A y se reduce a efectuar grificamente
las operaciones indicadas en dichas expresiones (fig. 15-4).

15-2. Algunas propiedades de los circuitos trifasicos en lo que respecta
a las componentes simétricas de las corrientes y de las tensiones.

En un ‘conductor neutro.la. corriénte s igual a la suma. de las
corrientes de linea *y por consiguiente, al triple valor de la componente

-dé secuericia nula_ [ver form. (15-16)].

La suma de las tensiones de linea es igual a cero. .Por tal motivo.
las tensiones dé linea na contienen componentes de secuencia nula. El
grado de asimetrfa de las tensiones de linea se expresa por 1a relacion
entre Ta componente de la secuencia invérek y la componénte de la
secuencia directa, en porciento: T :

UI2
g =100 U
JEEE—IE_L P

Esa magnitud se denomina cogficiente de asimetria.

El sistema de tensiones de linea se suele considerar pricticamente
simétrico, cuando e < 5%. ' L T A

Examinemos algunas propiedades de las tensiones de fase de los
receptores conectados en estrella, para tensiones de linea asimétricas
(fig. 15-5). Sea simétrico uno de los receptores, las admitancias de

(15-19}

d ——————
8
¢
y v v v v [w
_l[l]l | ,I[I],l |
Gl ] & el Y|
7 z

Lap,
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todas sus fases iguales entre si e iguales 2 Y y sea el otro recepttir asi-

metrico y sus admitancias de fase Y., Y;, Y, distintas

Determinaremos las tension de f i i
medio de las farmulas (14-12), ?;4-f4)?se el receptor simétrico por

U, — YU, +YU,q _ Uap+Uye
’ 3Y - ] ’

2

. Up= Y24t Use 1 Uest Uss
| 3~ A T

Sumando estas i '

expresiones obtendr ¥ y .
que las tensiones de fase del rece;tlz:ro Ssii(:ét—l’-icUB . De modo
hentes de secuencia nula. S © B0 contienen compo-

. dLlas tensiones c’le fase del receptor asimétrico las expresaremos ;}or
_ ©. receptor simétrico v la tension [}OOL entre sus puntos neutros

Establezcamos las ecuaciones seot: la s i
las tres mallas AQO,A, BOO\B %ﬁrugoaoi:?}gu(l;;ig% llg-):':') f‘e irehhoff para

Ur_:ioi—_— C’rA + -UOO,;
_ Ugo,= Urs + U"c'o,;.
T %‘; Uco,= U+ Uoo,;

pefqﬁ'_‘}; Uy, Ue, como se ha de i
Jera & , Ue, § mostrado anteriorme i

e COm ‘ ) nte, no c
oqm ppdnﬁn;;. .tles s:metl_-lcas de_ secuencia nula y por consigt’liente (:irégegzls]
q;a?asoié;gt_m]es g"‘?’ que intervienen en las expresiones obtenidas
par & siones de fase del receptor asiméirico, no representan otra

Frc. 15-8

cosa- si i
sino el sistema de componentes simétricas de secuencia nula de

dichas - tensi - ? .
Cuencsia nl;llsi:n:is.la?te m_aqeradQufe las componentes simétricas de se
i ensiones de fase del recentor asim il iy o
R e sl e R A i SRR L o Ptor aSImétrlCO 50n _1; ua-

les a .Ia tensién Uoo, entre los puntos e e SOT 1gua-
oL s T nentros de los receptores Simé-

- i -
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trico y asimétrico. En el diagrama topografico (fig.15-6) al punto

peutro del Teceptor simétrico le corresponde el centro de gravedad

- del tridngulo de las tensiones de linea {ver parigrafo 14-6 y fig. 14-16).

De allf que la componente simétrica de secuencia nula de las tensiones
de fase del-receptor asimétrico se determina en el diagrama topogréfico

medio de un vector dirigido desde el punto O, al centro de grave-
dad del tridngulo-de tensiones de linea, O.

| e ¥ _ﬂl'!‘_
Ll &

4

B

Fie. 15-7

- De lo expuesto m4s arriba se deduce que las tensiones de fase de
los distintos receptores, conectados en estrella, para las mismas tensio-
nes de Mnea sélo pueden distinguirse una de Ia otra en virtud de la
diferencia de las componentes simétricas de secuencia nula. Sus com-
‘ponentes simétricas de secuencia directa e inversa sor iguales.

s Iy B3l
f1 T 1
f;? '
"H
H !{.' =21 !,'0
m 7%y, .
‘Fie. 15-8

Si_las. tensiones de linea son simétricas, carecerin de cdmponentes

* de secuencia inversa y por consiguiente carecerén de ellas las tensiones

__de fase, ¥n ‘este caso las tensiones de fase del receptor asimétrico conec-

tado en estrella sélo contienen componentes de secuencia directa y nula.

) Cuando en un régimen asimétrico no existe corriente en una o en

dos fases del circuito, ello implica que la suma de las componentes simé-
tricas de las corrientes en esas. fases as igual & cero.

Aclaremos esto con ejemplos. En el esquema (fig.15-7) las fases

B v C estin en circuito abierto Iz =I;=0. Aplicando las férmulas

(15-16) y (15-18), obtenemos: :
. I..u = %"(1‘4 + a0+ a*0} = ‘:;‘ I..li
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il i o 1
42 _ﬁ( 4+ a0+ a0) :_S‘Lﬁ

Lot (Lepo40) = L,
En Ia figura 15-8 se muestra el vector I, y se han construido los diagra-
mas vectoriales para los sistemas de componentes simétricas de las

Fic. 15-9

corrientes en las tres fases. En la misma figura se ha ef ]
: . ectuado la s
geométrica de los vectores: & o

o4 Te+ Foo=14; In - Tgz + Ipo =0;
En el esquema (fig. 15-9)

f,t:O, 13=—Ic
De las férmulas (15-16) y (15-18) obtenemos:

fc1+icz+fco=0

u‘ ' I...m:O;
I.n.{\_—]—'—(aig—{—aﬂf.)——_j__( oy \/@ }B
;’13 oF — a'—a)__f—ws——lﬂ_?\/g-
, t1
Lig ==+ (alfg—]—al):__( s \/3 .
3 ‘ ¢—a) =—i Y= e

En la flgura 13-10 se puede ver el diagrama vectorial de las co-
rrientes I e I y los diagramas vectoriales de las. -componentes simé-

fﬂ-—-—-—a—-——.—.ﬁ.fa

ey
ley g,
. . ls
Iy Iy
j)f!

Fic, 15-10

tricas de'las corrientes en las tres fases. La suma geométrica de los
vectores indica que

"'-f-

:1 1“}—1'(12:.0,
Ip=1Ip +Ip

uy. V. ZEVEKE - P, A. IONEIN 1.7,

I ¢ = H o1+ i [l .
Las componentes simétricas de las corrientes y de las tensfones
no sdlo pueden ser calculadas sino también medidas por medio de cir-
cuitos eléctricos especiales llamados filtros de las componentes simé-

tricas de las corrientes y tensiones. Estos filtros tienen una gran apli-
cacién en la proteccion de los circuitos electroencrgéticos con relés.

; 15-3. Impedancias de un circuito trifasico simétrico para corrientes de

distintas secuencias.

Examinemos ¢l ejemplo particular de un circuito trifdsico simétrico
con conductor neutro e impedancias Z, =Zy =.Ze=Z (fig. 15- ll)
Sia los bornes de entrada del c1rcu1t0 se apllca un smtema snme-

Serd mmetnco y su secuencia de fases serh dlrecta {y= g » Als I 8= I 51 €
v 7 r e i .
3

Fig. 18-11

_ Ic_ I.c:, _Las relaciones entre las tensiones de fase simétricas comple-

jas, de secuencia directa, aplicadas al circuito trifasico simétrico v entre
las correspondientes corrientes de fase simétricas complejas de secuencia
directa, se llaman impedancia comp?e;a del circmto para. Ias corrientes

de semtenaa a" recta:

Un Um Uea L (15_20)

Y A = e T — Ty
- PR I

En el ejemplo examinado evidentemente es Zy=7Z.
Si a los bornes de entrada se aphca un sistema simétrico de"_tem

giones de -fase de secuencia Inversa U, =00 Up=Ups ¥ LCH_L'U{H,

.- eritonces habrs en el circuito un sistema mmetnco de corrientes que

también posee una secuen(:la 1nversa de fases I PE=F FTI | ;;—fm €

IC' —_— I{‘2 P —
- Las relaciones entre los valores complejos

- ot

Z2 = [?'42 = U e Use . " : : (15*21)

J g2 I.c*_'
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se llaman impedancias compler circui i
nan impe; _ plejas del circuito para las corrient -
ouencia inverss. En el ejemplo examinado es Z, — Z, e de. se-

o Finalmente, si a los bornes de entrada del circuito se aplica un
s;s_t?rqa s{métrico de tensiones de fase de secuencia nula-ﬁfj@-: Up=
= Ue = Uy, el sisteina de corrientes en el circuito también ser4 sirileT:
trico y tendrd una secuencia de fase nula =1 s =lo=1, La corrient
en el conductor neutro ser | PN R ‘

La relacién
o Uo ) -
. Zy = —I.;- ) | {15-22)
sedlama impedancia compleja del circuito para las corrientes de secuen-

cia nula, Para calcular la impedancia Z mos la ecuaci

’ _ o establezcamos la” ecuacién
?eglfm la segun(.:la ley de Kirchhoff, para Ia malla formada por una de
as tases, por ejemplo Ia fase A y por el conductor neutro:

Sustituyepdo Us=U,, I A‘;M_I'a ef;:-— 31y, obtenemos:
B Gom (21 32091
de donde o= (Z+32u)l,

ZD = —I‘J-r‘?- = Z "{— 3ZN'
. IO PR Sy
El.q existiendo neutro no. habré corrientes de secuencia nula =0y
n-— <0,
. Generalmente a Z;, Z, y Z, se las denomina simplemente impeda
cias complejas de secuencias directa, inversa y nula. pedan
. _’Efa el calcule de los circuitos por el método de las componentes
_Simetricas se examinan por separado los esquemas para las clc):?rie te
y las tensiones de distintas secuencias. La impedancia en el neutr ' o
ejerce influencia sobre los sistemas simétricos de las corrientes d: ;] ;
cuencia directa e inversa, de allf que no se indiquen las impedanci:;

G52 ‘s z 0, %
- 4 s Z g J4
c 2. o Jix )
7 [
Fio 15-12 Fig, 15-13-

en el conductor neutro, para dichas secuencias ( fig. 15-12). En el es-
qu;a___n;g___qq_e se da para las corrientes y tensiones simétricas de secuoncia
nula se introducen, en higat 'dé T Tmpedancia "2y i &t Tetlts, valores

triplicados de dicha itnpedancia en cada fase (8- T5T3). Es faoil var
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ficar que las impedancias de secuencia nula en las figuras 15-11 y 15-13,
son iguales, T o :
Todos los calculos se realizan para una fase llamada fundamental.
Generalmente se toma como fase fundamental Ia fase A y, para simpli-
ficar las notaciones se omite el subindice A. Para el ejemplo examinado -

Chd . 2= F - ¥ Jig
dg 2 8 4 b xr—D—-ﬂ—la’ e
o oo | s

peme L L FIF_._IS-H

Miecp

en la figura 15-14 se muestran tres esquemas monofésicos para las .
corrientes v las.tensiones de distintas secuencias, - Dichos esguemas. se
denominan abreviadamente esquemas de secuencia directa, inversa

En los circuitos estaticos trifdsicos simétricos cualesquiera (circui-
tos que no contienen maquinas giratorias}, la inversibn del ordena-
miento de las fases de las tensiones simétricas no modifica la magni-
tud de las corrientes; de alli que las impedancias y los esquemas de
secuencia directa e inversa son iguales,

Como esquemas de secuencia directa e inversa se puede utilizar
para lineas trifasicas, cualquiera de los dos esquemas representados
en las figuras 14-34 y 14.35.

Formemos para una linea trifisica, un esquema de secuencia nula.
La resistencia r; y la inductancia M, (fig. 14-33) pueden ser introdu-
cidas, de acuerdo a lo expuesto anteriormente, con un valor triplicado
en cada fase. Segin que las capacidades parciales estén distribuidas en
los extremos de la linea o concentrados en el medio, se obtendrin dos
variantes del esquema de secuencia nula para una linea trifésica, que
no se distinguen por su estructura de los esquemas presentados en las
figuras 14-34 y 14-35.

S6lo que en estos esquemas en lugar de r, I; y C; debe tomarse
to=r+3r, Lo — L; + 3M,= L, -}- 2M; v C, {las corrientes de secuen--
cia nula no pueden atravesar las capacidades parciales C,).

En las maguinas eléctricas no sélo Z, se distingue de Z; sino que
tampoco Z, es igual a Z;. Aclararemos la causa de esto en el ejemplo

~de un motor asincrénico. En un régimen normal de trabajo cuande

a los arrollamientos del estator estd aplicado un sistema simétrico de
tensiones de secuencia directa, el campo magnético y el rotor de! motor
giran en un mismo sentido (ver par.14-10). La velocidad de giro del
rotor es generalmente apenas en un 1,5—4% menor que la velocidad:
del campo magnético giratorio. Otras son las condiciones en un régi-

- men simétrico con corrientes y tensiones de secuencia inversa. Si se

asegura a la rotacién del rotor la misma velocidad y el mismo sentido
que en el régimen normal (por ejemplo con'la ayuda de otro motor)
y si se se invierte al mismo tiempo la secuencia de fases de las tem-
siones aplicadas a los arrollamientos del estator, entonces en los arro-
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Hamientos del motor habri un sistema simétrico de corrientes de secuen-

<la inversa que creard un campo magnético que girard con la misma

inducidas por dicho campo en los arrollamientos del estator. Y dado
-que las tensiones aplicadas a los arrollamientos del estator se equilibran
func-lamen.talmente por esas fe.m., su disminucién har4 que aumenten
las intensidades de las corrientes en el estator.

Como resultado, para magnitudes iguales de las tensiones simé-

corrientes de secuencia directa: z, « 2.

- Lefs corrientes de secuencia nula Do crean un campo maenético
gzrat]mm (para obtener un €ampo magnético mévil, como va segindicé
ee;l efci Sarégrafté 14-9, es necesario di_s:poner no sélo de arrollamientos

o mente desplazados sino tambidn de corrientes defasadas)., En

S

)
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secuencia directa consta de una impedancia Z, conectada ‘en serie con
Ia fuente de tensiém, siendo igual esta wltima a la f.e.m. de fase indu-

cida en et generador. _
Los célculos de los regimenes asimétricos de los circuitos trifasicos

que incluyen maquinas para las cuales Z, =< Z,, pueden efectuarse sin
recurtir al método de las componentes simétricas; sin embargo, para
ello hay que ttilizar esquemas de caleulo especiales que tengan dos
impedancias complejas distintas de induccién mutua para cada par de
fases. Asi por ejemplo, para un motor es valido el esquema de Ja
figura 15-15, en el cual :

Zuas = Zype = Zyga = Zpy
y -
Zyps = Zycp = Zyso= Zy,
siendo

Zy 5£ 7.,

Los valores Z, Zy y Z,. deben elegirse de tal modo que las impe-
dancias para las corrientes de secuencia directa, inversa y nula, sean
iguales a las impedancias Z,, Z, y Z, del motor.

Se puede comprobar que estd se verificard siempre que

Z= (24 Za + Zo);
Zn =3 (aZy + 0?2, + Zo);

\
ZH:_%_(azzl+aZQ+Zu)- (15-23)

Para un generador el esquema es andlogo y sélo se distingue en
que en cada fase contiene una fuente de tensién igual a Ia f.e.m. inducida
_en la fase correspondiente del arrollamiento del generador (se supone
que los arrollamientos estin conectados en estrella). '

El esquema de caleulo (fig, 15-15) no puede construirse con resis-
tencias, condensadores y bobinas de induccién dado que Jas impedancias
complejas de induccién mutua entre dos elementos reales del circuito
se caracterizan por Zy s = Zyp4 y representan una ‘magnitud imagina-
ria. Mientras que en el esquema de cilculo Zy < Z,, y ademis como se
ve de la (15-23), Zy y Z, pueden no sblo ser magnitudes imaginarias
sino contener también partes reales,

La designaldad de las impedancias complejas de induccién mutua
Zy y Zy mos prueba que los circuitos trifisicos con maquinas girato-
rias carecen de la propiedad reciproca. :

15-4, La determinacién de las corrientes en un circuito simétrico.

. Para determinar las corrientes en un circuito simétrico (esquema
de la fig. 15-16) al cual se aplica un sistema asimétrico de tensiones,
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. 5 : U .,

='—Z;; o= “Z-o" (15'24)
Luego, por las férmulas (1513} y (15-15), hallamos Ias corrientes f,,

2 © Ig. ' '
circuito carece de. neutro. (Zy=o) y estdn dadas las

Cuando el
tensiones de linea en sus bornes, se utilizan para el cdlculo de las inten-
sidades sélo dos esquemas, los de la secuencia directa e inversa, geei:)

L

Frc. 15-18 ' . Fiz, 15-17

expuesto més arriba se deduce que los célculos por el método de las
componentes simétricas se basan en 1z aplicacién del principio de super-
posicién. Por lo tanto, ese método sélo se puede aplicar a los circuitos
lineales o a Jos que se consideran aproximadamente como tales, ;

Problema 13-1. Las tensiones de linea en los bomes del .motor son
del motor (en el régimen

zl = 3,8 + faye Q
Z,=015+/050

_ 0o hay conductor neutro, Se quieren deterrninar las inter;si_dades de linea.

Solucién. Las tensiones de fase de lo fuen ﬂllmentacién'. ' :
puallexquiera con tal de que sus diferencias sean mualzsf adfas tensiones de lﬁ:u;d fiid::r
A 105 efoctos del chloulo es cbmodo elegir las temsionps o b del modo que se
indica en la figura 15.17, El_vectorUAformauningulorecbooonlosvectores'
Upy U,. Recordemos que Ia eloccién arbitraria de las tensiones de fase no re.
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nula las que no hacen falta para el céleula en este problema puesto que no puede
haber corrientes de secuencia nula.
Del tridngule ABC cncontramos

Ue= UB = %g = 158 V;

U, =330V.

Suponiendo que [:'A =330 V, serin I}B = -——fiSGV y (:1,;.-:;‘156 V.
: De acuerdo a las frmulas (15-17) y {1518} clctermin’a_r_nos

Oy = 3 Uy + ally 4 020,) = L 1330 + 256 (—u 021 =

1 . L V3 1 %
—_ 5 e — — M) =200V,
_3[3304—;156(-4-2 =g —g—i—g-)=200

. , . . 1 . :
o, =% (U +a20p + allp) = 7 [330 + 1156(— a2 + 2)] = 20 V.
Segun la ley de Ohm hallamos las componentes simétricas de Ing corrientes

U, . 200

Lh=2t=l 20 ag4 — 45°;
1= T 36+ 86 £
L= ral 2 _agy qgeg

Z, ~ 015465

Una vez halladas las componentes simétricas de las dorrientes ¥ de acuerdo a las

- férmulas (15-13) y {15-15) determfnamos las corrientes de Mnea ;

Lim=h+1,=393 / —45° 1383 ; _ 73018 — 38,8 — 64,5 A;
Iy=a?l 4+ al, =393 ; —185° -38.3 £ 46742 = 11,7 4 17,7 A,

fo=—1,—f,=—2714 68 a. _
Los valores eficaces de las corrientes son I, =T5.24A, I, =212A e "IU = 54,1 A.

15-5. Componentes simétricas de las tensiones y de las corrientes en
un circuito trifésico asimétrico. .

Como se vid mas arriba, en los circuitos simétricos las componentes
simétricas de las corrientes de cualquier secuencia dependen de las
componentes simétricas de la tensién de la misma secuencia solamente,
Esta proposicién se puede enunciar asi: las componentes simétricas de
distinto nombre de las corrientes y. de las tensiones en los circuitos simé-
tricos, no dependen una de la otra. s relaciones son consjderable-
mente mas diffciles en los circuitos as étricos.,. -~ T T

Examinemos el ejemplo de un circuito trifdsico asimétrico (fig.
15-11) en el cual Z, 5<Zp # Z;. Si 2 un circuite de este tipo se le



s
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aplica un sistema simétrico de tensiones de cualquier secuencia, se

originara en €l un sistema simétrico, de corrientes, que en general cofi-”

tiene las componentes de las tres’ secuencias. Fs vilida también la pro-
‘Posicién inversa: un sistema simétrico de corrientes de cualquier se-

ran en funcién de las componentes simétricas de las tensiones de las
tres secuencias,

156, Céleulo de un circuito con carga asimétrica,
,

Las cargas asimétricas, en régimen normal, son relativamente raras
en los circuitos wrifasicos de alto veltaje de los sistemas energéticos
(preeminentemente en los -hornos de arco}. Generalmente las cargas
asimétricas se presentan en los calealos de los regimenes de emergencia
{ cortocircuitos, interrupciones, desconexidn de una fase de la linea o del
transformador ),

No es conveniente conectar, en los esquemas ramificados de distin-
tas secuencias, una carga asimétrica, ya que con ello el analisis se com-
plica. Resulta mas sencillo aprovechar el principio de compensacion

que contiene una carga dindmica simétrica y otra esttica asimétrica.

1 esquema de dicho circuito estd representado en la figura 15-18.
fean dadas las f.em. del generador y todos los elementos del esque-
ma. Se quieren hallar las intensidades y las tensiones en sus tramos,
En la figura 15-18 no se muestran el esquema ni lag impedancias de la
carga asimétrica puesto que en la primera ctapa del cdlculo no son
necesarias. i}

Para tener la posibilidad de utilizar una relacién simple entre las
componentes de las corrientes . y de las tensiones que ticne lugar en
los circuitos simétricos, es necesario .ante.to.do..\pas_.ar__cl_e_ly,esqy_gm_a__asi-
métrico inicial al simétrico, Esto se puede realizar sustituyendo Ia

carga asimétrica por tres fuentes de tensiones desconocidas U,, U7,
¥ Ug; entonces obtendremos un esquema simétrico en el cual, ademss
siones asimétricas 17, Up vy U, -

Descompongamos estas tensiones en sus componentes simétricas U7,

o
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U, v U, tomando la fase A como fundamental. Obtendremos un esque-

g simétrico (fig, 15-19) en el cual la derivacién donde estaba la carga

contendrd las fuentes de tres sisteras simétricos de tensiones de secuen- |
cias directa, inversa y nula.

(oa Fmctiree
Generodor Lme P _
A e P2 —a If Z’
2 - . %
{_“@,\‘_ﬁ .._,,ffa -c--’e.: 5
byl A7 AT YR I V3
0 oy b be
2 Ga . |
" [ ] 1 |lGyedintca
AR
T o T T A e v e
Fic. 15-18

En un circuito siméirico, un sistem:fa s_i-métrico de_ tensiones de (T‘ual_-
quier secuencia origina un sistema simétrico de corrientes de la rnlls(rina_
secuencia. Por consiguiente, se pueden construir tres esquemas }11] e-
pendientes {fig. 15-20). El régimen de Ie& fase A del esquema inicial se
determinard por superposicién de los regimenes de estos tres esquermas.

) C
Generador Lie. J}mi}rfq:?
4
\ Sie e
v “
\ G

7 L SIS LSS AY,
Fia, 15-19

Los esquemas de secuencia directa e inversa siempre-tlen'en igual
configuracién; la del esquema dé secuencia nula es esencialmente
distinta. o

En el ejemplo dado, este 1iltimo no tiene derivacién ya que en la
parte derecha del circuito trifdsico inicial no pueden pasar corrientes
de secuencia nula. '

Debe recordarse que las impedancias en el conduct’or.neutro se
introducen en el esquema de secuencia nula con un valor triplicado (ver
par. 15-3). _ L

Examinando los esquemas formados, se ve que el va_lor' maximo
de las componentes simétricas de las tensiones de secuencia inversa y

ar
nula se observa en el lugar de la conexién de la carga asméetnca,
" puesto que es precisamente 4lli donde se encuentran las fuentes de ten-
siones de secuencia inversa v nula. :
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La etapa siguiente del cleulo, consiste en transformar los esquemas
de secuencias diferentes dindoles una forma mas simple. Al proceder
asi, no se someten a transformacién las derivaciones que contienen las

£ L, 2

Fm._ -15'—’20

componentes simétricas desconocidas de las tensiones Uy, U, y U, En
el circuito de secuencia directa, reemplazamos las ramas del generador
y de la carga simétrica por un generador equivalente:

E — Y],E‘l s
donde’ .
qu‘l. =Y, + Yf;
1 e .
Y, = - P E,=E,.
YT 2o+ Zn b zy 4.

El esquema correspondiente estd dad en Ta figura 15-21, a. Unificamos
las ramas del generador y de la carga en el esquema de secuencia

inversa (fig.15-21,b): _
' Ly — (Zoe + Z15)Z, _
T Zp+Zn+ 7
f
9|7 T |4

E—
. Zos

\J) ) ‘é“" © !t,-;'

\\.._,_

91 b ju

\“\, e

Ll

.0 también,

e

. .-
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El esquema de secuencia nula, en el ejemplo dado no necesita ser trans-
formado puesto que ya tiene su forma mas simple ( tig. 15-21, ¢):
Zew=Zio+ Zyo + 3Zy. - ’
Para cada uno de los tres esquemas escribamos las ecuaciones segin la
segunda ley de Kirchhoff:
Eogl = Zenhy 4 Uy,
0 =Z,.of, - Us, (15-25) .
. 0= Zouly '+ Ui
Estas tres ecuaciones tienen tres incognifas:
il) j2) I.IJ!' Url’ U.‘J’ UU' )
Las tres ecuaciones complementarias que ligan d estas seis incég-

nitas, pueden deducirse del esquema dado y de los parametros de fa.
“Garga asimétiida— e € K

Formemos las ecuaciones éompleme‘ntarias para algunos tipos de
las cargas asimétricas. Para la carga representada en la figura 15-22, a,
. UA :ZAI.A: I.BZO: Jfc =0 |
o también, : ' o o
Uy + U 4 Uo = Z, (1) +I+ 1),
agil-f“ﬂfg—i-fn:o, '
i A S
ol £ a¥le a=0 _
Para la carga de la figura 15-22, b, tenemos:

I.’k; 0,__v___§_3_—7723fa,-' ' Uc—:chc;

o también, )
Ill +Iz‘|" Iy=0,
U g aUs + U Zo(@hs + ol + o),
Uy + 82Uz o Vo =Zo(ah 0%y + o).

No estando la carga asimétrica puesta a tierra, por ejemplo en el
esquema representado en la figura 15-22, ¢, las componentes simétricas
de las corrientes de secuencia nula soiiguales a cero y se elimina la
necesidad de construir los esquemas de secuencia nula en las etapas
precedentes. Se obtienen dos ecuaciones fundamentales con cuatno in-

cbgnitas y sélo son necesarias dos ecuaciones complementarias, a saber:
: I.AZO, [}B—UGZIZI'B
i . f 1 + f a = 0,
aQ_Ul + GUQ——‘ (ﬂgl —f'— HQUE) = Z(ﬂafl + ﬂ'f-_)).

Andlogamente se forman las ecuaciones complementarias para otros as-
pectos de una carga estitica asimétrica. La solucién simultinea de las



-sustituyendo este resultado en L (15-27), tenemos:.

de donde
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ecuaciones fundamentales de Kirchhoff para los esquemas de distintas
secuencias, con ecuaciones complementarias permite determinar las com-
ponentes simétricas de la corriente de fase A en la derivacién que va
hacia la carga. Luego se halla Ja distribucién de estos componentes de

las corrientes por las distintas tamas de los esquemas de secuencias
directa, inversa y nula.

4 om A o

dl--r—
& D &o B o—]

— co— ¢ :
‘ 4y o5ic i zf D‘_J.;;J ‘-(r
Al , . . :
a)l“j}‘u 6) {J le ¢ %I j{{.
e 2 e
‘ Fic, 15.22

Conociendo las componentes de las corrientes en cualquier rama,
se calcula la magnitud de las corrientes reales en cada fase, Conociendo
la distribucién de dichas componentes, se pueden caleular las compo-
nentes de las caidas de tension de distintas secuencias y luego hallar

' las tensiones de fase en los. distintos tramos del esguema.

Calculemos el régimen (fig. 15-18) para el caso de una carga asi-

métrica, representada en la figura 15-22, q, siendo Z,—0 (puesta a
tierra de una fase).

Tenemos las tres ecuaciones complementarias siguientes:

fo=al, —I-agfz__-}—fu_:'o._ (15-93)

Restando la (15-28) de la (15-27), tendremos:

(a2—a)f1+(a—a2)f2:0- o bien I~:Il’ .

(@4 a)l, +1,=0,
de donde S e Ly =]
fE’l = fl.' -
Reemplazamos, en las ecuaciones _( 15-25), I, 6 I, POl'_fLy luego

las sumamos.

Entonces, y tomando en cuenta la {15-26), tendremos:

i .E.E‘i{_;: (Zet + Zegz + Zmo)fl_’ :

_ Eeol
Zot + Zogo + Zogo

il '—‘-f_l:fn: (15-29)

G

Pt
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Las componentés simétricas de las tensiones en el sitio de eonexiségs d?
la carga (en el sitio de puesta a tierra) se determina de la (15-25):

61 — Eeql - qulfl,

Uz =—Zepls:

Uo=—Zagle.
Para el esquema de la figura 15-20,4, tenemos:
B=gt e Ia=htl
Para el esquemé.' de la figura 15-20, b, tenemos:
k=gt e la=h+k
Para el esquema de la figura 15-20,¢, tenemos:

lo=I, I;=0,

Las componentes simétricas de las tensiones en. lps bornes del
generador pueden hallarse por los mismos esquemas (f1g 15-20):

Up = E;— Zp fvl_ = U_l -+ Zl}jﬂl;
U, :-— Z,z I n= Uz + Ziolgn
Uy = — (3Zx + Zg0) Lyo = Uy + Ziolsor

Observemos que desplazéndose desde el punto de conex%ond .deciz.
carga asimétrica, hacia el generador, en el esquema d?’sejcuen((::::n blil;)e 1
(fig. 15-20,a) se observara una elevacion dt:} la tenmgn, e;n ambio en
los esquemas de secuencia inversa o nula (fig. 15-20,byc), u
cién de la tension.

15-7.. Célculo de un circuito con un tramo asimétrico en la linea.

Analicemos el método de cdlculo sobre el ejemplo de un céircui'to
cuyo esquema estd representado en la figura 15-23. Sean dadas las
f.e.m. del generador y todos los elementos del esquema. :

.fecfaa‘ s f’apqa
. Linoam fiimelico  Ometvica
Qﬂef&{ar - iad
— Ex E1r = Zp2
il P 2,
Zgz y3 &
PR ey ot
* 29
n

QI e L L o L A e
' Fie. 15-23 ' .
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Se guieren encontrar lds corrientes y las tensiones en sus tramos.

Sustituyamos el tramo asimétrico por tres fuentes de tensiones desco-

nocidas. Uy, Ugge y t}-c-‘p".. Descompongamos esas tensiones en las
componentes simétricas U,, U, y U, adoptando como fundamental Ia
fase A y formemos tres esquemas independientes (fig. 15-24) de secuen-
cia directa, inversa y nula. Escribamos las ecuaciones segin la segunda
ley de Kirchhoff: : '
El = (Zyt + Zu +Z;)i1 +.L'rl;
0= (zyz +Zyn+ Z’z)fz -+ [}2;
) 0= (32‘\' +ZW+Z10+ZE|)fo+ L?n.

" En estas tres ecuaciones hay seis inc6gnitas. Las tres ecuaciones adi-

cionales se forman sobre Ia base del esquema y de los pardmetros del
Sector asimétrico del cirecuito, ' :

e
Ly f! e p Z‘- )‘,‘ .
: o i z "
a) : 5} "2y & a) g —t 15 5*
B 4 c’l—-n—'—;.{g.'..‘c”

_ S B '
- L, AR et
by | ¥ w7 b} grom—elt g
. . . .- . ' —-——-‘ﬂb!{' o
.&_._-,. % . o 2~y _

= y . f
) 2 G Do c) .3'-—25-56733—-:3”
4 » & —-cp.f o
F1a. 15-24 . £Ic. 15-25

Formemos las ecuaciones adicionales para algunos tipos de tramos
asimétricos,
Para el esquema representado en Ja figura 15.25 a, tenemos:

a s .UA'A”_: ZAI.-AJ : UB’B“ =40, Uo’c" =0
Para el esquema representado en la figura 15-25, 4, tenemos:
L. =0, Uppr = 0, [}c’c” =0
Para la figura 15-25, c:
Uggr == Zal, _Us's" _Z_Zaia, ' U’q'c_" =0.

En éstas ecuaciones complementarias hay que expresar las tensiones y
las intensidades en funcién de sus componentes simétricas,

’ |:
I
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Resolviendo simultineamente las ecuaciones fundamentales y las
complementarias, encontramos las componentes simétricas de las corrien-
tes y luego determinamos las magnitudes buscadas restantes, -

Problema 15-2. El conductor de la fase A de una Knea que alimenta a un -
motor trifésico asincrénico se ha arrancado (fig. 15-28,4). En determinadas con-
diciones cuyo andlisis sale del marco del Presente curso, el motor puede seguir
funcionando recihiendo alimentacién ror las dos fases restantes. Sean las tensiones
de lines en el régimen considerado Uus =Up=Up, =380V y el motor funcio-
nal con las impedancias Z, = 3,6 4 73,6 Q Y Z,=0,154/050. Se quicren de-
terminar las corrientes en los conductores de alimentacidn y las tensiones U, .,
Ugos Uggr Ugge ¥ Voo

- Solucién, Supongamos que las tensiones entre los bornes A, By C son crea-

. das por tres fuentes de tensiones simétricas de fase con

380
E,=-"— =230V

Reemplacemos el tramo asimétrico del esquemz (delimitado en la figura
1528, a con una linea de puntos) por fuentes de tensitn y formemos los esquemas
de’ secuencias directas, inversa y nula (fig. 15-26, b).El circuito de secuencia
nula estd abierto porque falta &l cuarto conductor y no pueden pasar las corrientes
de secuencia nula. : : ,

Frz, 15-26

Las ecuaciones fundamentales para los esquemas de secuencias directa e in-
versa son .

E =270 +0; _ {15-30)
0=2ZJ, 40, (15-31)

Las ecuaciones complementarias son

I,=0, Ugp=0, Upp=0.
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Expresando en estas ecuaciones Jas corrientes y las tensiones por medic de sus
componentes simétricas, obtendremos

Li+l,=0 "o I,=—1I; {15-32)
a4 aly - Uy = 0 (15-33)
al, + a0, 4+ Uy = 0, I. {15-34) .
. Resolviendo las ecuaciones {13-33) y (15-34), hallaremos: -
U, =0, =0,
SUStih:yamos Uy=U, ¢ L =—1i, enla (13-31):

0=—2Z,I 4+ U,.
BResternos esta ecuacion de la {15-30):
E=(Z,+ Z.);

E, 220

= = - = 38,6 ; --47°33" A;
'z, +2Z, 36+ B36+015405 DL AT A

1

Ip=a¥y +aly= (a2 — )], = —j7/3396 / —4T°33 = 68,5 £ — 137°3% A;
U, = —Zyl, = 0,522 7 T3°18"- 39,6 ; — 47°3) = 20,67 / 25°45'V;
U0 =0, + Uy + U, =30, = 62,0 7 25°45' V;
Upor =20y + Zofy = (2, — 20, =
= (3,6 4 /3.8 7~ 0,15 - j0,5) 39,6 ; — 47°33 = 183,5 / — 5736’ V;
Uper = @20 4 aZ,1, = (6%, —aZ) = 2035 / — 116°43 V;
Uprgr = aZo1; + 0220, = (aZy - a*Z,)i, = 219 7 114°36'V;
| U = Uy = 20,67 7 25°45' V.
Fn la figura 15-26, ¢ sc _1nut,.‘str;.i el diagrama topogrifico del circuito.

15-8. Potencias de un circuite irifasico expresadas por medio de las
componentes simétricas de las corrientes v de las tensiones.

La potencia compleja en cl circuito trifasico es
§: F + ?Q — U,—iI,-l + L}HIB + [}UIU, (15‘35)

donde U, »¢ son las tensiones complejas de fase;
I, ».c son las corrientes complejas conjugadas de fase,
- n,

L
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. Para“las tensiones de fase tenémos: .
Uy=U + U+ Uy
G3:a201+a[}2+005 (15-38)
Ug =< ally + a2U, + e

Tomando en cuenta gue el complejo conjugado de ¢ es a2 y recipro-
camente, tendremos para las corrientes complejas conjugadas de fase:

Li=1 4 I+ 1y,
Iy = aly + atly + I; (15-37)

I.c = a3f1 + ﬂfg + 1‘-0.
Sustituyendo las {15-36) y (15-37) en la {15-35), obtenemos:
§ =300, + 80.L; + 30,0,
de donde s .
P = 3U111 cos P —|—- 3U212 COoS (p2 +3U1}10 COS g = P}_ + Pg + Po;
Q = 3U,I; sen gy 4 3UsI, sen g, + U, sen'qo = Q1 + Q2+ Qs

donde P1, P2, Por son las diferencias de fase de las componentes
: _ simétricas de las tensiones de fase y de las co-
mrespondientes componentes simétricas de las

corrientes de fase;

Py, Py, Py, Q1, Q2, Qo son las potencias activas y reactivas de las co-
mrientes y tensiones componentes de secuencias
directa, inversa y nula.



